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In  den  litterarischen  Berichten 
CCXLVIII.  Seite  43  Zeile  14  v.  mit.  statt  Linear-  setze  Lunar- 
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16  v.  ob. 


55 


die 


55 


den 


Im  LXIII.  Teile 

Seite  102  Zeile  19  v.  ob.  nach  „Ecken"  füge  hinzu: 

und  durch  Teilung  vermehrte  Seiten. 

Seite  103  Zeile  3  v.  ob.  statt   „so  dass  sie  ihren  Einfluss  auf  die 

Zählung  verliert"  setze: 
doch  wird  der  Ausfall  dadurch  gedeckt,  dass 
eine  Seite  weniger  durch  Teilung  entsteht. 

Seite  103  Seile  6.  7  v.  ob.  streiche  die  Worte: 

die  nicht  Mündungen  von  Canälen  sind. 
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Zur  Theorie  der  quadratischen  und 
kubischen  Beste. 


mi  Georg  Meyer 


Herr  Professor  Stern  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Itedierehes  snr 
hj  theoric  ili's  residus  q und ratif) lies"  im  Anfange  einige  tTutersilOBWl 
pH  ober  Combinationen  von  quadratischen  Resten,  beziehlich  roi 
den  Kichtrcstcn,  gemacht,  Diese  rm-i-räiidmiijirii  beziehe! 
sich  hauptsächlich  ;inl  diu  Coinliiiiationen  der  uweitcu  (.'lasse  d.  Ii 
auf  die  Combinationen,  welehe  aus  der  Vereinigung  zweier  tjuadra- 
tischen  Reste  oder  zweier  quadratischen  Richtfeste  entstehen.  Es 
ist  dort  bereits  bemerkt,  dass  man  diese  Betrachtungen  leiciit  aul 
Combinationen  höherer  Classe»  ausdehnen  konnte. 

Da    im    Folgenden     fast   ausschliesslich    von    u  na  dratis  o  b  e  i 
ler   quadratischen   Nicbtrcsten  die  Rede  sein    wirf, 
clben  kurz  als  Reste  oder  Nicbtroste  bezeichnet  werden 

Die  von  Herrn  Professor  Stern  gefundenen  Resultate,  welche  den 

.   Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen,  sind  kurz 


Bezeichnet   man   mit   . 


die  Reihe   der  Reste,   mit 


ft.  ßt  ■■■  ft-rJ  dic  RcilK'  l'1'1'  SichtMBte  und  mit  -1„  A^  JJ„  Äs  die 

2 

du  Los ja,  welche  hexieblicb  den  Gleichungen  1+«,—  er, 

1-fff,  —  ßi,    1+pj  =  i*j  und  1  +fS,  =  ß.  zukommen,  su   besietmi 
össen  -■!,,  .is.  ii,  und  ii.,  folgende  Gleichungen: 


1)    At  =  B,  =  üt  =  ' 

i  iiu/.iht  von  der  Fot 


i-    4.-« 

!(.  +  ■> 


•     Stil'-'-:  :y'n.' '})'•■**■  ,1,.   '^än/fÄii'sr/tu    «W  *«*'■■'■ 


»)   j,  -  ■ 

Primzahl  \ 


i  der  Form 


B,  =  Bf 


In  einer  anderen  Abhandlung:    „Zur   Theorie  der  quadratischen 
■   sind   von    Herrn   Trofessor   Stern    folgende    hierher 
■  iesen. 

Bei  juder  einzelnen  CoinbinatiiiiiselabSi::  kommen  uuter  den  Com- 

tati m  aus  den  Besten,   Bowie  unter  den  Comtinaüoncn  uns  tleu 

n-bft  r^ti.  it.  iille  Hestc  gleich  oft  und  nach  alle  Nichtreste  gleich  oft 

ni     (Giebl  ea  m  Combinationen  ans  den  Rosten,  welche  einer  Zahl 

I  oongruent  Bind,  so  is1  dafür  gesagt:  die  Zahl  I   kommt  mmol  unter 

den  Combinationen  vor).     Vftaxa  anter  dun  Combinationen  irgend  einer 

sso  aaa  den   Besten  joder  Rest  (/mal  and  jedax  Richtrasl  bmal 

bommt,  eo   iuubs   unter  den  Combinatimicn    derselben  l'lasso  aus 

l  Nfchtresten   jeder  Real  ftmal  and  jeder  Nichtreet  gnud  rorkora- 

Me    Null  innss   dagegen    unter    den   Combinationfln    sos   den 

■ten  ebenso  oft  vorkommen,  wie  unter  den  Combitiiitiwieii  suis  den 

ehtrestea. 

Litterutur- 

Stern:  „Keelieivlu^  sur  In  llieorie  des  resldus  i|iiadi-iiiji|iu's" 
(Memoires  courrouues  i>ar  l'aeademie  rovale  do  liruxolles. 
T.  XV.). 

Stern:  „Zur  Theorie  <\ci  quadratischen  Reste".  (Crefle'fl  Jom> 
aal,  Bd.  61    pag,  834  t). 


den  Cumbina  Honen  irgend  einer  Ülasse  uns  den  Resten 
komme  dir  Null  umal  vor,  jeder  Rest  final  und  jeder  Nicht  rest  »■mal. 
Es  ii.imii  i:  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  "-  i  und  w  für  die 
Essernen  Corabinationsclassen. 


Cflmbin&tionen   nur  ftritten  Cl&sse  ahne  Wieder  belang. 

]  1. 

Ea  sei  p  eine   Primzahl  von  der  Form  t^-f-3,    Je  nachdem  (i 
arade  odei  gerade  ist,  trftl  die  Zahl  9  als  ft  bi  oder  Nichtrest  auf. 

I.     (l       2m  | 

nii  dm-  Turm  t»,+ 

n    kr. n 


aron  4er  Fora  1-f  ■,+«4  =  0  -.med»)  die  Kate 
in  »erden ;  man  erhalt  daher  an  jeder 
>  xvtt  nrorUedme  Iytaxasrn  irr  Ciingruea« 
■  =  £.  ii  urf.ii  aaaa  jede  der  Zahlen  a4  and  es  auf  die  reckte 
r  Caaararax  sehaafe»  kann.    Die  Congraeni  l+«t+»j  =  0 


-  TtncxäeieM  Lösungen.    Wollte  i 


i  itC» 


Ce«»rrw 

ZaUca.. 
■an*raal*> 

Fi, 


-..so  Ttei  Losungen  wie  der  Coaaraeax 
*=i  .  aaureaBauj,  •■  «trdca  bi  haneai  Lonfsjani  die  jauttou  ■, 
*_  »■.;.-;:  ;'.;.:?.::  k^,;i  ■  wtniUMB.  lu  In  LonaajM  4(1 
Ina*,  de  2  ein  Rest  ist.  niemals  eine  der 
*,  «der  aj  der  Einheit  emgraent  werde«;  es  nnd  in  die*ea  Lö- 
aaw  aar  tob eiaander  Tersebiedefle Koste  vorhanden.  Maltiplkiit 


Ukaaaaa  da  Cocarraaun    i— n,  — c  =  0 
dm  aäntmtfxfeeB  Besten  der  Zahl  p,  so  erhalt  mau  dadurch  die 
von  der  Form  ■i4~Bj~t"*s  — &     Fnicr  den  so  gc'aa- 
aenfa  CoBgraeazea   müssen   aber    temer  drei  CcngraeiL\ 
aaaar  tavreiastiatnKB,  denn  die  Congruen»  ■,-"-*, 
maa  ourch  Multiplk-atioii  mit  o,  erhalt,  ergiebt  skh  ebenso  gut  durch 
3fultinleatiect  mit  o,  and  ».,.    Man  bat  demnach  das  Bcsaltat: 


r+A    9~1 


Bei  der  Bestiauanng   der   Zableii  r  nud  *  kann    man  von  einem  voa 
Hern   Proieator   Stern    angegebenen    Resultate   ansgehen.     Mau  fae- 
aar  Abkürzung  die  Coogrucni  1  -j- « , -i- q- -j- J,  =  0  (n»inlj>) 
Ä  and   die  Anzahl   ibrer  Losungen    mit   ».    Die    Congrnenzca  -"» 
sieh    dadurch,   dass    man   die  Congruonren    l-rn+jS  =  0 
lov-l/'i    faccessive    mit   den  Werten    1  +  «,  =  o;    nnd    den  Werten 
1-t-*,  =  ß,  multiplidn.    Für  *  erhalt  man  den  Wort 


Herra    1 


i  •  COflgroeiucn   S  siutl  die  Reste  «s  ond  *»  nebst  ihren  Per- 
■  vorhanden,  denn,  da  l  +oj  »ur  —  a  mior  —  (J  Sfin  kann, 
i  nefa  die  Congraenz  l+f^  +  Oj-f-e1!  =  ".  «/eiche 
:.   anch  noch  durch  Malüpli 
rou   der   Farm  1+»+^  =  - 
von  der  Form   i-\-«1+«l-\-ßi  =  o   bekomm! 
,   »ei  die  Anzahl  der  roh  einander  •■ 

:  enthalten.    Dir  i  ■ 
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i  +  ^i+^i+ft^O  entstehen  durch  Multiplication  mit  at  aus  den 
Cougruenzen  von  der  Form  l  +  l-f-a-|-/J  =  0,  wenn  nnr  <*,  der  Be- 
dingung «.<?,  =  1  (mod  7?)  genügt.  Die  Congruenzcn  der  letzten  Art 
ergeben  sich  aber  durch  Multiplication  mit  2  aus  den  Congruenzcn 
l  +  «o  +  ft)  =  0  (modj>) 

p— 3 


H  = ^ 

Von  den  ^  Congruenzcn  S  müssen  noch  die  Congruenzen  von  der 

Form  l-}-l-{-«+/3  =  l)  ausgeschlossen  werden.    Die  Anzahl  dieser 

p 3 

Congruenzen  ist  im  allgemeinen  =  "j",  ist  aber  die  Zahl  3  ein  Rest, 

so  ist  unter  diesen  Congruenzen  die  Cougruenz  l-f-l-j-l+ß  —  O 
vorhanden;  dieselbe  ist  schon  bei  den  Congruenzen  von  der  Form 
1  +  tr,  -{-  tfj  +  ßi  =  0  mitgezählt.  «2  se*  die  Anzahl  der  von  einander 
verschiedenen  Congruenzen  S,  welcho  nur  ungleiche  Reste  enthalten. 
Es  ist 

p  —  3                                  p  —  3 
#2  =  *i i — |-1    oder    =  *j ;    > 

je  nachdem  3  ein  Rest  ist  oder  nicht. 

Nun  hat  Herr  Professor  Stern  schon  bemerkt,  dass  man  aus  einer 
Congruenz  von  der  Form  c^  -j-  a*  +  <*»  —  1  =  0  (mod  p) ,  wenn  die 
sämmtlichen  Reste  von  einander  verschieden  sind,  stets  drei  verschie- 
dene Congruenzen  S  herleiten  kann,  indem  man  jene  Congruenz  suc- 
cessive  mit  c*4,  aft,  «,{  multiplicirt  uild  diese  Zahlen  so  wählt,  dass 
<y4  .  ox  =  1 ,   a5 .  <ra  =  1 ,    aG .  cra  ~  1   (mod  p)   wird.    Es  ist    demnach 


w  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

in  der  N  die  Anzahl  der.  Combinationen  bedeutet.     Man  muss  nun 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

1 .    m  =  llu  +  2.    p  =  24n  +•  23.    3  ist  Rest. 

N  =  (1 2« +11)  (24»8+ 38*  -f  15) 

W=*(12n+ll)(n+l) 

v  =  12»*+ 18« +7 
w  — 12«*-1 
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2.    m  =  3h.    p  =  24h  +7.    3  ist  Nichtrcst. 

jV=3  (4n+l)(72»*+18i*  +  l) 
m  =  (4h+1)(3h  +  1) 

v  =  12n2+2n 
w  =-=  12w*+3» 

IL     n  =»  2m.    />  =  8m  +  3. 

Zunächst  handelt  es  sich  wieder  um  die  Bestimmung  der  Zahl  u. 

p+1 
In  den  ■   j-   Lösungen  der  Congruenz  l+c^  +  c^^O  sind  die  Reste 

«!  und  «2  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zahl  2 
Nichtrcst  ist,  so  werden  die  Reste  «,  und  «*  einmal  einander  gleich ; 
ausserdem  ist  die  Congruenz  l  +  l  +  a2  =  0  möglich.  Analog  wie 
unter  I.  ergiebt  sich: 


u 


Den  Wert  o  findet  mau  ebenfalls  in  ähnlicher  Weise  wie  unter  L, 
den  Grössen  *S,  *,  *x  und  *Ä  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  bei- 
gelegt. 

p-\-l   j} — 3   .  p — 3   p — 3 

*=     4     •~4~  +  "4~,~4~ 

Die  Congrucnzcn  von  der  Form  l+«i +  <*!+&  =  0  (modjj)  erhält 
man  durch  Multiplication  mit  at  aus  den  Congrucnzcn  1  +  1 +  "+0 
=  0,  und  die  Congrucnzcn  von  dieser  Form  ergeben  sich  wieder 
aus  den  Congrucnzcn  l  +  ft)+cf0  =  0 

p  —  3 


s, 


«) 


_         P-8 


8 


+ 1    oder    =  s  A  — 


p — 3 


je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 


V   = 


*2 

3' 


Man  muss  wieder  zwei  Fälle  unterscheiden: 

1.     m  =  3k+1.    p  =  24h +  11.     3  ist  Rest. 

iV=  (12rt+5)(24i*J,  +  14*i+2) 
u  —  h(12h+5) 


6  Meyer:  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Rette. 

2f  bedeutet  die  Anzahl  der  Combinationen. 

v  =-  12»*+6n  +  l 
w  —  12»*+ 7»+ 1 

2.    m  =-  3»+ 2.    p  —  24»+ 19.    3  ist  Nichtrost 

N  =  (4h  +  3)  (72»2 + 90»  +  28) 
w  =  (3»+l)(4»  +  3) 
t>  =  12»2+14«+4 
w  =  12n>+15i»+5.. 


§2. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4fi+l.    Je  nachdem  p 
gerade  oder  ungerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Nichtrest  auf. 

I.     ft  =  2m.    p  =  8m  +  1. 

»  — 5 
?*  bestimmt  man  folgendermassen.    In  den      .       Lösungen   der 

Congruenz  l  +  crj+c^^O  (mod/O  sind  die  Reste  «,  und  a2  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zahl  2  ein  Rest  ist,  so  wer- 
den die  Zahlen  a1  und  «2  einmal  einander  gleich.  Ausserdem  ist  die 
Congruenz  l+l  +  cf2  =  0  möglich.    Man  findet  so: 


u 


Die  Zahl  v  kann  man  in  folgendcrWeisc  ermitteln.  Man  bezeichne  wieder 
zur  Abkürzung  die  Congruenz  l+ofi+«2+ßi=0  (modp)  mit  £,  ebenso 
werde  den  Zahlen  *,  ^  und  *ä  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beige- 
legt. Die  Congruenzen  £  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Con- 
gruenzou  l  +  a+|3=0  (mod  p)  successive  mit  den  Werten  l+«i  =  «f;J 
und  mit  den  Werten  l  +  c^  —  ß3  multiplicirt. 

p — 5   p — 1   t  p—1    p — 1 

*  =    4    •  — 4     r  — •  — 

In  den  s  Congruenzen  S  finden  sich  die  Zahlen  er,  und  a«  nebst 
ihren  Permutationen.  Da  niemals  die  Summe  «i  +  ft  der  Null  con- 
grueut  sein  kann,  so  ist  auch  in  den  vorliegenden  Congruenzen  nie- 
mals die  Summe  l  +  «2  der  Null  congruent.  Es  kann  also  l  +  «8 
nur  -=  a  oder  =-=  ß  sein.  Diejenigen  f*  °ai  die  Zahlen 

cr1  und  a2  von  einander  verschie*  sweimal, 
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diejenigen  Congrucnzcu  aber,  in  denen  beide  Reste  einander  gleich 
sind,  ergeben  sich  nur  einmal.  Im  übrigen  kann  man  wie  früher 
verfahren. 


2 


/>-! 


P-1 


fl 


*2  =  *i t—      °der      —  8i  — 

je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  ft+ftj+ftj—  1  =0  kann 
man,  wenn  die  Nichtrestc  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
stets  drei  verschiedene  Congruenzen  S  herleiten,  indem  man  jene  Con- 
gruenz successive  mit  j34,  ßb,  ßC)  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  be- 
stimmt, dass  ß1 .  ßt  =  1  (mod  />),  j32 .  03  =  1  und  ßs .  ß$  =  1  wird, 
Darnach  ist 


tv 


*2 

3' 


1.     m  = 


2.     m» 


3w  +  2.    p  =  2471+17.    3  ist  Nichtrcst. 

N  -■■  (12/i  +  8)(24w2+2t>M  +  7) 
n  =  n.  (l2/*+8) 
ic  =  12n*+12n  +  3 
v  =  12/i2+13/i  +  4 

3«.    p  =  24/<+l.    3  ist  Rest. 

iV—4#«(72m*  — 18w  +  l) 
n  =  4?i(3/i  —  2) 
w  =  12/»2 — 4w 
v=  12/** -3/i+l. 


IL    ft  =  2w+l.    p  =  8//i+5. 


Es  ist  alles  analog  wie  unter  I.    Die 


.    p  —5 


Lösungen  der  Con- 


gruenz 1 +  <*!  +  <**  =  ()  (mod/?)  enthalten  nur  von  einander  verschie- 
dene Reste.    Man  findet: 

P — 5  p — 1 


u  = 


3 


p — 5   p — 1   .   p — 1   p — 1 

*-  — — 1-+  — •— 


>  ■  ■  •  .  •  .:  • 
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p-i 


a 


*i  — 


p—1  ,  p—l.. 

H  =  *i 4-      oder      =  ex  —  '—£-  + 1, 

je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist 

1.  m  =  3w+l.    p  =  247*4-13.    3  ist  Rost. 

N  =  (4n  -f  2)  (72n2 + 54n  + 10) 
**  =  (4n-f2)(3n-f-l) 

v  =  12n*+9?i  +  2. 

2.  m  =  3w.    ^  =  24n-f-5.    3  ist  Nichtrest. 

2V=(12K+2K24u*+2n) 
u  «=  n(12n+2) 
ic  =  12n2 
v  =  12n2-fw. 

Combinationou  zur  zweiten  Classc  mit  Wiederholung. 

§3. 

Die  Werte  für  ?*,  v  und  ie  lassen  sich  leicht  aus  den  für  Com- 
binationcn  ohne  Wiederholung  geltenden  Werten  ableiten.  Für 
Corabinationen  ohne  Wiederholung  sind  von  Herrn  Professor  Stern 
folgende  Resultate  angegeben: 

u  =  0;     v  =  m\     ip  ■—  m,    wenn  p  —  8m-t~3 
u  =  0;    v  =  m;    ?<?  =  m-f-1,    wenn  p  =  8//i-f~7 
w  =  2m;     m»  =  m;     *?  =  m  —  1,     wenn  p  =  8m -{-1 
u  =  2m -{-1;    ?<?  =  m;    ü  =  m,    wenn  f)  =  8?/t-{-  5. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Null  bei  den  Combinationen  mit 
Wiederholung  nicht  öfter  als  bei  den  Combinationen  ohne  Wiedcr- 

V  —1 
holung  vorkommen  kanu.    Ist  die  Zahl  2  ein  Rest,  so  hat  man    -t>- 

Sä 

Congrucnzen  von  der  Form  «i  +  ai  =  ^2  (mod/0>  es  tritt  unter  den 
Combinationen  mit  Wiederholung  aus  den  Resten  also  jeder  Rest 
einmal  mehr  auf  als  bei  den  Combir1**  "      Erholung.   Ist 

aber  die  Zahl  2  ein  Nichtrest,  t  einmal 


/,'■  ■■  . 

mehr  als  bei   Jen  Coinbinatioucu  ohno  Wiederholung.    Mau  hat  da- 
her folgende  Resultate: 

1.  p-8»+7, 

=  (4m+3)(3»i+2J,  neun  N  die  Anzahl  der  Combinat.  bedeutet; 

2.  p  =  8m+3. 

A-^^+lJta^+l);     „  =  ,»;     ,,  =  m+l. 
-i,    ,,  —  Bm+5. 

i.     ;>  =  «m+1. 

ff-2«{4m+l)i    *-»*;    »««;    »  =  » 

Jombinationcu  zur  dritten  Ciasso  mit  Wiederholung. 

!  ■!■ 

Ea  Bei  />  eine  Primzahl  von  der  Form  4(t-|-3. 
L     (i  —  8m-f-  1.    p  =  Sm  +  7. 

Da  2  eiu  liest  ist,  so  können  in  den  Congrucnnen  von  der  Fora 
o,-f  o-;.+  o;l  =  0  niemals  zwei  Reste  einander  gleich  sein,  es  behält 
i  also  denselben  Wert  wie  bei  den  Corabiuatioueu  ohne  Wieder- 
holung. 

Die  Zahl  <■  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Den 
Grössen  A'  und  i  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beigelegt. 
Dl  die      Congruenzen   8  die   (teste   «,  und  «,  nebst  ihren  Permuta- 

tionen  enthalten,  so  treten  die  1—rL  Congruenzen,  in  denen  at  =ttt 
ist,  nur  einmal,  alle  (ihrigen  Congruenzen  aber  zweimal  auf.     Es  giebt 


demnach  *6  = 


1 


verschiedene  i.'onjnini/.cii  S.    Mau  bozekhuu 


/nr  Abkürzung   die  Congruenz    ai-\-al-{-  «3— 1  =  0  (mod  p)  mit  &,. 

Mulii|,:iiiit    man    die    Congruenzen  S3  sueecssive  mit  «,,  o ■  ,   o„   und 

10  Iteste   so,  dass  n,  .«i  =  1,  ns.ß5^  1,  a3.a6  y   1    (;in>,l  .■■j 

erhalt  man   aus  jeder  Congrnenz  &,    drei  Ce-ngrueiizen  .v, 

iKcso  sind  aber  nicht  siimmtlicb  von  einander  vorseliiedcn.     Ist  in  den 

—  «s,   so  ist  auch  ai  =  «., ,  und  mau  findet  nach 
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Meyer:  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Reste, 


aasgeführter  Multiplication  in  beiden  Fällen  dieselbe  Congruenz  &; 
überhaupt  ergeben  sich  die  Congruenzen  S  von  der  Form  1  +  1  + 
«2  +  03  =0  zweimal.  Ist  die  Congruenz  «i  +  «i+«i  — 1=0  mög- 
lich, so  gelangt  man  sogar  dreimal  zu  der  Congruenz  1+1+1+0=0. 
Damit  die  Congruenz  S  eine  dreimal  so  grosse  Anzahl  von  Lösungen 
besitzt,  wie  die  Congruenz  &,,  muss  man  diejenigen  Congruenzen  von 
der  Form  l  +  l  +  cf2  +  ft  =  0,  in  denen  a2  von  der  Einheit  ver- 
schieden ist,  zweifach,  die  Congruenz  1  +  1  +  1+ &  =  ()  aber  drei- 
fach zählen.    Man  findet  so: 

p  -—3  p  — 3 

3w  =  *0+-j — 1-1    oder    =  *0+^-j- 

jo  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist 


1.    m  = 


3u +2.    p  =»  24» +23.    3  ist  Rest. 

N—  (12»  +  ll)(24»*  +  50w+26) 
=  (12w  +  ll)(«+l) 
=  12»*+24n+12 
=  12»*+25n+13 


u 


v 


w 


2.     m  = 


3w.    p  =  24w+7.    3  ist  Nichtrest. 

iV=  (4r*  +  l)(72/iS5+54u  +  10) 
u  -=  (3/*+l)  (4w  +  l) 
v  =  12/**+8/*  +  l 
w  —  12n*+9»  +  2 

II.     fi  —  2m.    p  =  8w+3. 

<H-i 


—  1 


In 


2 


Congruenzen  von  der  Form  ^  +  «2+ 
«*  =  0  waren  die  sämmtlichcn  Reste  von  einander  verschieden.    Da 


p  — 
2  ein  Nichtrest  ist,  so  kommen  jetzt  noch      %>- 

der  Form  cr1  +  cfi+a3^0  hinzu. 


Congruenzen    von 


<P+1 


—  1 


u 


—  1 


p 


-1 


a 


Gcuaa  wie  vorhin  ergiet 
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3°  *"  *oH — 7 — M  °der  =*  *o"r     ,    i 

je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.  m  =  3n+l.    p  «  24n+ll.    3  ist  Rost. 

N  =  (12»+5)  (24n8  +  26» + 7) 
u  =  (12»+5)(»+l) 
v  ~  12»2+12n+3 
io  —  12»*  +  13n  +  3 

2.  m  =  3» +2.    p  =  24» +19.    3  ist  Nichtrest 

JV—  (4»+3)(72»*+126»+55) 
u  =  (3»+4)(4»  +  3) 
t,  =  12n*+20n+8 
w  =  12»8+21n+9 
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§5. 
Es  sei  p  eine  Primzahl  von  dor  Form  4f4+l; 
L    fi  =  2w.    p  =  8ro+l. 

<p — 5 


(! 


—  1 


—  1 


lp— 1 


u 


2      ,y-l 
"*"    2 


Man  gebe  *0  dioselbo  Bedeutung  wie  im  vorigen  §. 

P-1 


•  + 


'o  — 


3ic  =  «,  +  £j-  oder   =  *0+£-^-  +  l 
je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.    m  =  3n.    />  =»  24»+ 1.    3  ist  Rest. 

iV=4»(72»2+18»+l) 
w  =  4»(3»+l) 
w  =  12»* +2» 
ü  —  12»* +3» 


9* 


.  .r 
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2.    m  =  3/*+2.    p  =  24» +17.    3  ist  Nichtrost 

N  —  (12»+8)  (24n*  +  38/*+ 15) 
u  =--  (12n+8)(w+l) 
w  —  12n*+18n+7 
o  =  l2n2  +  19;i  +  7 

IL     ii  —  2w+l.    p  ==  8m  +  5. 

p — 5  p — 1 


3 

3m?  =  "o+^p  oder  =  *+*-[--■  + 1 
jo  nachdem  3  liest  oder  Nichtrest  ist. 

1.  m  =  3/i+l.    p  =  24n+13.    3  ist  Rest. 

2V  =  (4«  +  2)  (72n»+  90n  +  28) 
u  =  (4»+2)(3»  +  l) 
w  =  12n2+14n  +  4 
t>  =  12»*  + 15m +5 

2.  /rt  =  3«.    ^  =  24/*+ 5.    3  ist  Nichtrest. 

iV=  (12#*  + 2)  (24***+ Hu  + 2) 
m   «  (12»+2)h 
m?  =  12/r  +  6/i  +  l 
y  =  12w*+7m  +  1 


Combiuatioucn  zur  vierten  Classc  ohne  Wiederholung. 

§  6. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  vou  der  Form  8w+7.  Zunächst  handelt 
es  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahl  n.  Mau  bezeichne  zur  Ab- 
kürzung dio  Congruenz  l  +  «j  +  cfä  +  «;J  =  0  (mod/»)  mit  B  und  die 
Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  b.  Die  Congruenzen  B  ergeben  sich  da- 
durch, dass  mau  die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  cr4  +  cr5  =  0 
successivo  mit  den  Werten  1  +  at  =  et  und  die  Congruenzen  von  der 
Form  1  +  0J +/22  =  0  successive  mit  den  Worten  1  +  «,  =  ß  multi- 
plicirt.     In  den  so  gefundenen  Co*1*  "  »ind  dio  Reste  or1?  c*s 

und  «3  nebst  ihren  Permuta* 


/  _  £+*  P  — :1    ,  }> 
t    *    4     1" 


:  i  /■   b 


hl  :'i  .'in  Nii'liinst ,  so  werden  in  don  Congraenzen  B  Ditt 
die  drei  Reete  «1(  <■>..  und  »g  einander  gleich,  l—  i  mnss  dann 
ilmvl.  3  teilbar  sein;  tritt  ober  :;  ;ils  Res1  anf,  so  muss  '■  sdhst  durch 
9  teilbar  Bein. 


I. 


■  ton  der  Form  1  -f- 1  +  «4  +  a:,  =  f>  kann  man, 
trenn  die  Zahlen  «.,  and  «r,  von  einander  verschieden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  l'iuigruonzr-n  von  der  Form  1  +<*i  +  «j  +  «3  =  0  her- 
leiten,  indem  mau  i!k'üdl>.-  -uvri-^nc  mit  a,-,  und  «-  tnultiplicirt  und 
10  wählt,  dass  c/,-,.a,  =  1,  »■„.«■,  =  \  (modp)  wird.  Logt 
i  bei  der  Congraeiu  l  + 1 -f- «4  +  «5  =  0  diejonigo  Anzahl  von 
Losungen  eo  Grunde,  bei  dor  die  Rette  v,  und  «-,  uebsl  ihren  Pej« 
nutMlonen  vorkommen,  so  darf  man  aus  diesen  Cougruenzen  mir 
eine  Coogroam  von  der  Form  1+«i+*j+«j  =  0  herleiten,  v 
man  um'  u-rsdiiedeiio  Conyruenzoo  haben  will.  Dies  gilt  au-li  noch 
für  den  Fall,  dass  o4  -  .;,  seilt  Bollto.  Hie  ('oiiiaiK'ii/cii  um  drr 
Form  1 -f- 1 -f- a4 -f- «-,  =  0  ergeben  sich  durch  Multiplieatlon  mit  9 
aus  den  Congrnenien  von  der  Form  l-f-«+i»„  =  o. 


Es  s 


P+l 


biedenen  Congrnenzen    h  sind  ausser  der  Einheit  keine 

ben  Reste  mehr  vorhanden.  In  den  -        verschiedenen  diu- 

psenzen  ron  der  Form  l  +  l+«,+«i  =  U  sind  die  Zahlen  «t  uml 
(redet    einander    noch   der   Einheil    gleich,     Es   (riebt   Semaacn 

/^ :—  i,t  —  -?-  verschiedene  L'ongruenzen  IS,  welche  nur  ungleiche 

Lhalten.     Hnltiplicirt   man  jede  dieser  ulisgezeichneten  Con- 

li  snecessivi'  mit  den  sümmllichen  Ueeteu  von  ;j,    so  erhalt 

nun    dadurch    die  Coiigruenzen   von   der  Form  n,  -f-ß,+«.i  +  «(  =  0 

ii lp).    uur   stimmen    unier  diesen  Cougrucuzeu  immer  vier  Con- 

ii  einander  nberein.    Es  ist  demnach 
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IL    p  =  24n  +  7. 

Es  sei 

Man  verfährt  genau  wie  unter  L,  nur  muss  man  bei  den  Cougruenzen 
von  der  Form  l  +  «i  +  «i  +  «2  =  0  bedenken,  dass  sich  hierunter 
die  schon  berücksichtigte  Congruenz  i-f-ßi+^i+^i  ^  0  befindet. 

h 4"   +1 

*»"*  2 

Unter  den  Congruenzcn  von  der  Form  l-f-l-f-er4+«5  =  0  (modp) 
trifft  man  ferner  dio  Congruenz  l-f-l-f-l  +  ffs  —  O,  diese  ist  schon 
unter  den  Congruenzen  von  der  Form  l+ofj-f-^i+^^Ö  mitgezählt. 

°3-       O 


U 


v  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Man  bezeichne  zur 
Abkürzung  die  Congruenz  l  +  «i-f-«2+«3+ft  =  0  (mod/>)  mit  E 
und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congruenz  1+01+&+ 
0^  =  0  (mod/))  mit  T  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  t.  Den 
Grössen  8  und  s  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beigelegt. 
Man  multiplicire  dio  Congruenzen  ß  successive  mit  den  Werten 
l-f-«i  =  a  und  die  Congruenzen  T  successivo  mit  den  Werten 
l  +  wi  ==  ß-  Sind  in  den  zu  Grunde  gelegten  Congruenzen  S  und  T 
beziehlich  die  Reste  au  a2  und  die  Nichtreste  ßly  ßt  nebst  ihren 
Permutationen  vorhandeu,  so  sind  auch  in  den  gefundenen  Congruen- 
zen E  dio  Reste  ttu  cr2  und  «3  in  allen  Formen  permutirt.  Dio  Con- 
gruenzen T  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congruenzen  von  der 
Form  l  +  «-f-0  =  0  successive  mit  den  Werten  l  +  0i  =  «  und  den 
Werten  l-|-0i  =  0  multiplicirt.  Damit  aber  in  den  Congruenzen  T 
dio  Nichtreste  ßt  und  ß2  nebst  ihren  Permutationen  vorkommen, 
muss  man  noch  die  Congruenz  1  +  ßt  =  0  mit  den  sämmtlichen 
Congruenzen  von  der  Form  ß%  +  ctt  =  0  verbinden. 

j>— 3  j>  —  3   ,  j>--3  ff— 3      j>--l 


4     "     4      i      A    '     A      ■      a 


kbtitfcn   Bi  ■''■■ 
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■    mnss  die  Anxabl  derjenigen  Congruenzen  £  bestimmt 
werten,  in  denen  die  drei  Elemente  »„  et,  und  <r3  oiaand 

■    ingrucnx   I-[-«+|S=0  kann  mau   durch  Mnlii- 

■;■:)  3,  sei  ::  mm  Rest  oder  Niehtrest,  jedesmal  eine  Gon* 

o   der  Form  l-f-l+l+«i+ft  =  0  herleiten;  ans  jeder 

ron   diesen  Congruenzen   entsteht    durch  ntultipücfttion  mit  n,,  wenn 

mir  «,,.«,  =  1  (niodp)  Est,  eine  Congruenz  von  der  Form 

%+•«+,»,  SO. 

p-3 


Vini  c,  mass  die  Anzahl  der  Congruenzen,  in  denen  noch  KWtj 
der  Elemente  «,,  «a  und  %  einander  gleich  sind,  abgezogen  neiden. 
Mr  Reel  muss  dann  durch  3  teilbar  sein.  Man  imiltiidicire  jede  der 
uzen  S  mit  -J.  in  den  dadurch  entstehenden  Congruenaeii 
von  der  Form  ) -f-l~f**;iH-Bi~l*P  —  0  sind  die  Reste  «ä  und  ut 
bebet    ihren  Permutationen   vorhanden.    Man  darf  dabei 

von  diesen  Congraenzen  nur  eine  Congruenz  \ ler  Form  l -)-«,-}- 

ttt-\-<i.,-\ -ß,  =  0  herleiten.    Unter  diesen  Congruenzen  befinden  tuen 


loch  die 


Congruenzen,  in  denen  < 


=  a,  ist. 


In  ...  (im  Linie  uzen  /.'  sind  ausser  der  Einheit  keine  zwei  gleichen 
teste  mehr  vorhanden;  es  bleibt  zu  entscheiden,  wie  viel  Congruenzen; 
ton  der  Form  1  +  i  -r-»i+«a-r-ft  =  0  sieh  noch  hierunter  befinden. 


die  Beste  a,  und 


Congrueazen  von  der  Form  l-f-l-fci-(-«s+ß,=0 

eiinuidkT  verschieden-    darunter   sind 


■  n»ch 


Pz^ 


-  —  1  Congrnenzen  von  der  Form  l-f-l-j-l-|-(i,r|-fJ1=U 

BthnJteB;  die  hierzu  gehörige  Congruenz  1  + 1  + 1 -f- 1  +  &  =  "  ist 

ler  Bestimmung,  ttasä  a,  und  rr,  von  einander  verschieden 
•  ein  sollen,  ausgeschlossen. 


Lü=?_ 


n   i:  sind  also  sämmtlicho  Zahlen    von 


i  lenz    von   der   Form   et,  +«*  +  «j-f-  ":■       ' 
dp)    kann    man,    wenn    die    Grössen    «„  tra,  n3  nnd  «4  siimmllicl 
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von  einander  verschieden  sind,  allemal  vier  verschiedene  Congruenzen 
E  herleiten,  indem  man  snccessive  mi  a5,  orc,  <r7  und  as  multiplicirt 
und  diese  Zahlen  so  bestimmt,  dass  ar).a1  =  1,  a6.a2  =  1,  a-.<r3  =  1 

und  «8.a4=  1  (mody)  wird.     Es  ergiebt  sich  demnach  v  =  % 

I.    7>  =  24»+23. 

i\T  =  (12n-f-ll)(72n*+162n*-f  21n  +  30) 
N  bedeutet  die  Anzahl  der  Combinationcn. 
n  =  (12n+ll)(3n2+4«  +  l) 

,,~36„»+159"'+119"+i5 

^36>t»+159"2+115,t+14 

IL     ;>  —  24n+7. 

iV=  (12w+3)(72*3-f-18*2-f-w) 
h  =  (12n  +  3)3»a 

I5n2  -n 


?r 


=  36W3H 


§  7. 


Es  sei  p  eine  rrimzahl  von  der  Form  8?/»  -j—  3.    Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  beigelegt. 

p+1   p—  3      y+1   y— 3 
Ä  =  -^--4~+  "4""~ 

Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Nichtrest  ist,   können  in  den  Congruenzen 
B  einmal  dio  drei  Reste  a„  «2  und  ar3  einander  gleich  werden. 

I.    p  =  24n-f-ll.    3  ist  Rest. 

b 

Die   Congruenzen  von  der  Form   l-f-l  +  «i  +  «2^0   ergeben   sich 
hier  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  &  +02  =*),  os  besitzt 

demnach  die  Congruenz  l+«4+«4-j-«ß  =  0     •-.--   Lösungen. 


*» 


P-3 
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ft«. 


P-1 


«  = 


II.    p  =  24n-f-19.    3  ist  Nichtrest. 


h  = 


b  —  1 


,         "* 


i.  = 


ft,--g-  +  l 


Äo. 


p-1 


U 


Man  lego  den  Grössen  E,  e,  T  und  t  dieselbe  Bedeutung  wie  im 

vorigen  §  bei. 

p — 3 

P— 3        y+1  e         i~ 

Aas  jeder  der  t  Congruenzen  T  erhält  man  durch  Multiplication  mit 
2  eine  Congruenz  von  der  Form  l+l+<*i+«ä+ßi  =  0.     Es  er- 

i  P — $ 


giebt  sich  so,  dass  in  e?  = 


Congruenzen  £  kein  Rest 


*  — 


P+l 


ausser  der  Einheit  einem  anderen  gleich  wird.  In  ~ ver- 
schiedenen Congruenzen  T  sind  die  Nichtreste  ß1  uud  ß2  von  ein- 
ander verschieden,  multiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzen  mit  2, 

p  — 3 
so  sind  unter  den  so  gefundenen  Congruenzen  noch  —r 1     Con- 
gruenzen von  der  Form  l-\-l-\-l+a-{-ß  =  Q  enthalten.  Es  ergiebt 

sich: 

p+l 


t  — 


63  =  e%  — 


*-  +  *?-! 


u 


4 


I.    j>  — 24n-fll. 

N=  (12n+5)(72n3+54n2+13n+l) 
u  =  (12n+5)(3w*+n) 


% 
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IL     p  =  24n  + 19. 

N=*  (12»+9)(72»3+12Gn2+73n  +  14) 
u  =  (12«+9)(3n2+3n+l) 
128n»+69n       ' 

v  =  36?t3+ s r  6 

0/1  ,  ,  123»*+ 71n  .   „ 


§8. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8/w  +  l.  Man  bezeichne 
wieder  die  Congruonz  l+0fi+Cf2~f"flf3  —  0  mit  5  und  die  Anzahl 
ihrer  Lösungen  mit  b.  Eine  Congruenz  B  erhält  man  dadurch,  dass 
man  eine  Congruenz  von  der  Form  1  +  04+05  =  0  mit  einem  Werte 
1  +  ofj  =  a  oder  eine  Congruenz  von  der  Form  l  +  ^+ßj^O  mit 
einem  Werte  1+«!  =  ß  multiplicirt  Damit  in  den  Congruenzen  B 
die  Reste  cc^  a2  und  a3  in  allen  Formen  permutirt  vorkommen,  muss 
man  zu  den  in  der  eben  angegebenen  Weise  gefundenen  Congruenzen 
noch  die  Congruenzen,  welche  aus  der  Verbindung  der  Congruenz 
1  +  «*!  =0  mit  den  sämmtlichen  Congruenzen  von  der  Form  a2+cf3=0 
entstehen,  hinzunehmen. 

p—  5  y— 5   .  y— 1  p— 1   ,  y— 1 

Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  die  drei  Reste  al9  cr8  und 
«3  einander  gleich  werden. 

I.    y  =  24n+l.    3  ist  Rest 

b  —  1 


bt  = 


Die  Congruenzen  von  der  Form  l+l  +  c*4+a5==0  ergeben  sich 
aus  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «+«0  =  0.    Es  giebt  dem- 

nach  *— j—  verschiedene  Lösungen  der  Congruenz  l+«i+«i+«3  =  0. 
Hierunter  befindet  sich  aber  noch  die  Lösung  l  +  «i +«!  +  <*!  =0. 

h  = g 

4         x 
In  5 verschiedene  "+a4+«5=0 


■ 

öd  ii,  einander  ungleich,  anter  diesei 

ieLösung  i  +  i-f-i-|-«-,  z?  n  entballett 


Bei  der  Bestimmung  von  «•  kann  umu  lulgwidcnnasseu  verfahren, 
Man  bezeichne  zur  Abkürzung  die  ( 'oiigrueng  l-J-tti-|-or,!-j-iv,,-|-jS1=0 
rait  K  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congruenz  1  — |— /Jj  H— 
Pt+B*  —  0  ,lut  T  und  die  Anzahl  ihrer  Lösuugcn  mit  (.  Heu  Griis- 
1  S  und  *  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  $  -•  beigelegt.  TÜß 
Congruenzeu  £.'  ergehen  sich  dadurch,  dass  man  die  Co  ngr  neuen  9 
successive  mit  den  Werten  \-\-ux  =  a  und  die  Congrueuzen  T  sui> 
cessive  mit  den  Werten  1  +  «,  =  ß  multiplieirt.  Damit  in  den  L'on- 
E  die  Grossen  «„  «;  und  u.,  in  allen  Formen  permutirt 
vurkmiinien,  muss  mau  noch  die  Cougruenz  1 -(-(/>  —  1)  ~  0  mit  deu 
sUinmtlichen  Congruenzeu  von  ihr  Form  at-\- a3-\- (J,  =0  verbinden. 


-+• 


-1  ,-1 


Älullinlicirt    man  die  Congruenzeu  1 -j-ri-|-fJ  =  0  successive   mit 
11  l+ft  =  a  und  den  Werten  1+ft  =  ß,  bo  sind  in  ihm 
dadurch  entstandenen  Cüugruenzen  T  die  Nichtresto  /J,   und  ßt  nobst 
iircn  Permutationen  vorhanden. 


Zunächst  i*t  die  Anzahl  ilcr  Congruenzeu  von  der  Ferra  l-f-^-r- 
~\~"t  -\-ßi  =  '-'  7U  bestimmen,  diese  Congruenzen  ergeben  sieh  durch 
Mulii]ilii:Uiuu   mit   ß,   aus   den   Congruenzen    von   der   Form  1  ■-)-  1  -f- 
1  -{-  o  -(-  (J  =  0,  wenn  nur  <.,  der  Bedingung  o,,a  =  1   (modj 
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e  — 


*-l 


6,= 


Um  die  Congruenzcn  von  der  Form  l+ffi  +  ^i+^s+A  =  0 
aus  den  Congrnenzen  von  der  Form  1  +«4+«5+ft  =  0  zu  erhalten, 
vorfahrt  man  genau  wie  in  §  6. 


«2  = 


'i  —  H — 4T 


p-1 


In 


— 2 Congrnenzen  von  der  Form  l-f-l+*i+*»-H*a=0 

sind  die  Reste  a,  und  aa  einander  ungleich;  es  befinden  sich  aber 

p — 1 
hierunter  noch     v~  Congruenzcn  von  der  Form  l-f-l+l+«a+0=O; 

cr2  kann,  da  die  Zahl  4  jedenfalls  ein  Rest  ist,  nicht  =-  1  werden. 


'3  s  <*S  - 


4         p-1 


Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  ft+A+ft+ft— 1  =  0 
kann  man,  wenn  die  vier  Nichtreste  sfimmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  stets  vier  verschiedene  Congruenzcn  E  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  in  ihnen  sfimmtliche  Reste  einander  ungleich  sind, 
herleiten,  indem  man  jene  Congruenz  sucecssive  mit  05,  06,  ß7  und  ßs 
multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  wählt,  dass  05.0j  =  l,  ß6./J2  =  1, 
ß-;.ß$  =  l  und  ßz.ßA=l  (modp)  wird.    Es  ergiebt  sich  demnach: 


IC 


r3 


I.    j)  =  24n-fl.    3  ist  Rest. 

X  =  3«(288«s  —  144»*+ 22» 
m  =  3w(12«*— 6w+3) 
3      39n*-9n 


-1) 


r   =  36«3— 


2 
39b*  —  5h 


»> 


II.    p  =  24h +17.    3  ist  Xichtrest 

A*=  (3»+2)(288«*+*32^ 
u  «  (3»+2)(12«t+J 
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§  9- 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m-(-5.    Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8.  beigelegt 


p—h  p—h      p 


■1  p-1      p-1 
r     o 


4 


Nor  wenn  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  in  den  Congruenzen 
B  die  Reste  a„  a2  nnd  a5  alle  drei  einander  gleich  werden. 


I.    p  =  24tn+13.    3  ist  Rest. 


h  = 


b  —  1 


Die  Congruenzen  von  der  Form  1  +«!+ ai + aa  =  0  ergeben 
sich  aas  den  Congruenzen  von  der  Form  l+l+cf4+cf5  =0,  und 
die  Congruenzen  dieser  Art  entstehen  durch  Multiplication  mit  2  aus 
den  Congruenzen  von  der  Form  l+ft+ft^O. 


b2  = 


h-^  +  1 


P-1 


—  1 


In 


— ö verschiedenen  Congruenzen  von  der  Form  1+1  + 

«4 +«5  =  0  sind  die  Reste  a4  und  a5  einander  ungleich,  nur  befindet 
sich  unter  diesen  Lösungen  noch  die  Congrueuz  l+l+l  +  a5  =  0. 

p — 1 


—  1 


Demnach  sind  in 


—  1  Congruenzen  von  der  Form  1+1  + 


<*4+a6  =  0  die  Reste  a4  und  a5  weder  einander  noch  der  Einheit 
congruent. 

p-1 


—  1 


&3=**  — 


+  1 


p-1 


*»•     2 


u 


22 


Meyer:  Zur  Theorit  der  quadratischen  und  Iwbitchen  RtMtt. 


II.    p  =  24h+5.    3  ist  Nichtrest. 

p-1 


h  —  o  5      **  —  9 


/>-! 


—  1 


;    h 


&*— 


63.-2- 


u 


Es  bleibt  noch  dio  Bestimmung  von  w.    Man  gebe  den  Grössen 
E  und  c,  r  und  *  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  §. 


e 


s. 


p — 5 


e  — 


£-1 

4 


Die  Congruenzon  von  der  Form  l+l-j-c^+ag-f-jSsO  ergeben 

sich  durch  Multiplicatiou  mit  2  aus  den  Congruenzen  von  der  Form 

»—1 
l  +  0i+02+a  =  O-    In  *  —  — r—  Congruenzen  von  der  Form  1-f- 

fti +«1  +  ^8+15^  0  sind  nun  dio  Reste   a,  und  «8  von  einander 
verschieden. 

j>-1 


*-*  +  ■ 


c2  = 


*  — 


In 


4 


Congruenzen  von  der  Form  l+l-fc*1-|-aJ+/J  =  0 
sind  dio  Resto  at  und  or2  einander  ungleich ;  hierunter  sind  aber  noch 
■-j—  Lösungen  enthalten,  in  denen  ax  der  Einheit  congruent  ist. 

p-5 


* — 


ea  =  ej— . 


4  p-1 

1 T~ 


Wie  früher  findet  man:  w  =  v- 

4 

I.    p  =  24n-fl3.    3  ist  Rest. 

N=*  (6»+3)(144n3+144n24-47n+5) 
t»  =(6»+3)(6na+3fi+l) 


--    :-aJ 


,   fi'.'..-'+23« 


=  3Cma-j '■ 


=  +l 


II.    p  =  24a-f5.    3  ist  Nidltrest 
A        h;u+I)|HU'-„) 

,„  _  MU»_3W'-*-'' 


ationen  zur  vierten  ('] 
§  10. 


i  mit  Wiederholung. 


Es  sei  /.  eine  Primzahl  von  der  Form  8m  -}-  7.  Bei  den  Combi 
iKiti.m.Mi    ohne  Wiederholung  waren    sammtliche  Zahlen   in  Jen  t'uii- 

ton  der  Form  ai-\-ab-\~e.G-\-a.  =  u  von  ernandei 
•Ivu;  jet/i.  kommen  zu  diesen  fiongriinuzeu  solche  hinzu,  welche  glachi 
Kesta  enthalten.     Multipllcirt  man   die  Congruenzen  von  der   Fora 
■  ntecessivo  mit  den  Bämmtlichen  Resten  von  j>, 
i  itIiüIi  man,  da  die  Zahlen  n,  und  t.._,  niemals  einander  gleich  wer- 
den können,  nur  verschiedene  Congruenzen.    Man  findet  so: 

*  —        4        "•"  "  k  "        2 
i-,  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6. 

Bei  der  Bestimmung  von  o  kann  mau  ebenfalls  von  den  Combi1 
nationen  ohne  Wiederholung  ausgeben.  Man  muss  alle  die  verschie- 
denen Congruenzen,  welche  froher  entfernt  wurden,  weil  sio  gleiche 

thieltett,  wieder  hinzulegen.     Den  Grössen    E,  <>,  .s  und 
werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  C.  gegeben.     In  r.  Congruenzen 
konnte   mit   Ausnahme   der  Einheit,  kein    liest   einem   anderen  gleich 
Bf  kommen  nun  die.  «  Congruenzen  von  der  Form  l-J-a,-f- 
«,-f-  n.-}-(J,  =  0  wieder  hinzu;    unter  diesen  Congruenzen   befinden 

■    die  Congruenzen,  in  denen  a,  =■  trt  ist     <■„  sei  die 

Anzahl  der   Überhaupt    von    einander   verschiedenen   Congruenzen  E: 


Hultijiüeirt   man  die  Congrucnzc 
— 1  =  0  fmoiJ/'t  successive  mit  ti. 


rou  der  Form  at -\- a 2 -|- «3 
,i,  fj  und  aK  und  wühlt  die 
;,  .-  =  l  and  o,i^=  l  (iiiod. 
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wird,  so  erhält  man  ans  jeder  von  diesen  Congrnenzen  vier  Congru- 
enzen  E\  dieselben  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verschie- 
den. Ist  z.  B.  «!  =  «2,  dagegen  nicht  =  as  oder  «-  «4,  so  ist  auch 
c6  =  «6,  nnd  es  ergiebt  sich  dann  zweimal  dieselbe  Congruenz 
l+l+a+oro+0  =  O;  a  und  a0  sind  in  diesen  Congrnenzen  von  1 
verschieden.  Ucberhanpt  gelangt  man  zu  allen  denjenigen  Congrnen- 
zen von  der  Form  l+l+«i+«*j  +  0i  =  0,  in  denen  er,  und  o,  nicht 
=  1  werden,  zweimal,  die  Congrnenzen  von  der  Form  1  +  1+1+ 
«+0  =  0  erhält  man  dreimal,  die  Congruenz  1  +  1+1+1+0=0 

sogar  viermal.    Unter  den 5 Congrnenzen    von    der    Form 

l+l+e*! +«*+/?!  =  0  sind  schon  einmal  die  —£-  Congrnenzen 
l  +  l  +  l+«2+ft=0  enthalten,  die  Congruenz  1+1+1+1+0=0 

findet  sich  schon  einmal  unter  den 0 Congrnenzen  von  der 

p 3 

Form  l  +  l+«i+«a+A  =  0  un^  einmal  unter  den^-j—  Congrn- 
enzen von  der  Form  1+1  +  1+ «a+ft  =0.    Man  hat  demnach: 

I.  p  =  24n+23. 

N=  (12/i+H)  (72n3+234n*+253»+91) 
w—  (12n+ll)(3n2+7n+4) 

II.  ;>  =  24h+ 7. 

N=  (72W3+90n*+37n+5)(12n+3) 
u  =  (3n»+3»+l)(12n+3) 

oa  »  .  87n«  +  33n      ft 


tu 


„,,+«£±5*1 
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ind  bAitdun  Bt*tt 


Es  aei  p  eine  Frimzahl  von   der  Form   8»»-f-3.    Man  rerfthrt 

analog  wie  im  vorigen  §.    Diu  Uomjrnenz  1  -4- 1  -+-  "i  -f-  a3  =  0  besitzt 

rangen;   a,    und  »,   werden   in  denselben  niemals  einander 

gleich.  Mnltiplieirt  man  daher  jede  dieser  Congrnenzen  BaccetaiW 
mit  den  sämmtlii'beu  Resten  von  p,  so  erhalt  man  nur  verschiedene 
Congraenzen. 

4^8  2    " 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahl  ■>  kann  man  ebenfalls  genau  wie 
im  vorigen  §  verfahren,  man  muss  uur  tiio  in  §  7.  festgestellten 
Werte  heranziehen. 

«.-«.+<■ 


=  24» +11. 

JV=(72«.a  +  126tts  +  73»  +  14)  (12«  +  5) 


IL    p  =  24..  +  U'. 


W—  (72n»-fl9fti*+181»-f-65><12*-f9) 

B=(3n»+6H  +  3){12n+9) 


l  =  36»3-f-  - 


^  +  27 


Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8wi+l, 


Fon  der  Form   l  +  l  +  <jj+«,  =  0  sind  üo  BcMjt  «^ 
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und  at  einander  ungleich.    Multiplicirt  man  jodo  dieser  CongTUöüaffl 
suecossive  mit  den  Resten  der  Zahl  p,    wo  erhält    mau  nur  verschie- 

igramzen;  multiplicirt  man  aber  die  Congraeni  l-|-l-(-(p- 
-\-(p —  1)  =  0  mit  säramtlieuen  Eesteu,  so  ergebeu  sieb  immer  zwei 
Congrnenzen,  welche  mit  einander  übereinstimmen,  denn  die  Con- 
grueuz  n3+ff3"H([*"i~'1*  =  0,  weleiie  man  durch  Multipüeation.  mit 
o.,  bekommt,  kann  man  sich  ebenso  gut  durch  Multipüeation  mit  at 
entstanden  denken.     Mau  findet  so: 


fts  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  iu  §  8. 

w  bestimmt  man  folgcudermassen.  Mau  lege  den  Grossen  E  uud 
1  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8.  bei;  en  sei  die  Anzahl  der  überhaupt 
von  einauder  verschiedenen  Congrnenzen  E.  Wie  iu  §  10  ergiebt 
sich:  Bq  —  <'-i-\-'-  Man  muUipliciro  die  Congruenzen  von  der  Form 
ßt^.ßt^.ßa^.ßt  —  l  =  0  suecessivo  mit  ßb,  ß0,  ß-,  und  ß3  und  wühl« 
diese  Zahlen  so,  dass  ßll.ß1=l,  fc.ftsl,  ft.(J8=I  und  ß,.ßt  =  l 
wird.  Unter  den  dadurch  gefundenen  Congruenzcn  K  sind  die  0*W 
grueuzeu  l  +  lH-",-f-o,+(J  =  0  zweimal,  die  Cougruenzcn  1  — |- 1  — |— 
1  — [~ «»j  — |—  jS  =  0  aber  dreimal  enthalten.     Man  erhält  so: 

I.    p  =  24»+l. 

N  -  :)»t288»3+144n!l+22..-|-l} 
,, -3«(12»»+G»  +  1> 
„-86».+  ^! 
38«H-fr. 


II,    f  -  24n+17. 

N  =  (3..  4-  2)  (288»»  +  720n*+59ö«  +  163) 
n  =  (3,.+2)(12«"+22«+9) 

„36,.+  '77"=j"3"  +  19 

-«Jx!I'-'+'tt'x» 


lfcyarl  Zur   ftborä  Ar 


IM   «..«(  Lul,i.,-l,eu   llistt. 


Es  sei  ;j  eine  Primzahl  von  der  Forin  Sm-|-5,     Aclmlieh  wie  im 
vorigen  $  findet  man: 


-+'-? 


6S  hat  dieaelbc  Dedeatuug  wie  in  §  9.,  ebenso  werde  der  Zahl  tg  die- 
aelbc Bedeutnng  wie  dort  beigelegt.    F.s  ergiebt  eich:  e„  =  e»+'. 


-  + 


f-1 


I.     p  =  24n  +  5. 

Ä-(6»-)-l)(l«»,-Hll-!+«»  +  f» 
«  =  (6,.  +  l)(C,.>+5,,  +  D 

il  j»  — at»+ia 

A'=  (Gri+3)(144ns+288n!'+19l7t4-42) 

„--(0,  +  :t)i.i'-^  +  %  +  4) 

,=36,,+yi^%+1„ 


Mim  könnte  diese  Betrachtungen  nun  nn'cb   auf  Combinationen 
lasten  ausdehnen,  allein  in  dem  (iange  der  Untersuchungen 
b    nichts   Neues  ergehen.     Bei  der   Bestimmung  der  Zahl  « 
imbinatiooen  der  »ten   Gasse  muss  man  immer  von   den 
Coogruenzen  von  der  Forin  1+«,  ^-ns-{~...-}-ti„-i  =  0  (mod  />)  aus- 
gehen; zunächst  erhalt  mau  die  Reste  «„  as  ...  o„_i  in  allen  Formen 
permutirt,   man  leitet  daraus  die  von  einander  verschiedenen  Con- 
grneszen  her,  welche  zugleich  nur  einander  incongruente  Zahlen  ent- 
halt*!..    Die   Anzahl    dieser  (.'ongiuenzen    sei  n„_i.     Muli 
u-i  aasgezeichneten  Congruenzen  BuecfcaBvie,  W\\. " 
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d  der  Zahl  p,  so  Btimmen  unter  den  -<<  jrcfum! 
gnienzen   immer  n   Congruenzeu  mit  einander  uberciu.    Mau  erhält 


ao  das   Kosiiltiit: 


Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen 


■  und  te  milBS  mau  die  ('ongnicnzeii  von  der  Form  1  - 1  -  "j  ~f~  "s  ~r  - 
— f- *r„ _j  — |—  (ifj  =  0  (mod  p)  zu  Grunde  legen.  Es  sei  <l„-\  die  Anzahl 
derjenigen  verschiedenen  Congruenzeu  von  dieser  Form,  welche  nur 
ungleiche    Zahlen    enthalten.     Bei  den    Primzahlen   von   der   Form 

-     """  ,    hei  den  rrim/ahlcu 


4fi-4-8  ist  i 


i  der  Form  4u-f-l  da- 

Diese  Befrachtungen  beziehen  sieh  freilich  nur  auf 
die  Corabinatiottea  ohne  Wiederholung,  Bei  den  CombinatSonen  mit 
Wiederholung  musa  man  hei  der  Bestimmung  der  Zahl  «  uorh  alle 
edenen  Congruenzeu  von  der  Form  o,~i-oi-\-  — +««=0, 
welche  zwei  oder  mehrere  gleiche  Reste  enthalten,  hinzu  nehmen. 
Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  t  und  »*  handelt  es  sich  zunächst 
darum,  die  überhaupt  von  einander  verschiedenen  Congruenzeu  hm 
der  Form  l+o, -}-«*+  ...  +  «r..-i +.ft  =  0  zu  ermitteln.  Unter 
diesen  ('ougruenzeu  mnss  man  allgemein  diejenigen  Congruenzeu, 
welche  die  Einheit  /-mal  enthalten,  /-fach  zahlen.  Ist  ö»-i  die  An- 
zahl der  so  bestimmten  Cougruenzen,  so  h;il   man 


je  nachdem  p  =  4f»+3  oder  4j*-|-l  ist. 

Es  soll  zum  SchluBS  noch  der  Weg,  den  man  bei  den  Comb* 
nationeu  der  fünften  Ciasso  einschlagen  musa.  etwas  naher  augegeben 
werden. 


<umMnatiou.cn  zur  fünften  Clause  ohne  Wiederholung. 
S  15. 

Man  bezeichne  zur  Abkürzung  (He  Congruenz  1  -f-  "i  + «( -f-  <*s 
n4  =  0  (mod  ;i)  mil  -!,  die  Congrueuz  1  -j- «;-,-{- et, j-|-«;  =  0  mit  It 
ind  die  Congruenz   l-$-ßl-\-ßi-\-ß.i  =  0    mir.  C.     Die  Cor 

5  a  Losungen  besitzen,  eine  entsp rechende  BcdeutuTig  verde  den 
Jaulen  b  und  c  gegeben.     Man  muss  nuu  2  Fälle  unterscheiden; 

I.    ,  =  4(1+3. 


p— 6    ,       p  — 1      p— 5   ;.— 1 
•-*■     4"  +  "•     4    +     4     '     3 

j, - -r.  j>-:»  ,  ;»— l  ji— l     r— l 

P— 5   P—  1    ,   P—  1    P— 1 

c—     4     ■     4     "■"     4     ■     4    ' 

El  mag  nur  kurz  der  Wog  zur  Bestimmung  der  Zahl  u  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  4f»-j-3  angegeben  werden,  bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4(i+l  gestaltet  sich  alles  analog.  In  den  a 
(Jongraensen  A  sind  die  Reste  o,,  «*,  «a  und  «r4  in  allen  Formen 
penwtirt;  mau  muss  nun  zunächst  diejenigen  Congnienzeu,  iu  denen 
.weimal  zwei  Regte  einander  gleich  sind,  bestimmen;  subtrahirt  man 
lache  Anzahl  derselben  von  a,  bo  muss  der  Rest  durch  4 
teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  =  a,.  Multiplicirt  man  die  Congru- 
von  der  Form  1+1 -)-»,  + «r,+«,  =  0  mit  «s,  wobei  o3  der 
>dingung  b,j.ü.,  =  1  (modp)  genfigt. so  stimmen  unter  den  gefundenen 
lougruenzen  von  der  Form  l-fci3-f-tt.,-j-B1+tt1  =  0  immer  zwei 
Kongruenzen  mit  einander  übereio;  die  Cougruenz  l  +  ^i  +  f'a+fi 
=  0  besitzt  also  nur  halb  soviel  Lösungen  wie  die  Congruenx 
1+1+«,+.,+«,  =  0. 

Subtraiiirt  man  von  o,  die  Anzahl  der  Cougruenzen  von  der  Form 
1H~"i  +  0i  +t[i+(f!  —  tt,  so  ist  der  Rest  wieder  durch  3  teilbar, 
der  Quotient  Hei  =  %■ 

8ind  in  den  Congrticnzcn  von  der  Form  l-|-l  +  aj  +  (i2-f-afl^0 

(uiodp)  die  Zahlen  «„  ifa  und  «a  von  einander  und  von  der  Einheit 

anehiöden,  ^u  erhall  man,  wenn  die  Zahlen  a1}  k,  und  a3  ohne  ihre 

Perm  ulatio  neu   vorkommen,  aus  .feder  von  diesen  C'ongruonzen  drei 

ine   L'ongruenzeu  von  der  Form   l+*4  +  «4+«''4+«(j  =  0 

|>>'I  /'')      Zu   4ea   in    der  eben  an  gegebenen  Weise   gefundenen  Con- 

tonzen   von  dieser  Form  kommen   noch  die  Cougrueuzen  von  dur 

Funn     l-j-1  -h  1  -|-«,+Kj  =  U    und  die  Oongrueuzou  von  der  Form 

.  4-<*3-|-<"7  =  0  hinzu,  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  «, 

1  cs  nicht  einander  gleich  werden  und  dass  or  nicht  gleich  1  und 

;ht  gleich  <t,  wird.    Damit  sind   dann  sämmüiche  Congroenzen  A, 

i  zwei  und  zwar  nur  zwei  der  Reste  o1%  o^,  a%  uu4  &^  titto 
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lind,  erschöpft;  subtrahfrt  man  ihre  Anzahl  - 
ist  dir  Rest  durch  9  teilbar;  der  Quotient  sei  —  ofl. 

\  im  0]  mvss  noch,  die  Anzahl  derjenigen  von  einander  verschic- 
iU-ii.-ii  Congruenzen  .1.  in  denen  einer  der  Reste  «„  «.,  na  und  ot 
der  Einheit  gleich  wird,  abgezogen  werden;  der  Rest  sei  =  o,.  Es 
ergiebt  sich  demnach: 

,    >'      ' 


§   10. 

Es  soll  ebenfalls  in  aller  Kürze  der  Weg  zur  Be»ßmmong  fOB  1 
bei  den  Primzahlen  von  der  Fora  -Ij'-H'1  mitgeteilt  worden.  Man 
bezeichne  mr  Abkürzung  dio  Cosgruenz  l  +  «i+«*  +  *3+«i+|Ji=0 
(modji)  mit  1),  die  Congruenz  L-f-as~t~at~f~a7'i~0s  =  0  mit  £  und 
..■uz  l+^+f'i+^ü  +  fB  s  0  mit/".  Die  Congruenz  D 
noge  -'  Lösungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bedeutung  werde  den 
Zahlen  f  uud  /  beigelegt. 


■hJ 


"  +  ' 


pM 


p-s  .  y-a  P-i 


In  den  </  Congracnzen  />  sind  diu  Reste  c„  ag,  a3  uud  «4  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden,  Subtrahirt  innn  von  d  die  .luz.ihl 
derjenigen  Congruenzen,  iu  denen  die  vier  Reste  o„  o„  aa  und  a4 
suimnllkh  einander  gleich  sind,  ferner  die  sechsfache  Anzahl  dorCou- 
grueuzeu  von  der  Form  l-\-al-\-al-\-a«-\-u))-\-ßi:E^0  (niod/»),  so 
ial  der  Rest  durch  i  teilbar,  der  (Juotient  sei  =  d,,  Natürlich  ist 
bei  des  1  ongrnenzeu  der  letzten  Art  vorausgesetzt,  dass  ^  und  eta 
von  einander  verschieden  sein  sollen. 

Zieht  mau  von  <',  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 
i-\-al-\-aJ-\-al-\-ai-\-ß1  =  0  ab,  so  Ut  der  Rest  durch  3  teilbar; 
der  Quotient  sei  =  ,1.,.  Selbstverständlich  darf  in  den  Congruenzen 
lei  letzten   Art  o,  nicht  gleich  o,   werden, 

Efl    bleibt    noch    die    Anzahl    der    Coiigrocn/en    von    der    Form 
der    Form    I  -{-l-\-"b-\-«t+1k±ßi  —  (1    erlndl  mit.    wenn  du 
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.  und  hAüekan  lUtte. 
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Reste  a:„  u,;  und  c;  von  einander  und  von  der  Eiubejt  verschie- 
nd  auch  ohne  ihre  Permntationen  vorkommen,  drei  Ver- 
den« Congraonzen  von  der  Form  l+»i  +  oi+l>B-t~n*~l~0i  =  Qi 
hierzu  kommen    noch  die  Congruciizcn  von  der  Form  1 -f- 1  + 1 -f- "1 
-f-«.-r-ft  =  0  und   die  Congruenzen  von  der  Form    I+1  +  Oj+Kj 
+  e4+ft  —  °i  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  in  den  Congruenzen 
von  den  Leiden  letzten  Formen  die  Zahlen  o,  und  a3  weder  «minder 
mrli  der  Kinlicit  eongrueut  werden,  dass  o^  nicht  gleich  1,  und  dass 
ncfal  Bleich  I  und  nicht  gleich  «a  wird.    Subtrahirl  man  die  An- 
zahl derjenigen  Congruenzen  D,   in   denen  zwei  und  zwar  nur  zwei 
der  Reste  k,,  as,  a3  und  o4  einander  gleieh  werden,  von  iL,  so  muss 
der  Rest  durch  2  teilbar  sein;  der  Quotieut  sei  =  r(3. 

Von  i'a   muss   dio  Anzahl  derjenigeu  t'ougrueuzen  D,    in    denen 
i  inheil  gweimnl  vorkommt,  abgezogen  werden.    Die  Dif- 


Hn  findet  so:  v  ■>  -. 


Für   die    Primzahlen  von    der  Form  ifi-f-1  würden  < 
f,  /■  folgende  Werte  besitzen: 


-+/-V+- 


Die  Bestimmung  von  w  ist  ganz  der  Bestimmung  \ 
Primzahlen  von  der  Form  -lf»-)-3  analog. 


Eine  andere  Frage  als  die   im  Vorhergehenden   behandelte,  ist 


Dildet  man  aus  den  Küsten  der  Primzahl  p  algebraische  Summen 
Summanden,  in  der  Weise,  dass  mau  t  Summanden  das  posi- 
tive, dun  übrigen  1— /  Summauden  aber  das  negative  Zeichen  bei- 
jt ,  so  ist  zu  entscheiden,  wie  viele  dieser  Aggregate  einem  Reste, 
i  Nictitreste  oder  der  Null  eongruent  sind. 

Der  Fall  k  =  2  ist  schon  von  Herrn  Professor  Stern  iu  der  Ab- 
rclies  sor  la  theorio  des  residus  auÄdr&tuyiea"  be- 


tlwrü  Ar  jvaSrah 


handelt.    Ferner  ist  der  Fall  h 


p-1 


Herrn  Prof.    Stern    in 


der  Abhandlung;  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste"  näher  unter- 
sueht.  Es  stilleu  uuu  die.  Fälle  k  -—  3  und  i  =  4,  soweit  ÜB  in  den 
vorstehenden  Untersuchungen  noch  nicht  erörtert  sind,  naher  betrachtet 
«erden. 

Die  Anzahl  der  Cnmbinationcn  der  fcten  ('lasse  ohne  Wieder- 
holung sei  —  A'.  Das  Zeichen  («,  ß,  0)  auf  der  rechten  Seite  einer 
Oöngruem  möge  bedeuten,  dass  der  Ausdruck  anf  der  linken  Seite 
einem  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Werte  congruent  sein  muss. 
Es  ist  klar,  dass  man  ans  jeder  Cougrueuz  von  der  Form  «!+«(+ 

"»+■■■+«*=  K?,0)  (raody)  immer   *,  -  »»— D  »■  (»jH^ 

Congruenzen  von  der  Form  a,  +  «»-{-. ..+«— «i+i  —  »I+2---  — «*  = 
(«r,  ß,  u)  herleiten  kann.  Die  Anzahl  der  Cougracnzeii  von  dieser  Form 
ist  daher  A 

Es  llsat  sich  leicht  zeigen,  dass.  Wenn  man  sftmmtlichc  Congra- 
i'ti/en  Ion  der  Form  «,  -}-"*")-  ■•■  -f-w  —  «i+i  -■- — «*  =  («,  0,0) 
bildet,  in  diesen  Congmenzen  alle  Beste  sowie  alle  Nlchtre 
oft  auf  der  rechten  Seite  vorkommen  müssen.  Die  Null  sei  pmal, 
jeder  Best  öraal  und  jeder  Nichtigst  mini  vorhanden.  Es  handelt 
sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  p,  er  und  t.  Es  sollen  im  Fül- 
..,-mii  ii  onr  diejenigen  Congroenen  berüeksichtigt  werden,  welche 
auf  der  linken  Seite  nur  ungleiche  Zahlen  enthalten. 


Die  Cougruenzen  von  der  Form  Bt-f-cr, — v3==0  (mody)  erhält 
,u  aus  den  Congrnenzen  von  der  Fonn  «i  +  nj+Pi!  =  0,  wenn  man 
für  |J.,  den  entsprechenden  Wert  — »,,  einsetzt.    Jo  nachdem  die  Zahl 

■■  r  Nichtrert  ist,  giobl  es  '  —  l  oder  J-j--  Congruen- 
-icu  voi!  der  Form  I-j-B-f-0  = 'A  welche  nur  ungleiche  Zahlen  ent- 
halten. Mukiplicirt  mau  jede  dieser  Coagroencen  Bnccessive  mit  den 
Bamnitliclien  Resten  der  Zahl  p,  so  erhält  man  immer  zwei  Coiigru- 
iii.'.eii.  welche  mit  einander  übereinstimmen. 

4  ?'— 1       , 

e g -%-  oder  = 
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raenzen  «i-j-«»  —  «8  = — 1  ergebe«  sich  aus  den  Con- 
WU   der  Form   l +«,  +  «,+(?,  =  0.     Die  Anzahl   dieser 


lenzen  ist  = 5— 

ton  einander  verschieden  sein  sollen, 
in  jj  1.  Die  Möglichkeil,  dass  fr,  =  < 
schlösset!. 


t  mau  voraussetzt,  dass  o,  und  af 
1  hat  dieselbe  Dodeutung  wie 
oder  =  oa  wird,  ist  ausge- 


0  crgic»t  eich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

1.  p  --=  6»-f-3. 

?  =  »»(4m+l)i     ff  =  4w*—  3m;     t 

2.  p  =  *m-|-7. 

p  =  m.(4m+3);     C  =  4ms-f->n;    t  =  4n 
II.    p  -=  4jt+l. 

1.     j,  _  Öm+1. 


&-'-.)• 


Congrueuzen  von  der  Form  «,+«,-(- 

n,  =  U  sind  die  Reste  ■„  at  uud  b,,  voneinander  verschieden.     Jede 

rueuzen  liefert  drei  Cougrnenxen  von  der  Form  «,-|-«i — 

■4  =  0;  ausserdem  erhält  mau  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch 

l  jeder  der  — =—   Coogruenzen   von   der  Form   0,-}-«!+«»  =  0, 
indem  man  für  o,  den  entsprechenden  Wert  —  oa  einsetzt: 


igruenz  fJ,  +  0, -f- ft,  =  1  besitzt  ^-    Losungen.     (#t   hat 
e  Bedeutung  wie  iu  §  2.).    Jede  von  diesen  Cougrueuzen  liefert 
1 "tmgroenzen  von  der  Form  ß,-\-ßi —  0^  =  1.  Aus- 
alt mau  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch  aus  jeder 
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Congruenz  von  der  Form  ft+ft+fe  =  t,  wenn  nur  ß3  von  ßt  ver- 
schieden  ist.    Die  letzte  Congruenz  besitzt  nun      .      oder  ~r 1 

Lösungen ,  je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist    Es  ergiebt  sich, 
dass  r  jedenfalls  dem  im  §  2.  mit  sx  bezeichneten  Werte  gleich  ist 

je  nachdem  3  Rest  ist  oder  nicht 

p  <=>  4m(m —  1);    t  «  4m2 — 2m;     C  =  4m2—  5m -|- 2. 
2.    j>  =*  8m+5. 
Durch  eine  der  vorigen  ähnliche  Betrachtung  findet  man: 

t  =»  4m2-{-2m;     tf  =  4m2 — m. 


§  19. 
k  =  3.     Z  =  2.     *j  =  3. 
I.    j>  =  4f*-f3. 

Multiplicirt  man  die  Congruenz  <*i+<*2 —  ^3  =  0  mit  — 1,  so  er- 
hält man  daraus  die  Congruenz  <t3 — at  —  a2  =  0.  Es  hat  demnach 
q  denselben  Wert  wie  im  vorigen  §.  a  und  r  hingegen  vortauschen 
ihre  Werte,  denn  die  Congruenz  «!+<**  —  «ö  =  l  geht  durch  Multi- 
plication  mit  —  1  in  die  Congruenz  «3  —  «,  —  a2  =  —  1  über ,  —  1 
ist  aber  jedenfalls  ein  Nichtrest. 

IL    P  =  4*4+1. 

Der  Wert  von  q  bleibt  derselbe  wie  im  vorigen  §.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Werten  für  a  und  x\  aus  der  Congruenz  ft  +  ß,— 
03  =  1  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  —  1  die  Congruenz 
ftj— ßi~"ß*  =  ~1;  —1  ist  aber  ebenfalls  ein  Rest. 


§  20. 
k  =  4.     Z  ■—  1.    fcj  =  4 
I.    p  =  4^4+3. 
1.    j>  =  24»i+23. 


In  -j  Cotigrucnzen  von  der  Form  l-j-Ci-f-ffj+lS  =  0  sind  nach 
S  1.  suniiutliibe  Zahlen  von  einander  verschieden,  Mnltipliort 
jede  dieser  Congruenzen  smressive.  mit  den  sä  mmt  liehen  Resten  der 
Primzahl  p,  so  stimmen  unter  den  ho  gefundenen  Congruenzen  immer 
drei  Congruenzen  mit  einander  Qberein,  D;i  in  den  Congruenzen  von 
der  Form  "3-f-"4-r-"ft+0i  =  0  niemals  )J,  =  —  ab  werden  kann,  so 
liefert  jede  dieser  Cottgrueiizen  eine  Congruenz  von  der  Form  i 
o4+os — (tg  —  O.     Es  ist  demnach: 


P-l 


=  (ia»«+lfl»+7)(lSa-f-ll) 


In  «3  Congruenzen  von  der  Form  l+ni  +  o'ä  +  n3+^  =  °  sind 
nach  S  (j  die  Reste  u1,  n3  und  at  von  einander  verschieden.  Von 
diesen  Congruenzen  müssen  diejenigen  .CongrueDzen,  in  denen  die 
Baonae  ":i-\-ß  der  Null  eongrueut  ist,  subtrubirt  werden.  Man  er- 
halt diese  Congruenzen,  indem  man  die  Congruenzen  von  der  Form 
B-f-|S  =  0,  mit  Ausnahme  der  beiden  Congruenzen  <r,-f-jJ  =  0  nnd 
ot-}-/3  =  0,    mit  jeder  einzelnen  Congrueuz  von  der  Form    l-\-a, -{- 

etj  =  0  verbindet.    Jede  der  c,  — ]-^  ■  ('— 'A  übrig 

Congrnenzen   liefert  eine  Congrnenz  von   der  Form   «i -{-«»-{- 

2.    p-34«+7. 

Mau  verfahrt  genau  wie  unter  1. 

j-(12»+  9)  (12«"+2N) 
r  =  144n34-3Ch»s-3» 
o=  144ft»-r-a0a<+Bfc 

»-* 

C  =  — 3^-  =  (12Ä*+6n+l){12«+5) 

^ fe^-s)  -  144»»-r-102»a+22»  +  l 

■  144»3+102»*+24»+2. 
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iler  madrat 


4.     p~24»+19. 

(-.(ta»»4-i*i+4)a»H-9) 

o=  144>.3+246»*-}-140h+27. 

II.     p  =  4fi  +  l. 

Sind  iu  den  Congruenzen  von  der  Form  »,+«K-f  °,s  +  <t»  =  0 
die  sämmtlicben  Reale  von  einander  verschieden,  and  wird  uiomals 
dic^uinmc  zweier  Reste  der  Null  cougrueut.  so  darf  man  im  jeder  von 
diesen  Congruenzen  vier  Congruentfea  von  der  Form  Bj-^-Bg-f-s,— «t=0 
herleiten.  Die  Congruenz  *,  +  a»+(i3+«4  =  0  besitzt  uqcIi  den  $§8. 
und  9.  7t  Losungen.  Diejenigen  l'oiißrueuzou,  iu  denen  die  Summe  zweier 

Reste  der  Null  congruent  ist,  ergeben  sieb,  indem  mau  nnter  den  — 7— 
Congruenzen  von  der  Form  n+a(>  =  0  immer  zwei  Congruenzen  mit 
einander  combiuirt.  Die  Congruenzen  von  der  Form  «1  +  01+0»+ 
ot  =  0  liefern  noch  je  eine  Congruenz  von  der  Form  trt  —  o,  +  Kt+ 
«3  =  0,  wenn  man  nur  dafür  gesorgt  hat,  dass  in  den  Congruenzen 
der  ersten  Form  die  Beate  a3  und  ir„  von  einander  und  von  «,  ver- 
schieden Bind. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  £i  +  Pi+tf3+/Ji  =  1 
die  siimmiliihrn  Nichtrcste  einander  ungleich,  und  is(  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtrcste  der  Null  congruent,  so  erhalt  man  aus  jeder 
von  diesen  Losungen  vier  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
01+&  +  0;- ß»  =  '■  Diejenigen  Congruenzen,  iu  denen  die  Bmand 
zweier  Nichtrcste  der  Null  eougruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congraeu- 
zen  von  dieser  Form.  Ist.  z.  li,  /3,-f-^^O,  so  darf  mau  nur  für 
ffj  und  fjj  die  entsprechenden  Niehtreatc  —  ß-  oder  —  ß6  einsetzen. 
Die  Congrucuzcu,  iu  denen  p, +/),  =  ()  ist,  ergeben  sieb,  wenn  man 
diejenigen  Congruenzen  &,  +  fJ4  — 1  =  0,  in  denen  ß3  und  ßt  von  ein- 
ander verschieden  sind,  mit  den  CoagrnenMu  na  der  Form  ß-\-ß^ä) 
vorbindet,  nur  rousa  mau  bei  diesen  Ciiiignieuzen  jedesmal  die  beiden 
Congruenzen.  in  denen  (?  -»  ßs  und  ß  =  (S4  ist,  aussehliessen.  Die 
Congruenz  ft  +  ^4+(J3-f-/»4  =  1   besitzt   nach   den  §§8.  und   9.   w 

Lösungen    Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist.  siud  in  —77—  oder  in 

5 Congruenzen  von  der  Form  ß,  +  (J4  — IehQ  die  Nichtresto 

ßt  und  (Jt  von  einander  verschieden, 
Schliesslich  liefert  1 


mit  kubiidim  Bali 


:r, 


und  niemals  die  Summe  ßi-\-ßt  der  Null  congrnent  wird, 
eine  brauchbare  Coagraenz  von  der  Form  0!— -/J4-J-tlx-{-0.,  =  l. 
CoBgrotBi  (?,  +  0, -j- jJs -j- 0.,  =;  l  beutet  genau  soviel  Lösungen  wio 
Ute  COBfrneaz  l+l  +  *i+«s-"r-P  =  0;  lll!">  muss  daher  nur  dafür 
sorgen,   dass  in  diesen  Congrnenzen  die  Reste   «,  und  o,  von 

I   Min  1  verschieden  sind,  und  dass  niemals  einer  der  Reste. 
*r,  oder    o3  =  p — 1    wird.    Je   nachdem  2  Rest  oder  Niebtrest   ist, 


giclrt  es   - 

III     ll'.'lLCÜ     t 


~  oder  %-j 1  Lösungen  der  Congruenz  l-\-at-\-ß=Q. 

von  1  verschieden  ist. 


78-1*+ 19.1-3. 


1.  P  =  2in+1. 
p  =  (12^-9-1+2)12« 

T  _  Ufo*— 78»'  f  12»;      C  = 

2.  P  =  -2U  +  n. 

e  =  (12J.HT«  +  U(12»+8) 
-  ll^'+l'lii^H  100»+ 165      tf=  144»3+210»*+107n  +  18. 

3.  p  —  24»+13. 
o  -(12..'+3")('2™+6) 

r  =  144.,a  +  138,.*+45«+5;     ff  =  144»3  +  13ön*+46»+5. 

4.  P=a*ji+5. 

P  =  (l2..»-ön)(12:;+2) 
■  -  144»»  —  6..»+»;     ff  —  144»»—  6»*+ 2«. 

Der  Fall  k  ■  I.  '  3  laset  Bich  ohne  weiteres  aus  dem  eben 
behandelten  Falle  ableiten.  Dio  Congruenz  «,+nj+ag— er4=jO 
durch  Multiplinilimi  mit  —I  in  die.  Cnngruenz  b4  —  o,  —  o5  —  «„=0 
bat  p  also  in  beiden  Füllen  denselben  Wert.  Bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4ji+3  vertauschen  a  uud  r  ihre  Werte,  wäh- 
rend bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4j*  +  l  ff  und  r  in  beiden 
Fallen  denselben  Wort  haben. 


S  81 

k  -4,    z  =  2.    *•<  =  6. 

P  =  4ii+3. 

s  Congruenzeu  von   der  Form    "i+t»*  — «s — «4=0    ergebet 
i  Cougrncnzen  von  der  Form  «,  +  ^  +  ^+^  =  0; 
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i  man  dafür  sorge»,  dass  in  diesen  Congruenzcn  nii 
Summe  ",-\-ßi  dor  Null  congrucnt  wird.  Multiplicirt  man  die  <  od- 
gruenzeu  T  von  der  Form  1  -J-a  +  (J,+(3t  =  0  suc.ccssive  mit  den 
sftinmtliohcu  Resten  der  Zahl  p,  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen 
...  en  immer  zwei  Congruenzcn  mit  einander  Uberein.  Hierbei 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  in  den  Congrucnzeu  T  die  Nichtrostfl  ft 
und  |3)  ohne  ihre  Pennutationen  vorkommen,  and  diu  beide  Nicht' 
roste  von  einander  verschieden  sind,  ferner,  dass  p  niemals  der  Ein- 
heit gleich  wird.  Diejenigen  Congrneuzen.  in  denen  die  Summe  1+/Jt 
icr  Null  eungrueot  ist,  ergeben  sieh,  wenn  man  die  Congriienz  l-\- 
=  u  mit  den  Congrnenzen  von  der  Form  «+ft  =  0  ■ 
r  mnss  man  bei  diesen  Congrnenzen  die  Cougruenz  l  +  (;.— 1)  =  U 
ausschlteBsen. 

Zunächst  ist  leicht  zu  schon,  dass  a  und  r  einander  gleich  sein 
müssen,  denn  jeder  Congruenz  «i  +  ft  — ng  —  tt4=l  entspricht  immer 
eine  Congrucnz   «3  +  o4 — o,  —  (ta=  —  1.     Mau  erhalt  daher  einen 

der  beiden  Werte,  indem  man  den  Quotienten  ^  __       darth   9  teilt. 


Man  kann  aber  auch  r  direct  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Sorgt  man  dafür,  dass  in  den  rongrneuzeu  von  der  Form  1+ 
*ri~r*Bi"r"fti"T"Pi  —  "  ^ic  Besl*  "j  "nd  i>3  und  ebenso  die  Niehtreste 
ß3  und  ßt  von  einander  verschieden  sind,  und  dass  niemals  die  Summe 
«i  +  fti  der  Null  congrneul  wird,  so  erhalt  man  aus  jeder  von  diesen 
Cnngruenzen  eine  CongrtienSG  von  der  Form  at-\-ttt~ tr3 — fr«  =  — 1. 
Die  Congrnenzen  von  der  Form  l  -fo,  +  (»,-(- ß3 +  0«  =  0  ergeben 
sich,  wenn  man  die  Congrneuzen  T  von  der  Form  l-f-«-|-0,-f-0i=O 
mit  den  Worten  l  +  o,  =«  und  die  Congruenzcn  S  von  der  Form 
l  +  /Si+"1  +  |ts  =  II  mit  den  Werten  1  +  "!  =  ß  mulliplieirt.  .Sund 
T  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  G.,  ebenso  werde  den  Zahlen  s 
und  (  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  gegeben.  Diejenigen  (.'ongruenzen, 
in  denen  B,-\-ßa  =  0  ist,  findet  man,  indem  man  die  Congruenzen 
l-\-a!-\-ßt  =  0  mit  den  Congruanzen  o-\-ß  =  0  verbindet;  man  muss 
nur  bei  diesen  Congruenzcn  immer  die  beiden  Congruenzcn,  in  denen 
b  =  ttj  oder  ß  =  ß,  wird,  ausschliessen. 

.    p  =  g4n+23. 


In  (,  =  5 — -   verschiedenen  Losungen  der  Congrucnz  T  sind 

:•  Niehtreste  ß,  und  ß,  von  ein  aber  iuich 
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die  Zahl   at  nicht  der  Einheit  cougruent  worden;   dies  ist  noch   in 
ö Congruenzcn  der  Fall.    Man  findet  so: 


P-3 


—  1 


«a- 


Q  = 


— -  •  ^~  =  (18n2+24^+8)(12u+ll) 


2 


8 


p — 3 


In  *!  = 


verschiedenen  Lösungen  der  Congruenz  S  sind 


die  Reste  «,  und  as  von  einander  verschieden.  In  den  s1.A—^ — Hi-    4"" 

Lösungen  der  Congruenz  l  +  «i  +  <*2+/5l-J-02=O  sind  nun  die  Reste 
ax  und  or2  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.  Die  Congruenz 
1+Cfi~Kc,fi-f"Pi+02  =  O  besitzt  tt  Lösungen.    Es  ergiobt  sich  so: 


8* 


V  ~M  i       P  — ^ 


+  <i-    4     -<i      p^s/p-l 


2  4 

t  =  o  =>  216n3+477n2+351n  +  86. 


C^-) 


2.    j,=-24»+7. 


*  — 


j> — 3 


<*  =  — 2 


p-3 


— 1 


«t  — 2 


P  — 


-=A_H L  .  ?-_!  =  18»'(12«+3) 


t  «=  ff  =  216n»+45»i!  +  3n. 


3.    p  =  24»  +  11. 


,      P+l 
t—     4 


'l  —  a 


^ "  P~j-  -  (18«»+6»)(12»  +  5) 


t=  ff  —  216»s+153T»*+36n+3. 


und  kabitd  ■ 


i.    p  =  24n+19. 

q  =  (18J,!(+lW(.+  l){12..-)-9) 
»  =  a  =  216«3+3e*M+210»+40. 

n.  p  —  4H-I. 

Diejenigen  Congruenzen  von  der  Form  a,-f-a,-r-('B~f-'*i  —  0» 
welche  nnr  verschiedene  Beste  enthalten,  and  in  denen  die  Summe 
r  ResUs  niemals  der  Null  cocgrnent  wird,  liefern  sechs  Congru- 
i  von  der  Form  ":.-\-o,-  —  «7—  o8  =  0,  aus  denjenigen  Congru- 
zen  TM  jener  Form,  in  welchen  die  Summe  zweier  Reste  der  Nnll 
congruent  wird,  kann  mau  immer  zwei  Congruenzc-n  von  der  Form 
«&+% — o7  —  ««  =  0  herleiten;  es  sei  a,-j-a1=Ü  und  demnach 
or,-f-(tt=Oi  in  den  Congruenzen  — os  —  (,i+(ts+([4  —  0  nnd  o,-f- 
srt — o4 — os  =  0  sind  dann  nur  verschiedene  Reste  vorhanden. 
b  erhalt  mau  noch  zwei  Congruenzen  von  dieser  Beschaffen- 
heil  aus  jeder  Cougruenz  von  der  Form  a,-\-al-\-c<v-{-a:l=ü,  wenn 
nur  o,  und  o„  von  einander  und  von  «,  verschieden  sind;  man  braucht 
nur  statt  a1  und  a,,  a,  uud  erB  jedesmal  die  ihnen  entsprechenden 
negativen  Reste  einzufahren. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  Pi-f-0s-f-£s-|-£t  =  1 
die  siimmtlichen  Niehtresto  einander  ungleich,  uud  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtreato  der  Null  congruent,  so  erhält  mau  aus  jeder 
von  diesen  Congrucuzeu  sechs  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
ß$-\-ß« — ßr  —  Sg  =  l;  diejenigen  Cougruenzeu,  iu  denen  die  Summo 
zweier  Nichtrcsto  der  Null  cougruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congruen- 
zen vini  dieser  Form.  Es  sei  z.  B.  ß1^-ßt:EEO,  die  Congruenzen 
—  jjt—  (*,  +  &+&  =  1  und  ßt+ßs— ft  —  ß„  =  1  enthalten  dann 
nur  verschiedene  Zahlen.  Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form 
'i  +  Pi  +  Z'i+fti-  '  —  "  di°  Niclitresle  ß*  und  ß:i  von  einander  und 
n  ß,  verschieden,  und  sind  niemals  die  Summen  ft-f-fl,  oder  0,+/?a 
f  Null  coDgruent,  so  darf  man  aus  jeder  von  diesen  Congrnenzen 
Congruenzen  von  der  Form  ft  —  ß(,  —  ß7-\-ßB  =  1  lurleilen. 
Die  Summo  (Jg-j-ft,  Kl  nur  dann  =0,  wenn  2  Nichtigst  ist.  Schliess- 
lich ergiebt  sich  noch  eine  Congruenz  von  dieser  Form  aus  jeder 
Congruenz  von  der  Form  j3, -f-jä, -(-&  +  &  =  1- 


1.     p  =  i»4n+l. 


o  =  (3e»a— li-»  +  :W" 


■,    Reste.  4 

M,6n»-f-31B»»4  160.4-S4 

0=216.is+315..a4-156«  +  25. 

3.  p  =  ä4s4-l3. 

p  =  (lS,1s+9»  +  l)(12,.  +  6) 
»  =  216«H-2O7i»*+60»  +  5;     ff  =  216.e1  +  207«s-|-72»  +  9. 

4.  ;.  =  24«  +  5. 

P-C16»1—  3n)(lto4-aj 
i  --  Sl<»>  —  9ns— *»j     o  -  216b»-  9*'-|-8it. 


Die  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  lediglich  auf  qiu- 
dralischo  Kti'sto;  mau  kann  nun  auch  für  kubisch  >  H 
ähnliche  Betrachtungen  anstellen.  Es  mag  genügen,  for  die  knbitchM 
Beete  nur  die  Combinntionen  der  zweiten  und  dritten  Classe  nittier 
ins  Auge  /.a  fassen,  die  Combinaiiunen  höherer  Classeu  werden  sich 
dann  unschwer  herstellen  lassen. 

■i  reellen  Primzahlen  von  der  Form  6m-j-.r>  ist  jede  dnxfio 
■  mäit  teilbare  reelle  Zahl  kubischer  Rest,,  hei  den  Primzahlen  von 
der  Form  6m+J   dagegen   zerfallen  die  aämmtlicheu  durch  p  aielü 

toilbarcu  reellen  Reste  in  drei  Clnsscn  von  je  *-n—    Zahlen,    welche 

p-i  f-i  p-i 

;zieblkh  den  Congruenzen  x  3    sl,  i'   =e,  x  3    =  i*    (mod  q) 

i  bedeutet  eine  imaginäro  dritto  Wurzel  der  Einheit,  q  ist 

eine  zweigliedrige  Primzahl,  deren   Norm  die  reelle  Primzahl  j>  ist. 

F.iue  Zahl  der  ersten  Classo  soll  mit  n,  eine  Zahl  der  zweiten  mit  ß 

Zabl  der  dritten  Classe  mit  y  bezeichnet  werden.     Die  Zahlen 

der  ersten   Classe  sind  die  kuhischen  Beste,   die  Zahlen  der  zweiten 

i  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  1,  die  der  dritten 

Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  2.     Unter  Benutzung 

des  für  den  kubischen  Charakter  von  Eiseusteiu  eingeführten  Zeichens 

ergiebt  sich : 

w 


=1-, 


E3- 


L    Ea  sei  /.  eine   Primzahl  von  der  Form  &m-{-5.    Bildet  man 
i  den  kubischen  [testen  die  Combinationen  irgend  einer  Classe,  so 
j  anter  diesen  ('nmbiitali'iueii  die  sämmtlichen  Itubi sehen  Reste 
Der  Beweis  lässl  sich  genau  in  derselben  Weise  fuhren, 
für  quadratische  Reste  von  Herrn  Prof.  Stern  geschehen  ist. 


Sleytr:  Znr   TltOri 

M  i:  sei  v  eine  Primzahl  tob  der  Form  cm-f-li  Bildet  man 
aus  Jen  Zahlen  n  die  Combinatlonen  irgend  einer  Ciasso,  so  komme* 
Unter  diesen  Combinatioacn  sämuitlidn:  Zahlen  n  gleich  oft,  sinumi- 
Ifche  Zahlen  ß  gleieb  oft  and  eanuntlicho  Zahlen  y  gleich  oft  vor. 
Der  Beweis  lüsst  akh  wieder  ganz  nach  Analogie  des  Beweises  v< 
Herrn  Professor  Stern  fahren,  Dieselben  Sätze,  gelten  natürlich  auch 
■  ii,i!.i!ii;itiiiin-'ii  ;ius  iloa  Zahl  ii  ß  oder  den  Zahlen  j\  Ferner 
ist  leicht  Folgendes  einzusehen:  Komm!  nnter  den  Combinatiow 
irgend  einer  Classc  aus  den  Zahlen  «  eine  bestimmte  Zahl 
eine  bestimmte  Zahl  ß,  /-.mal  and  eine  bestimmte  Zahl  y,  /.;inal  vor. 
sD  Badet  sieh  unter  den  Ciiiubiiinlioiieii  derselben  ('lasse  aas  den 
Zahlen  ß  eine  bestimmte  Zahl  a  igmal,  eine  bestimmte  Zahl  ß  >,-,  mal. 
lind  eine  bestimmte  Zahl  y  .'.mal.  Unter  den  (.'ombiiiationen  uns  den 
Zahlen  y  endlich  ist  jede  Zahl  a  t,mal,  jede  Zahl  ß  tamal  and  jfitk 
Zahl  y  fc,mal  vorhanden.  Die  Null  mnas  dagegen  nnter  den  Com- 
binationen  ans  säramtüchen  drei  Zablcnkla-seu  gleich  oft  vorkonunen. 

Es  seien  o„  <t...  oa,  8„  6B,  6g,  /-,,  c;..  <-.,  die  Anzahlen  von  Lösun- 
gen, welche  bezieblich  den  Cougrucnzeu  l-f-n  =  n,,  l-f-«  =  0,, 
l-r-n  =  j'1,  l  +  j3  =  «,  (mod;;)  u.  s.  w.  zu  kommen.  Diu  Zahlen 
s.  w.  sind  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlung: „Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik"  bestimmt.  Es  he- 
steben  für  dieselheu  folgende  Gleichungen: 

=  b,  =■  <*,.:     On  =  6,  =  So!      S.  =  '■. 


«,  ",l  *,  61+V«.-V«i+*.,r-H>s'- 
Es  tritt  uns   hier  die  merkwürdige  Tatsache  entgegen,  dass  die 
drei  letzten  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Bedingung,  dass  dioZahleu 
und  '•:.  ganze  Zahlen  sein  solloa,  völlig  zur  Bestimmtm« 

i.lii'si.']-   Zahlen  ausreichen.     Nach   wenigen    Umformungen  findet 
namlicb  aus  der  letzten  der  drei  Gteiiliuiigi-u  die  folgende: 


'-■>■  .  W(«ta-<0' 


Da  diu  Zerlegung  der  w''rtnehen  Prinnmbljj  in  die  Summe  i  inea  eLn* 
lachen    und   eines  dreifachen   Quadrates  nur   auf  eine   einzige 
möglich  ist,  so  ergield  sich  sofort: 


Mtijtr:  Zur    1  .'■  4;( 

Es  sei  3  eise  primitive  Wim»!  der  Congrneni  j-''-'  =  i  [modjj) 
A  und  B  werden  dann  als  die  absolut  kieiasten  Zahlen,   welche  den 

■i  ■[  I  ■•'    '■'•        '■>')    =1   und   A-^B\g*~— g*  *  JsO 
(mod/i)  genügen,  bestimmt, 

Man  setze:  A  =  31—  2.    ß  —  3«. 

■,  und  tj  ergeben  eich  ans  den  folgenden  Gleichungen: 


k  +  <- 


,-!_ 


B»— i 


Combinatiouen  zur 


vciteii    Ctasi 


!  Wii'derholnn 


I.  Es  sei   ;i    eine   Primzahl    von   der  Fenn  6m-f-5,      Es  giebt. 
—  Combinatiouen,   in  denen  die  Kuli  vorkommt,  jeder  einzelne 

kubische  Rest  findet  sich  unter  den  Comhiuationcn  —5— mal. 

II.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Forin  6t« +1.  Den  Zahlen 
*„  lt  und  i':l  werde  dieselbe  Hedriiiuiiii  »So  La  3  22.  gegeben.  Die 
Still    komme    unter    den   Coinbinationen    aus    den    kubischen    Resten 

1  vor. 

Da  sich  zu  einer  Zahl  «,  immer  eine  Zahl  k„  angeben  laest,  so 
S  «,-|-n.  =  0  (mod/>)  wird,  so  bat  man:  i  —  ■   -  — 

Ans  einer  Congrucnz  von  der  Form  j-,-|-)>s  — 1  =  0  (mod  j>) 
an  mau,  wenn  ys  und  j';  von  einander  \ei"-diieden  sind,  Stets  zwei 
verschiedene  Congrnenzen  von  der  Form  l-\-a,-\-ß,  =0  herleiten, 
ja  dem  Falle  allein,  iu  welchem  y,  =  yt  ist,  erhall 

igruenz  1  +  I  +  JJ,  =0;  dieser  Fall  tritt  ein,  1 
muss  aber   bei  den  Combinationen  1 
irdeu     Man  hat  demnach: 
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jo  nachdem 


s 


*s  =  — s —  oder  - 
=  e  oder  nicht. 


Jede  Congruenz  von  der  Form  ft+(Js— 1  =  0  (modjj)  liefert, 
wenn  die  Zahlen  ß,  und  ßt  von  einander  verschieden  sind,  zwei 
Cuugrucnzen  von  der  Form  l+«i+)'i  =0,  der  Congrncnz  ß,-f- 
jJ,  — 1=0  entspricht  unr  dio  eine  Congruenz  l-J-l+fr  =  0.  Die- 
ser Fall  findet  statt,   sobald     -  [  =  e*.     Es  orgiebt  sich: 


;  oder  —  r. 


je  nachdem 


/-,  erhält  man  aus  der  folgenden  Gleichung: 
£-j  P— ■* 

Fiir  das  Symbol  -  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  fol- 
gende Werte; 

-    =  t,  wenn  ns  und    - 1  —  *',  wenn  «a  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Man  Überzeugt  sich  leicht,  daas    -   =  1,  wenn  al  ungerado  ist. 

Jacobi  giebt  in  seiner  Abhandlung:  „Do  residuis  cubicis  couimen- 
tatio  numerosa"  als  Bedingung  dafür,  dasa  die  Zahl  2  kubischer  Rest 
ist,  die  Congruenz  «*  —  as  =  0  (mod  2)  an;  mit  Hülfe  dieser  Con- 
gruenz folgt  aber,  da  die  Summe  0,  +  tH  +  aa  stets  ungerade  ist,  dass 
(i,  jedenfalls  cino  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Herr  Professor  Stern  hat  als  Bedingung  angegeben,  dass  dio 
Zahlen  A  und  B  beide  gerade  sind;  was  ganz  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt. 


Cumbinationcn  zur  dritten  Ciasso  ohne  Wiederholung. 


Es  sei  p  oi 

§24. 

no  Prili 

izafe] 

von   der  For 

31  6.»-f  b.    Die  Reihe  der 

kubischen   Kesto 

soi  A, 

.  A 

r"'"" 

Zur  fttorfc  der  jMmJmiüda  «ml  hUfdU*  B  ■  . 

■'  ''.  mal  unter  Juli  fuiiibiuationeu  vor.  Die  Glei- 
chung l-f-J,  =  -U  besitzt  p  —  2  Lösungen,  demnach  hat  diu  L'ou- 
grnouz  l  +-4,-j- J3  =  0  (modp),  wenn  vi,  und  -iLI  ron  einander  rar- 

Moden  sein  sollcu,  '— ,—  verschiedene  Losungen;  hierunter  befindet 

■ich   nocii   die  Lösung  1-f  1-f  A^^  0.     Multiulicirt  mau  jede  der 

-1  Congrucnzeu,  in  denen  die  kubischen  Reste  .1,  und  At  von 

einander  and  von  1  verschieden  sind,  successive  mit  den  silmmtlienen 

Kosten  von  p,  so  stimmen  uuter  de«  gefundenen  Congrueü- 

i«u  immer  drei  Congrueuzeu  mit.  eiuander  üboreiu. 


k  ergiebt  sieh  aus  der  Gleichung 


fy-l)(p-2)fj»-3J  _ 
1.2.3 


Ea  sei  p  eine  Prim/ahl  von  der  Form  6m-f-l.  Die  Null  komme 
tatet  den  Combinatiouen  aus  den  kubischen  Resten  /mal,  jede  Zahl  a 
,inal,  jede  Zahl  ß  A-^mal  und  jede  Zahl  y  fcgmal  vor. 

Die  Congruenz  l+ni+fä  =  0  (mod  p)  besitz!,  wenn  die  Zahl  2  kubi- 

&XU  Beat  isl,  '  ' .,      -- 1    verschiedene    Losungen,    welche    nur   ver- 

:Uiedeuo  Zahlen  enthalten.     Ist  aber  2  kein  kubischer  Resl,  so  snul 

1  Lösungen  vou  dieser  Beschafi'enheit  vorhanden.     Mau  hat: 


-1  -, 


odar 


«,  p-i 


:  nachdem  2  kubischer  Rest  ist  oder  nicht. 

I.  ij  bestimmt  mau  folgen  de  rmasson.  Multijilieirt  man  die  Con- 
I  +  «+JS  se  0  sncccBSive  mit  den  Werten  1  +  n,  =  «,  die 
u  i-j-p-j-n  =  i.i  successive  mit  deu  Werten  l-J-%  =  ß 
■i  i-J-/3-j-y- ^  ü  successive  mit  den  Werten 
■■■  erhalt  man  dadureh  die  sämmtlicheu  Congruenzen  J 
i  i-|- ^-j-ng-j-fJ^O  (modp).    In  diesen  Con 
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deren  Anzahl  =  d  sein  möge,  sind,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  Zah- 
len «,  und  cfjj  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  1-f-^i+^i+ft  =  0  erhält  man 
durch  Multiplication  mit  ctx  aus  den  Congruenzen  von  der  Form 
l+l+as+/5  =  0,  wenn  nur  ax  der  Bedingung  €tva%  =  l  (modj?) 
genügt.  Die  Congruenzen  der  letzten  Art  entstehen  nun  durch  Multi- 
plication mit  2  aus  den  Congruenzen  l+a+/J  =  0,  l+y  +  a  =  0 

oder  l+0+y  =  O,  je  nachdem  -  =1,  £  oder  «*.  5t  sei  die  An- 
zahl derjenigen  verschiedenen  Congruenzen  d,  in  denen  dio  kubischen 
Koste  ttt  und  a2  einander  ungleich  sind.    Es  ergiebt  sich: 


< 

^  "      2     '     Ä      2       0der  -      2 

je  nachdem 

"2 

=  1,  «  oder  £2. 

1. 

"0" 

<7. 

-i-  s  ^*—a* 

Es  sind  noch  die  Congruenzen,  in  denen  eine  der  Zahlen  ax  und 
«2  der  Einheit  gleich  ist,  zu  bestimmen.     Unter  den  Congruenzen 


von  der  Form  1  +  1+ a* +  0  =  0  befindet  sich,  wenn    -    =  e   ist, 

L(ZJ 

die  Congrucnz  1+1+1+0  =  0;  diese  ist  schon  bei  den  Congruen- 
zen von  der  Form  l+o^  +  c^  +  ft  =0  mitgezählt.  Aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  yi+y«+y3 — 1=0  lassen  sich  stets,  wenn 
die  Zahlen  yn  Ys  un<*  y»  vou  einander  verschieden  sind,  drei  ver- 
schiedene Congruenzen  J  herleiten.    Man  hat  demnach: 

d,  — a2+l  öt—  og 

h  =  - — *—  oder  —      Q  ^ 


je  nachdem 


3 

.<ZJ 


£  oder  nicht. 


2. 


2" 

LI 


f,     «, 


&g  — 


ä  — a3 


5i— °»+l 


je  nachdem 


0- 


£  oder  nJ 


oder 


8 


je  nachdem    -  \  =  t  oder  nicht. 

l:s  bestimmt  mau  wie  folgt  Hnltislicirt  mau  ilie  Congra- 
Mtxen  1  +«-j-y~-~  "  siicceBsive  mit  den  Werten  1  +  ß,  =  «.  die  Con- 
gruenzen  l-{-y-{-ß  =  ()  BUCcessive  mit  den  Worten  l  +  "j  ■"  ß  niid 
die  Congruenzcu  l-{-fi-$-a  =  u  successivo  mit  den  Wetten  I 
so  crh.ilt  man  dadurch  die  aätnratlichen  Congruoiuten  SD  von  der  Wem 
l-f-Bfj-f-eri-j-^sO  (mot!;0;  die  Anzahl  denselben  sei  b.  In  diesen 
b  Oongntenien  E  sind  wieder  die  Zahlen  nr,  und  n4  nebst  ihren  Per- 
ntotetionen  vorhanden. 

b  "=  ").«34""a^3"ha3'aa 

Die  Congntenxen  von  der  Form  l+«i-f-"i-f)'i  =  °  ergeben 
sich  aus  den  Congrneozen  von  der  Form  1  -f- 1  -f- «n -}- y  =  <>,  ifieU 
Entstehen  wieder   durch  Mnltiplication  mit   l'   aus   den   Congroettiian 

l-|-«+jr  =  0,     I+y+j3  =  0    oder     l-f-|S  +  «==0,    jo    nachdem 

-     =  1,  t  oder  £-. 


El 


Genau  wie  vorhin  ergicht  sich: 
ädern    -  —  f-  oder  nicht. 

a    .       n-6a  ran 

2.     D,  —  — s — .   wenn     -    =  t 
*3  =  — — gä-J —  odi 

ja  nachdem    -  \  =  t*  oder  nicht. 


3.    b,  - 


'S- 
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n. 


Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales 
uniquement  composees  de  coniques. 


Par 

Paul  Appell. 


L'on  connait  depuis  longtemps  des  familles  de  courbes  ortho- 
gonales composees  uniquement  de  coniques;  telles  sont,  par  exemple, 
les  coniques  homofocales,  ou  bien  les  doux  familles  de  courbes 

x*+p*—2Xx+R2  =  0 
«i+yi— 2W  — JP  =  0 

oü  X  et  n  sont  des  paramfctres  variables-,  telles  sont  encore  les  deux 
familles  d'hyperboles  6quilat&res 

**— y*  =  k 

xy  =  (i 
ou  les  coniques 

x 

2*HV-f* 

Je  me  proposo  de  d6montrer  que  les  systömes  orthogonaux  que 
je  viens  d'indiquer  sont  les  seuls  uniquement  composees  de  coniques. 

Imaginous  deux  familles  de  coniques  orthogonales;  je  suppose 
que  dans  l'une  des  familles  il  y  ait  une  conique  ä  centre;  soit 

(1)  oa-^-i^o 

l^quation  de  cette  conique  rar«      '     *  e*ntre  et  &  ses  axes. 

Les  coniques  de  la  famille  *  la  courbe  (1) 

coupent  cette  courbe  & 


"*■ 


■  l'imi.'  coniqoe  de  cette  famille.  Si  l'on  designa  par/(a-,  y) 
lo  prämier  membre  de  l'eqtuition  (1)  et  par  q>(r,  </)  celui  de  I'äqua- 
tion  (2),  la  condition  pour  qua  les  deux  courbes  (1)  et  (2)  so  cou- 
peut  ä  angle  droit  est: 

cest  a  dire 

J*ss+B{a-J-4)^-f-  a^-\-Dax-\-£by  =  0 

Lli    ruailitiüB    (3)   devant   etre   veritieo  par  les  coordounees  des 

qualre  poiiits  d'interscction  dos   coniques   (1)   et  (2),   l'equation  (3) 

Ssonter  wie  comque  passant  par  los  points  d'interBection  de 

(1)  et  (2).    Oll  iloit  dune  puuvoir  detcrniiner  le  paratuotre  £-  de  facon 

quo  IVquatiun 

«Ot«,  *)+*(«,  »)-0 
cest  a  dire 

repräsente  la  conique  (3).    Eq  ideutitiant  les  equatious  (3)  et  (4)  on 
trouve  d'abord 


pnis,  en  reraplacant  k  par  cette  valeur, 

A+Fa  2B        _  C+Fl.  _UD  _2E 

Aa       "  ä(fi  +  b)  ~       üb      ~  Da  ~  Eb 

Je  suppose  d'abord   que   les    coefficients    a   et  b  ne   soient  pas 
Agmx;  alürs  les  conditions  [5)  exigeut  quo  deux  des  trois  coefticiente 
■oient  nnls.     En  effet  si  D  et  E  etaient  tous  deux  diffe- 
EGnti  de  sero,  loa  dem  derniers  rapports  (5)  donncraicut 


ce  qui  u'est  pas,  par  bypotheae;  et  si  D  et  D  fitaient  tous  deux 
differeiits  de  /on,.  Ig  second  dos  rapports  (5)  egale  au  quatrieme 
Sonnerail 

»  +  b  =  a 

ee  qni  est  absurde;  de  meine  pour  B  et  E. 

Puisquo,  des  trois  coefficients  B,  Z),  E,  deux  au  moins  doivont 
B  nuls,  jo  vais  distiiiguer  quatre  cas. 

Premier  cas.    Les  trois  coefficients  sout  nuls 


Les  conditions  d'identineatiou  (5)  so  reduisent  ä 
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A+Fa       C+Fb 

Aa     ""      Cb 
ou 

condition  qui  oxprimc  quo  lcs  coniques  (1)  et  (2)  sont  homofocales. 

Deuxieme  cas.    Lcs  dcux  coefficients  D  et  E  sont  Hüls 

D  —  E  =  0; 

lc  coefiicient  B  est  different  de  z6ro.    Les  relations  (5)  deviennent: 

A+Fa 2  C+Fb 

Aa      ~~  a+b*      Cb 

d'oü  Tön  tire 

Fa(a+b)  Fb(a+b) 

a — b  b  —  a 

Portons  ccs  valeurs  dans  l'6quation  (2)  en  nous  rappelant  qne 

D  =  E  =  0 
et  posons  pour  abreger 

*  —       F 
Pequatiou  (2)  devient: 

(6)  (a+&)(ax2— by*)  +  2kxy-\-a  —  b  =  0 

Lorsque  Ton  fait  varicr  le  paramfetre  A,  Tequation  (6)  reprösente  une 
infinite  de  coniques  coupant  k  angle  droit  la  conique  fixe  (1).  Si 
Ton  cherche  les  trajeetoires  orthogonales  des  coniques  (6)  ou  arrive  ä 
une  equation  dif&renticlle  quo  Ton  rend  linäairc  en  prenant  pour 
variables  «2+y*  et  x%  —  y2;  cetto  ßquation  diffdrentielle  6tant  intägräo 
donne  pour  l^quation  des  trajeetoires  orthogonales  des  coniques  (6): 

(7)  o*2+V*  —  1+f*«      2  =0 

fi  dßsignant  une  constante  arbitrairc.  Mais  dans  le  cas  qui  nous 
oecupe  nous  voulons  que  ces  trajeetoires  orthogonales  (7)  soient  elles 
meines  des  coniques,  ce  qui  ne  peut  arriver  quo  si  Ton  a: 

a-\-b  =  0 

Les  courbes  (6)  et  (7)  deviennent  alors 

(6')  xy  -  V 

(T)  «t-.yt-|i' 

ce  qui  est  un  des  Systeme«  "* 


Trolsienie  cas,     ß  =  0,  £  —  0,    /J  differont  de  zero. 
conditiona  (5)  deviennent 

jj  +  fg       t-+/7-  _  2 


rtons  ccs  valcurs  daus  l'cquation  (3)  et  posons 

doh  avons 

(8)  t»t— «){(w*4-l)4-aJ»»+Mi«  -  a 

Quaud  le  paramilro  1  traria,  eette  equatiou  represente  des  cotfgiM 
BOBpfUU  n  auyte  droit  U  conjque  (1).  Si  l'on  chorohe  les  trajeetoires 
urlhogoualcg  des  coniqnes  (8)  ou  arme  i'i  »ne  eqaation  ■  j i IT» ■reiitielle 
um'  l'on  rcnd  Ime&iro  od  prenaai  .<--  par  variable;  cette  equatiou 

:■    Staut    integree   ili pour   lequation   des    trajeetoir« 

urtbogonales  des  coniqnes  (8): 

Si  L'oo  vent  qne  loa  courboa  (9)  soiont  ogalement  des  coniqnee,   il 

Butt  determiner  le  rapporl  ,    do  fag [ue   1'expOBsat    f---^)  de  v 

0,  1.  ou  2.    Pour  quo  cet  exposaut  soit  2,  il  faut  a  —  0, 
les  coniques  (8]  ot  (9)  so  rednisent  a  des  droites  respecti- 

vement   parallele*    aux  axes   do    coordonoeoB.     L'exposatit    J8— ig] 

no  pent  pas  ötro  egal  ä  1  ear  nous  snpposons  «  different  de  Ij  IBfeil 
il  pent  ßtre  nu!,  ee  qui  a  licn  si  o  --  26,  et  alovs  les  eoiirbes  (8)  et 

niinent 

m 

i  an  des  systemes  quo  uous  avons  iudiques. 

Quatriemc   cas.      B  =  0,    D  =  U,   E  differont   de  0.      l'e  ras 

.-  le  preccdcul  par  le  changement  de  x  ou  p  et  de  f  tu  «; 

Ji'  Buppose  maiuteuaut  que  la  eouique  (1)  soit  uu  eercle,  a  =  l>. 

L*  discussion    prenedento    s'applique    encoro    Uans    cette    bypotheae. 

Dans  le  premier  cas  ou  trouve  un  eyateuio  do  coniqnes  compoa«  de 

meentriques   et  de  eouples  de   droites  passaut  par  la  lenin. 


«immun  des  eardes;  dans  le  demtleme  cas,   les  öquations  (6)  et  (7) 
maent 

equatious  qui  representent,  la  premiere  des  droites  paasant  par  l'ori- 
ginc-,  el  la  deuxiemc  des  cercles  ayaut  pour  centre  i'origine;  cnfin. 
ilans  lo  troiaiemo  eas,  les  equatious  (8)  et  (8)  devieuuent 

equatious  qtii  representent  le  Systeme  de  oorcles  preeed  eminent  indique. 

Mais  aux  cas  precedents  il  faul  en  ajouter  un  antra;  ear  ai  on 
suppoae  a  =  i,  il  u'est  plus  absurde  de  suppuscr  daus  loa  couditioos 
(■Vj  leg  coeffidenta  i>  et  £  diflerents  de  0  en  meme  temps.  Eu  effet 
ai  on  fait  cette  suppositiou,  lea  eonditious  (fl)  deiiwnicut  (.0  =  0) 


d'ou 


A+F«  _  (.'+  /■;<  _ 


-  /« 


et  l'cqnation  (2)  devient 

(10)  ■y+^+IJ/.+Wjr+t  = 

cn  posant 


&=-=,, 


&  =  -, 


Cette  equation  (10)  represeute  des  cercles  orthogonaux  au  cercle 
donne  (1),  mais  contrairement  i\  Co  qui  est  arrive  dans  )ea  caa  pre- 
oMenta,  eile  contient  dem  parametres  variables  D'  et  >'■'■  Bi  <ju 
considere  deux  des  cerdes  (10)  (\  et  fs,  la  famille  de  coniqiies  X 
liiijuelte  appartient  le  ecrelo  (1)  se  compose  de  cercles  orthogonaux 
aux  cereles  C,  et  Ct;  car  il  resulto  ilea  calculs  präcMentl  pour  le 
cas  de  «  =  l>,  qne  les  aeulea  coniques  orthogonales  ä  un  cercle  aont 
des  droitea  passaiit  par  son  centre  ou  des  cercles;  cotnme  les  deux 
cercles  (',  ei  Ca  ue  sollt  pas  eonceutriqu.es,  les  seules  couiques  qui 
leur  sout  orthogonales  sont  des  cercles.  Maintenaiit  on  sait  par  la 
geometrie  Blementaire  oeterminer  le  Systeme  -.les  errelcs  coupant  a 
äugle  droit  les  cercles  (■',  et  Q,  et  le  Systeme  orthogonal.  Les  deux 
familles  de  cereles  ainsi  lietcrmiuees  sont  Celles  dejä  citees. 

II  reste  niaintonant  1-  examiner  le  cas  ou  panni  les  deux  familles 
Je  coniqnes  orthogonales  il  ne  sc  trouve,  pas  de  eouiquo  a  centre. 
II  faut  alors  recommencer  uue  discussiou  anale 
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en  prenant  au  licn  do  la  conique  (1),  la  parabolc  reprßscntäo  par 

l'6quation 

y2—  2px  =  0 

Si  Ton  cherche  l'6quation  g6n6rale  des  coniques  orthogonales  ä  cetto 
parabole,  on  trouve: 

1°)    Les  coniques  ä  centre 

2x*+y*  =  k 

qui  avec  les  paraboles  -  =  ft  forment   un  premier  syst&mo  double 

x 

orthogonal; 

2°)    Les  paraboles 

7/  +  2px+2ky~2p2  =*  0 

dont  les  trajeetoires  orthogonales 

X 

y* — 2px-\~neP  =  0 

ne  sont  jamais  des  coniques; 

3°)    Les  paraboles 

y*  —  2Xx— X*+pk=>0 

qui  sont  homofocales,  et  qui  fournissent  le  syst&rae  orthogonal  comme 
form6  par  les  paraboles  homofocales. 

Paris  4  Aout  1878. 
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III. 


Zur  Lehre  von  den  Differenzenreihen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  G.  Wall  entin, 

Frivatdoccnt  an  der  technischen  Hochschule  in  Brunn. 


I. 

Ueber  einige  endliche  Reihen  der  combinatorjschen 

Analysis. 

Werden  die  n  ersten  Glieder  einer  zur  Bildung  von  Difforenzen- 
reihen  geeigneten  Hauptreihe  mit  au  a^  a2  ...  o,»  bezeichnet,  so  ist 
bekanntlich : 

(1)  $•  =  «i+a2+«3+  -  +«h 

-  Q<" + 6W+(;K+ö^+ - + CK1* . 

wo  ^«i,  -^2«ii  ^s«i  •  ••  ^"~1«i  die  successiven  Differenzen  des  er- 
sten Gliedes  at  bedeuten. 

Mit  Zuhilfenahme  der  symbolischen  Formel: 

(2)  Jman  =  (—  l)ma„  (1  —«)**; 

in  welchen  nach  Entwicklung  des  Binoms  (1  —  a)m  nach  Ncwton's 
Lehrsatze  den  Potenzexponenten  von  a  die  Bedeutung  von  Indiccs 
erteilt  werden  muss,  erhält  man: 

A™ax  =  (—  1)^  (1  —  a)"> 
und  dem  entsprechend  folgendes  Sro**™  w*n  fitafahnngea: 


»     ► 
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+  0,(1- 


-oV 


— («1 


— 0«) 


—  (i)°s+as) 


^s«i  =  —  «i(l—  «)3  =  —  {«i  —  \i)a*+\2)a3— a*\ 

*<h  -  +  «,(1  - •)*=  +  {«•- (})l+(J)«.-(J)a.+«6 } 


^»-»Oj  =  (- 

k 
k 


l)«-3^!  —  a)»-3  —  (—  1)»-»  X 
l)w-2ai(l  —  o)^2  —  (—  1)M"2  X 

■  (wT2)a2+  (*i2)a*  -  (n72)«*  ••  • + (-i)w-2K-i } 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  (1)  ergibt  sich  nach  leichter 
Transformation: 

+{@-fö©+(:)0-©(O-<-'K:)("71)}«. 


Die  Methode  der  gleichen  Coefficienten  in  Anwendung  bringend  re- 
sultirt  folgendes  Gleichungssystem: 


i- 


ö-ö+ö-ö  •+<-"-'(:)-' 
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(s)-(:)©+©G)-(e)©+-+<-»-(:XV) 

u)- öü  -  > 

0- 


Alle  diese  Formeln  sind  enthalten  in  der  allgemeinen  combinatori- 
schen  Reihe: 

0  -  Vfi)  V-i) + (iHhaJv  J-i)  ~  \p+«)\i»-i)xi 


+  -+<-^ötl)-1 


(«) 


p 


< 


71 


oder: 


io(-i)mUJ(  ;-i ) 


tu 


So  ist  z.  B.  für  n  —  8,  p  =  3 


=  1. 


Da 


ist,  so  bat  man: 


©-QÖ+®ö-©©+G)ö- 

0  -  W 

( A) = ö 

r>)  -  et2) 

Die  Formeln  (o)  and  (I)  gehen  mit  Zuhilfenahme  vorstehender  Re- 
lationen in  folgende  Ober: 
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(;)-(,,;,)(0+U)Ct)-U)('t2) 
+...+<-«-h:)(:=3=. 

UDll 

n. 

Zur  Theorie. 

Wenu  man  den  in  der  Theorie  der  Differenzen  reihen  vorkommen- 
den symbolischen  Opera tioiiszeicb.cn  d'  d*J3 ...  dn  für  die  Bildung 
der  1-,  L'.,  3.,  ...  Uten  Differenzen  wahrend  der  Rechnung  den  Begriff 
von  Grossen  snppouirt,  im  Resultate  der  Rechnung  jedoch  anf  die 
ursprüngliche  Bedeutung  derselben  zurückgeht,  ist  es  möglich  auf 
sehr  kurzem  Wege  die  bekannten  Fiiudameutalsütze  der  Differenzen' 
reihen,  sowie  einige  neue  wichtige  Relationen  nachzuweisen. 

In  manchen  Füllen  wird  die  Uebersiehtlichkeit  einer  durchzu- 
führenden Rechnung  erhöht,  wenn  auch  den  ludices  der  Glieder  der 
Hanptreihe  «,,  «,,  aÄ  ...  a,.  während  der  Operation  die  Bedeutung 
von  Potenzen p on enten  erteilt  und  ihnen  erst  in  der  Scblussformcl  di 
ursprüngliche  Bedeutung  restit.uirt  wird. 

Dies  zu  zeigen  ist  Gegenstand  nachfolgender  Zeilen. 

Sind  die  Glieder  der  Hauptreihe  t^a^t^  ...a„,  so  ist 

"!=<!„     aj  —  «i+^Oi.     ij,  =  as+zfJa.,,     ...     <in  =  p„-\  +<tf'a„- 

Be trachtet  man  vorderhand  d  nicht  als  Operationszeichen,  sondern 
als  algebraische  Grösse,  so  gehen  vorstehende  Formeln  in  folgende 
aber: 

aus  welchen  sich  durch  Mnltiplication 

(1)  *.  =  (l+^)"-'a, 

ergibt    Nach  Entwicklung  des  Binoms  und  gleichzeitiges  Multiplicireu 

mit  «i  wird: 

..-■,+("71)j'.',+(V)^s+("ä1)^'',+...+'<— «,  ff). 

welche  Formel  bekanntlich  —  wenn  man   ^'a,,  d3at,  d^a^  .-  ^"_ln, 
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als  die  ersten  and  höheren  Differenzen  des  Gliedes  at  betrachtet  — 
die  Lösung  der  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe  als 
Function  des  ersten  Gliedes  und  der  Differenzen  des  ersten  Gliedes 
auszudrücken,  in  sich  schliesst 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Hauptreihe  ist: 

oder  mit  Bemtzung  der  Gleichung  (1) 

«•  -  «i+a,(l+^)+a1(i+^)»+  ...  +a,(l+^)-1 

Durch  Summirung  der  in  der  Klammer  enthaltenen  geometrischen 
Progression  ergibt  sich: 

(2,  s.=.,a+f=i=5{(;)^+(^+(;),M-...+(» 

Nach  Division  durch  A  und  Zurttckfübrung  der  d,  J\  d*  ...  d»~l 
auf  ihre  wahre  Bedeutung  erhält  man: 

Sn  =  ( J)«,  +  (j)*«,  +  (3)^  +  .  ■  •  +  (^"-'«1  (H) 

also  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Haupt- 
roi ho  durch  das  erste  Glied  und  die  Differenzen  desselben  auszu- 
drücken. 

Will  man  eine  beliebige  Differenz  eines  Gliedes  der  Hauptreihe 
durch  die  Glieder  dieser  angeben,  so  führt  folgender  Weg  zum  Re- 
sultate: 

Sieht  man  in  der  Formel: 

4*an  «=»  Ow+i  —  aH 

während  der  Rechnungsoperation  die  Indiccs  als  unten  angeschriebene 
Potenzexponenten  an,  so  ist: 

In  analoger  Weise  hat  man: 

4*an  =  A*On+\—dxan  ==  «*+i(fli  —  1)  —  «n{<h  —  1) 

=  (Oj — l)(oti+i— oH)  =  aM(rti— l)2 
und 

dzan  =  On(fli  —  1)Ä 


(3)    dman  —  «*(<fc  * 


._». 
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— •<-*■■■  Mr}-+6  )*-(")-+- 

woraus  durch  Multiplication  mit  n» 

-  "  <-»>"  !".-(r)"-*'+(")"-«-(")».«+- ■+«.*.}  (in) 

wird,    welche  Gleichung  —  wenn  man  den   bis  jetzt  als  Grossen  be- 
■i  n,  «+1,  n  +  2,  ...  n-f-m  ihre  Bedeutung  als  Indices  ver 

leiht  —  die  Lösung  des  gestellten  Problems  ist 

Die  Formeln  (I),  (II),  (III)  sind  die  bekannten,  gewöhnlich  ab- 
cMoin-'t. -ii  Grundformeln  der  Düferonzenreihen,  Mit  Hilfe  des  hier 
angebahnten  Weges  kauu  man  ohne  Schwierigkeiten  noch  andere  h 
der  PnxU,  insbesondere  in  der  Iuteriiolationsrechnung,  wichtige  For- 
meln entwickeln.     So  ist  z.  B. 

4'«.  =  «.«-«.  -  ^(l+jy-a^i+d)"-1  =^(l+4)— '«i 

Ebenso  ist: 

4*aH=JW+i  —  d'aH  =  d{\  -\-A)",h  —  -f(l  +^)""la1  =  d\\  +<*)«-««, 

und  so  fort  bis  oudlicb: 

wird.     Nach  Anwendung  der  Binoniiul forme!  erhält  : 


d"a, 


,  _  J-a,  +  ("  J  1)-/-+S  +  ("  g  *) J-  I  •«,  +  ..  +4- 1  -S  (IV) 

Kennt  man  somit  die  anf  einander  folgenden  Differenzen  deB  eraten 
Gliedes  der  Hanptreihe,  so  lässt  sich  eine  beliebige  Differenz  irgend 
eines  Gliedes  derselben  nach  dieser  Formel  bilden.  Die  letztere  hatte 
sich  übrigens  noch  schneller  aus  (1)  ergeben. 

Brunn,  im  Mai  1878. 
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IV. 


Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung. 

Von 

Herrn  Dr.  August  Herwegen 

in  Köln. 


Leitet  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  durch  eine 
Metallscheibe,  so  wird  die  Elektricität  sich  in  derselben  auf  eine 
bestimmte  Weise  verteilen.  Die  Art  und  Weiso  der  Verteilung  lägst 
sich  augeben,  sobald  die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  stationär 
geworden  ist.  Dann  ist  nämlich  die  elektrische  Spannung  —  sie  sei 
U  —  eiue  Function  der  Coordinaten,  welche  die  Lage  eines  Punktes 
der  leitenden  Ebene  bestimmen ;  sie  kann  als  solche  in  vielen  Fällen  mit 
Hülfe  eines  angenommenen  elektrischen  Potentiah  und  der  Bedingungen, 
welche  aus  dem  Wesen  der  stationären  Strömung  für  dasselbe  sich 
ergeben,  ermittelt  werden.  Die  letzteren  sind  von  Kirchhoff1)  unge- 
fähr in  folgender  Weise  aufgestellt  worden. 

Möge  da  ein  Linienelement,  n  dessen  Normale,  -g—  die  Differen- 
tiation der  Function  U  nach  der  positiven  Richtung  der  Normale  be- 
zeichnen, dann  muss 


/du 


sein,  sobald  die  Integration  über  eine  solche  Curve  ausgedehnt  wird, 
innerhalb  der  keine  Elektricität  der  Scheibe  zugeführt  wird.    Werden 


1)  Ueber  den  Durchgang  einet  elektri^***  t***omct   durch  eine  Ebene, 
insbesondere  durch  eine  kreifftn»  p.  497. 


gedacht 
Sind  di< 
.lif.  i  .-.it 
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die  Elektroden  von  kleinen  geschlossenen  Curven  umschlossen 
gedacht,  so  fliessen  in  diesen  neue  elektrische  Massen  zu  oder  ab. 
Sind  dieselben  für  die  einzelnen  Elektroden  E,  ...  £,'„,  nnd  stellt  k 
die  Lcitungsfähigkoit  der  Seheibe,  also  eine  nur  von  der  Natur  des 
Leiters  abhängige  und  demnach  constante  Grösse,  dar,  so  wird  für 
eine  einzelne  Elektrode  («) 


CO 


>n* 


während  die  Summe  der  elektrischen  Massen  gleich  Null  zu  setzen 
ist,  da  die  Wirkung  der  elektrischen  Strömung  eonsfant  sein  soll;  da- 
her ist 

III)     £E„  =  0 

Der  Forderung,  dass  die  Elektricität  sich  nicht  über  die  Grenze  der 
Scheibe  fortpflanzen  soll,  wird  durch  die  Annahme  genügt,  dass  die 
Ström uugscurven  der  Grenze  parallel  laufen  und  die  Niveaucurven 
letztere  senkrecht  schneiden;  es  ist  demnach  für  Raudpunkte 

dr 

Wollte  mau  die  äussere  Leitungsfähigkeit,  d.  li.  die  der  Scheibe  von  der 
Lnft  entzogene  El  cktrieitäts  menge  berücksichtigen,  so  würde  die  Ab- 
leitung der  Bedingung  nicht  ganz  dieselbe  bleiben;  indessen  kanu  man 
,.ui  derselben,  wie  Smaaseii')  bereits  gezeigt  hat,  absehen,  sobald 
mehr  als  eine  Elektrode  in  Betracht  kommt. 

Die  Gleichung  I)  lilsst  sich  auch  folgen  der  raassen  schreiben: 

v»  S+gf- 

nnttr  j-,  n  die  gebräuchlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  verstanden. 
Diese  Form  ermöglicht  aber  eine  Iteduction  des  Problems  in  Verbin- 
dung mit  den  für  ebene  Fluchen  bestehenden  Relationen,  welche  voll- 
kommen den  Green'sclsen  Lehrsätzen  und  Folgerungen  über  räumliche 
Körper  entsprechen.  Derselbe  Gedankengang  führt  zum  Ziele,  wie 
ihn  der  Verfasser  s)  bei  der  Lösung  des  Strömungsproblems  für  ein 
System  von  Kugeln  angegeben  hat.  Daher  genüge  die  Angabe  des 
Resultats : 


ll   V..m  ily aa mrichen   Gleichgewicht  der  Eltktricitlt   in  oir 
.  Körper.     Pogg.  An.  LXIX,  p.   161. 

Bcitrng  nur  Theorie   der  Verteilung  der  dyw 
leichmbslg  leitenden  Körpern,     Bohd,   1873. 


v  n    r»  c-f-  j^-E«.  (log  r„  -  r-„) 

(7  eine  constaute  Grösse  bedeutet,  und  die  Summation  auf  slmmt- 
licbe  Eicht  rodenpunkte  rieh  bezieht.  VH  wird  durch  folgendos  Theorem 
bestimmt 

„Ist  ö  ein  varinbeler  Punkt  der  Ebene,  so  ist  fftr  diesen  hin- 
sichtlich   einer  Elektrode  (&'„),   deren  Entfernung  von  «  rB  sei,  die 
Function    [",,  s<>  /u  bestimmen,  dass  dieselbe  nebet  den   M 
reutialuuotieuten   endlich,  stetig  und   eindeutig  ist.  der   91« 
genügt  und  in  dem   Falle,  dass    0  ein  Punkt   der  die  Ebene  begren- 
zenden Cnrven  Ist,  die  Relation 


VIT) 


9Fm 


"  +  '■ 


befriedigt,  in  der  die  Grösse  0  unabhängig  von  den  Coordraaten  des 

Punktes  ff  ist  und  der  Beschränkung  unterliegt,  ihiss  di< -■- 
Function    \\(h  =  1  ...  *)  denselben  Wert  hat." 

Sind  die  Functionen  l'a  in  dieser  Weise  bestimmt,  so  wird  auch 
V  (cfr.  VI),  wie  leicht  zu  beweisen  ist ,  den  Gleichungen  für  das 
dynamische  Gleichgewicht  genügen.  Die.  Form  desselben  lässt  aber 
sofort  das  von  Suiaasen  (2,  p.  100)  aufgestellte  Theorem  erkenuea; 
„Weun  die  Elektricität  zu  gleicher  Zeit  aus  mehreren  Eloktrodcn 
fliesst,  so  wird  die  Spaunung  an  irgend  einem  Punkte  bestimm  direfc 
eiue  Linearfunctioii  der  Spannungen,  von  denen  dieser  Punkt  aflieirt 
sein  würde,  wenn  die  Elektricität  nur  ans  jeder  dieser  Elektroden 
eiuzelu  tliisso."  Dementsprechend  kann  eiu  jeder  Summand  (»«—!_*) 
als  Potentialfunction  betrachtet  werden,  welche  die  Spannung  in  \\>-\w 
Falle  darstellte,  dass  nur  eine  Elektrode  die  Elektricität  zuführte 
(urnl  die  anwere  Leitongafalrigkeh  unbeachtet  blieb).  Diese  würde 
aber  uach  Beer  ')  die  Fenn  /  logr.dg  besitzen,  wo  <iq  das  Element 
von  netiven  elektrischen  Massen  bedeutet,  die  in  dem  EiektrodenpBnttt 
{!■'„)  sowie  am  Rande  liegen,  und  wo  r  die  Entfernung  vom  Elemente 
darstellt  Denizulolgc  knim  logo  als  der  rerandexiiche  Teil  des  Po- 
tc-titiiils,  welcher  der  elektrischen  Masse  in  dein  Elektrodcnpunkto  {En) 
entspricht,  und  VH  als  derjenige)  des  Potentials  eines  elektrischen  Be- 
leges des  Randes  betrachtet  werden.  Em  also  diese  Function  i *  ta 
bestimmen,  stellen  wir  uns  die  begrenzenden  Ctirven  mit  Elektricität 
belegt  vor  und  ermitteln  die  Dichtigkeit  der  elektrischen  Ladung  so, 
dass  l'n  schliesslich  den  angegebenen  Bedingungen  genügt 

1)  Einleitung  in  ilic  Etcktnituiik  p.  3*«. 


i  Zm    Tkwtt 


,:;> 


'ii.'L'iiln'  kann  /unärhM  für  eine  Scheibe  ausgeführt  werden, 
;  die  Raudcorveu  Kreise  sind.    Dient  nun  der  MitWpuuW 
eines  jeden  Kreises,  dessen  Potontialfunction  bestimmt  wird,  als  Au- 
Glngs] in tifit  des  Coordinatonsystoms,  so  wird  Vm  als  Summe  wm  täte- 
von  denen  ein  jedes  auf  ein  anderes  System  hc- 
Ein  jedes  aber  kann  transformirt,  die  Coordinaten  Wnn«n 
nmge  rechnet  und  durch  einander   d  arges  tollt   werden.    Dadurch  wird 
■  ht,  mit  Bezug  auf  jode  Raudcurve  die  Gleichung  VII)  anf  die 
Puaction  anzuwenden,    in   der  als  unbekannte  Grössen  die  Dichtig- 
keit*: u    der    elektrischen   Belege   vorkommen.     Diese    I m  stiimm-n    sieh 
nun  eben  aas  den  Bleichungen,  welche  sich  schliesslich  durch  zweck- 
massige  Anwendung  der  Gleichung  VII)  ergehen. 

Die  Anzahl  der  Kreise,  welche  die  Ebene  begrenzen,  ist  natürlich 
Min  EiuHiiss,  da  Bio  die  Anzahl  der  rosultiroiidcn  Systeme  von  Glei- 
chungen bestimmt.  Indessen  sind  diese  Systeme  solche,  dass,  ohne 
der  Allgemeinheit  zn  vergeben,  die  Besprechung  des  Falles  zweier 
Kreise,  von  (Jonen  der  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  Segen  soll, 
hinreichen  wird,  die  Art  und  Weise  der  Rechnung  klar  zu  legen. 

In    diesem    Falle    sind   2   Polarcoordiiiaten-Systeme    einzuführen. 

Der  Anfang  des  ersten  Systems  möge  der  Mittelpunkt  des  kleineren 

derjenige  de«   /weiten  Systems  daa  Centrum  des  grösseren 

Kreises  Bein.     Die   positiven    Achsen  derselben    —    die   Centrale   der 

beiden  Kreise  bz.   die  Verlängerung  derselben   —  sollen  einander  be- 

U  id   die    Coordinaten  (Radius- Vector  und  Amplitude)  durch  o 

Bsd  0  bezeichnet  werde] it  dei   Bestimmung,  dass  ein  erster  der 

:■■  Index  (1,2)  angibt,  welchem  System  die- 
phürt,  ein  zweiter  ausserdem,  ob  der  betreffende  Punkt,  auf 
iphoric  des  kleiueiou  oder  des  grösseren  Kreises  liegt.  Der 
iLidius  des  kleinen  Kiviües  wird  ■/..  1;.  «„,  derjenige  des  grossen  KretsM 
aber  pK  heissen.  Auch  wird  es  vielfach  nötig  sein,  auf  dieselbe  Weise 
tu  unterscheiden,  durch  welchen  Kreis  eine  Function  bedingt  und  auf 
welches  System  dieselbe  bezogen  worden  ist. 

Die  Coordinaten   der   Elektroden   werden  von  jetzt  ab  durch  den 
kleinen  Index  o  bezeichnet. 
Es  ist  alsdann 

VIII)      Vn—   V„+Un. 

IX  der  weiteren  Entwicklung  uns  zuwenden,  mögen   in  Betreff 

:ü ■iin.i    von   der   Form    U  folgernde   allgemeine  Bemerkungen 

Platz   finden.     Es    bezeichne   einmal   schlechthin  p0  den  Radius  eines 

dessen    Mittelpunkt    '.1er    Anfangspunkt    des    Coordinaten- 

sei;    —    ;/    die    Dichtigkeit    de-    elektrischen  Beleges    eines 

ments  <l&  desselben  —  und  r0  die  Entfernung  des  variabelcn 

I'nnktes  (^ö)  von  einem  Bandpunkte  d>0#u)-    ^anu  ist 
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g  ist  aber  als  einfache  Function  der  Coordiuate  #0  aufzufassen,  deren 
Grenzen  0  uud  2k  sind.  Als  solche  kann  g  durch  folgende  Reihe 
dargestellt  werden 

M=OD 

X)    g  =*  2  (amcosm&0-\-bmsinm&0) 

m=0 

in  welcher  die  Coefficienten  am  und  bm  bestimmt  sind,  sobald  der  Wert 
von  g  ein  gegebener  ist  (cf.  *). 

In  einer  solchen  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von 
O  -  #0  =  g>0  fortschreitenden  Reihe  lässt  sich  auch 

logr0  —  ilogO2— 2qq0cq*<p0  +  q0*] 

-  logPo  +  ilog[(j-o)  -2^)  cos*0+l] 

entwickeln.  Es  ist  nämlich2),  wenn  l  zwischen  —1  und  -\-l  ent- 
halten ist 

log(l-i) £    - 

*l=i      7* 

also  auch,  wenn  a  einen  echten  Bruch  darstellt, 

n=cc  J 

log(l  —  ««'*)     =  —2?    -a»ein<f 

w=l  n 

log  (1  —  ac*9)  =  —    £  -  a»  e-^f 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  und  bedient  sich  zur  weiteren 
Rcduction  der  Formel 

ek-\-e~ie  =  2eost> 
so  ergibt  sich 

11=  X   J 

log(l  —  2aC0S<p-f-ft2)  =  —  2  £  -e^cosiNp 

*i=i  n 

Da  nun  q0  >  q  ist,  so  darf  logr0  in  der  Form 

M=QD1  (o  \u 
XI)    logr0  =  log  Po  —  2  -  ( ~  )  cos7i<p0 

n=l  w  \Po/ 


Verwendung  finden. 


1)  Vergleiche  u.  A.  RiemaD» 

2)  Stern,  Lehrbuch  d« 


■drangen  §  3S. 


■ 


Denken  wir  uns  nun  die  beiden  Reiben  X)  und  xi.i  mit  einutdu 

mulüiiliiiil  iiml  die  bot   entstehende  Reibe  in   die  Relation  IX)  sub- 

-tüinii,  so  gestatten  die  folgenden  unter  den  beistehenden  Hediugun- 

.'litu  Beziehungen ') 


/- 


I  o 


> 


/  cos 


[" 


■■■■  sehende  Rednction.    Wird 


cos  ii  dti  cos  ii  &  -\-  siu  nff0  sin  <ifr 
ergibt  dieselbe 


geseta, 

xii)    n  -  neSüog 


Wenden  wir  dieses  Resultat  auf  die  Relation  VIII)  an,  so  ist  zu 
i      bei  der  Function 

t'n    die  Ungleichheit    p,  >  $„ 

1 1- iiijtoniiiss   erhalten    wir   für  den  vuriabelen  I'unkt  ($,  *>t) 
hx.  (pjÖs)  die  Functionen  in  folgenden  Formen: 


XIVi      C«  -  sfc.  Slogh, 


•%■*  (6.Y 

■  -1»  VeW 


iii.s,,.'),  -,.i-|-siii'i9j.ABiS 


|coEit*t.ff1(a+»Jnnff|Ais) 


in  welchen  die  den    t'oefticienten  a  und  ft  beigefügten  ersten  [adle« 
sich  uaturiieh  auf  die  Suinmation  beziehen. 

liiiinitrii   sind   nun    mit  Hülfe    der   Gleichung  VII)    zu 
ieu.    Da  aber  die  Functionen    t',,  und  (7M  in  verschieden« 


5  InWgrale.     p.  2ftl. 
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Coordinaten -Systemen  ausgcdrueki  erecheineo,  so  iat,  iai 
fepentittion    4«    Function   V,  (cf.  VIII)    in  der  geforderten  Wafu 
nach  den  Normalen  der  beiden  Kreta)  sich  vollziehen  l&ssl 
mittclu,  ob  auch   ' ,,  auf  das  zweite.,   UM  hingegen  auf  ii 

igen    dargestellt  werden  kann.     Diese  Tr;in~iunnation  ergibt 
sieb  anf  geometrischen 

Wird  durch   den  Endpunkt  (plä.  3n)   des  I.inienelcmentes  dq%t 

mit  dem  Radius  ptl  um  den  Ursprung  des  I.  Systems  ein  Kreis  c>- 

-iii  ao  den  Ptmkt  o,t,  Slt  an  grenze  ml  es  Li  nienel  erneut  ila 

sei,  so  ist 


i/a  —  pi;  .(/0], 

Im  aber  .iii'-li 
su  ergibt  rieb 

dto-fti-^-«»» 

Sc» 

worin,  wenn  i 

die  Centrale  dantollt, 

8p,,        Ve«*  —  0*8111*9,, 
3pM                     Pm 

xu  setzen  ist. 

Beachtet  mau  ferner  dio  Beziehungen 

p,.,  =  rcosa^-j-Vp^5 — crsin*ff1( 

ain&„  =  -l*8in&,. 

[■dB  »..    =  ^ ■ " 

sowie 

loS1»  =  log''n  —  ll"g  [Pi**  ^  aPu  ■  Pi  cos(p„,  o,)  -f  g,B] 
I  erkennt  man,  dasa  die  Functionen 

utt  —  /?*«l0BrM''5M  3a*  —  ■£(n«aC0sni9(1.  +  A„,2ainm9a,) 


vollständig  auf  das  erste  System  bezogen  werden  können 

Die  Integra tionsgre uzen  von  f'„  bleiben,  da  die  Integration  sich 
Über  den  ganzen  äusseren  Kreis  zu  erstrecken  bat,  auch  nach  voll- 
zogeuer  Transformation  in  diesem  Beispiele  dieselben,  nämlich  0  und 

Nicht  immer  aber  isi    I:  , 
-■  der  beiden  Kreise 


■  li  durch  das  Priuciji,  das^  die  Integration  In  der  Tat  sicli 
Betracht  stehende  Curve  erstrockt. 

ist  schon  der  Fall,  wenn  der  Mittelpunkt  des  äusseren 
ansserlialb  des  innere«  Kreises  liegt  und  für  diese  Lage  /.'„ 
■'.'.'ire  System  li'.'/.'igen  wird.     Zunächst  hat  alsdann  prl  einen 

■    Wert: 


Vn 


ece-sff», 


-VS? 


■Mll-^„. 


Der  ersto  ^-ilt  für  diejenigen  Kreispankte,  welche  diesseits  (d.h.  dein 
Mittelpunkte  des  äusseren  Kreises  zu),  der  zweite  für  solche  aber, 
tnscits  der  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  liegen, 
-li  dem  Mittelpunkte  des  zweiten  Kreises  au  den  inneren 
iind.  Diese  l'unkte  bilden  auch  die  I tit.e oratio ns grenzen ; 
i  siel»  in  awei  Integrale;  das  üne  erstreckt  sieb  aber  den 
.i-i  isliogeii.  für  den  der  Wert  ps,  =  ...  —  ...  gilt,  das  au- 
4tc   iilicr  dm  .Lri'^-'.'i'ii   Kreisbogen,  für  welchen   ?.n  =  ...  +  ...  gc- 

wablt  werden  muse. 

Fallt   indessen  der   erwähnte   Mittelpunkt   in   den   inneren   Kreis 

.  fSIII  der  angegebene  Unterschied  weg.  und  bleiben  ttoeh  äft 

osgrenzen  wieder  dieselben  (0  und  2ji).    Die  weitere   1>- 

dieses  Falles  laast  anf  diejenige  des  obigen  sofort  schüCBSOI 

daher  allein  besprochen  werden. 


Wir  gewinnen  durch   geometrische   Betrachtungen 
jftBdfl   Relationen: 


wiederum  fol- 


8  i         !  ",,■ 


»♦M+y«11»-c»Biu«*I] 


sin»,,  =  v:lsin&„, 
Qu 

-  n„  ,  cos  ff 


cos  öu  =  - 


Klebe  die  Transformation  der  Fanctioncn 


-  £(am\aoim&u+bm\ 
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Der  Zweck  dieser  Transformation  ist  schon  erwähnt  und  so  wird 
erhellen,  dass  diejenige  von  Un  nur  für  den  Fall  auszuführen  ist, 
dass  der  variabelo  Punkt  (p^,)  ein  Punkt  des  innern  Kreises  ist 
Für  solche  besteht  aber  die  Ungleichheit  Pn>(>i  und  80  wird  logrtt 
in  folgender  Weise  entwickelt  werden  dürfen: 

*=<*>  1  (q    \h 
logrM  =  l0gp12—    £    -['-)   COS  »(fr,,  — 0,) 

Wird  diese  Reihe  mit  derjenigen,  durch  welche  gn  ausgedrückt  ist» 
multiplicirt  und  die  gewonnene  Reihe  in  die  Function  Un  substituirt, 
so  ergibt  sich  nach  gehöriger  Reduction  das  Resultat: 

«  MST  OD 

XV)  U&  =    U1%  —    £    {am2J(c0Cm)  +  bm2J(c08m)} 

m=0 

«=00    J  M  =  30 

—  £    -p^'COSn^.   £    {am2*J(cHCm)-)rlh*2*J(Cn*m)\ 
n=l  M  m=0 

tirroo  1  »»=» 

—  £    -^"Sinn^  .    £    {aw2.J(SnCm)-\-bm2-J(SnSm)\ 
n=l  n  m=0 

in  welchem  zur  Abkürzung  z.  B. 

2n 

r  ( !  v  ! 

/    \  —  )  8*n  n^J 2  * cos  w^m  •  Pia  •  ä —  •  €'^i t  ==  J(*H  Cm) 

gesetzt  ist,  mit  der  ausdrücklichen  Bestimmung,  dass  in  diesen  For- 
men bei  n  =»  0  statt  (- -■)    log?12  zu  schreiben  ist 

Bei  der  Umrechnung  der  Function  U1X  auf  das  zweite  System  ist 
nur  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  g2  >  Qu  ist    Dann  ist  aber 

logr, ^logQi—  £  -  [ -■  -1 )  cos n(&fl  —  fr2) 

w=i  n  \Qi  / 

Diese  Reihe  ist  mit  derjenigen,  in  welcher  gn  dargestellt  ist,  zu 
multiplicircn.  Durch  Substitution  des  Resultates  in  die  Function  Uny 
erhält  diese  die  sehr  einfache  Form 

m=x 

XVI)  Utl  =  U^  =  logp2   £  JamiiS((?0t?,«)  +  ÄWii/S(r0*m)} 

m=0 

—  2?     -  (—  )  COSnOg.    ^    {«iMlÄ(f„  C,„)  +  ^wl/S(f „*,„)} 
h=1    »  \Ps/  w=0 

W=  oo  1    /J  \  H  III  =  » 

m=1   n  \V2/  m=0 

wenn  zur  Abkürzung  z.  B. 


geaetst  wird. 

Dk  Werte  fler  in  den    Formen  XV)  nud  XVI)   vorkommendes 

lind    Daher   zu    ermitteln.     Diese  Rostinmiuug  ist  mü   iv.-it- 

hnnng  verbanden  und  daher  möge  liier  nur  die  kttrsa  An- 

dettlang  derselben  genügen,   und   aueb  diese  nur  mit  Rücksicht  auf 

die  Farm  XV). 

Wirt 

ninl  iler  Abkürzung  wegen 


*»  -  «-f vs^r** 

■.  ir  ferner  'ü'1  Grosso  ■  mit  olner  ae 
durch  die  Qleichuug 

Pii  —  !--u 
so  ergeben  sich  durch  Rechnung  die  Beziehungen : 


*>  fc-r  , 

ran  den    substitairl   diese  rational  machen  und  so 

erlauben,    die  Integration   auf  bekannt«  Weise   loszufahren,     Botox 

e  Substitution  der  Grössen  in  die  trigonometrischen  Farie.- 

Uonen   erfolgen    kann,  sind   die  cos «9...   und   siunO...  in  Reihen  n 

.  .   welche   nach  Potenzen   von   cosff  und  -in?  fortgehen.1}; 

iden  Rinomina  sind  dann  nach  dem  bi  i 

jcbrsaUe  zu  entwickeln,  die  dadurch  entstehenden  Reihen  nach  Po- 

.    ■,    7, -dneu,    alsdiinn  die  verschiedenen  Multinlicationeu 

«nfllhren    und    auch   die    so   entstehende   Reihe   in    angemessener 

[toi  einiger  Aufmerksamkeit  und  mit  Anwendung 

ilichcr  Operationen  wird  man  in  «lern  Resultate  eine  solch* 

.  '■!■    I< en,   dass    in   demselben   nur    rationale   Ausdrücke 


I    LcIiiIjiilIi     png,    140   seq. 
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enthalten  sind.  Sind  daher  die  Integrale  J  und  S  näher  berechnet, 
ßo  ist  die  Transformation  der  Functionen  Vlt  und  Vn  als  vollkom- 
men geschehen  zu  betrachten.  Soll  also  die  Gleichung  VII)  näher 
ausgeführt  werden,  so  ist  entsprechend  der  Differentiation  der  Func- 
tion Vn  nach  der  Normalen  des  I)  bz.  des  2  Kreises 

FM=  CTn+üi,    bz.     -  Un  +  Un 
sowie 

weil  p,  <  qu         logn«  —  logpi,—  £   -[-*-  1  cos»(*i  —  $u) 

n=l  **  \01*  / 
»=«  1  /p2«\2 

weil  0,  >  02*         logr&  —  log0*  —  2?    -  I  —  J  C08n(fr,— 0*) 

zu  setzen. 

Wird  nun  der  Gl.  VII)  entsprechend  VH  sowie  logn#  nach  qx 
differentiirt  und  nach  geschehener  Differentiation  gt  =  pn  gesetzt,  so 
ergibt  sich  eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Randpunkt  des  innern 
Kreises,  also  für  jeden  möglichen  Wert  von  #,  gelten  soll.  Dieses 
ist  aber  nur  beim  Bestehen  folgenden  Systems  von  Gleichungen  der 
Fall: 

XVII>       Lnanl— eiiM"1  2    \am2J(c„cM)+bm2J(cfl8m)}^^  ^—-COSn^u 

l  »»=o  01« 

n=l...oo  ( 

»*ni— Qnu~l  %  {am2J(«Ncm)-f-^m2^(«N«m)}« ^-t- sinn  Ol« 

m=0  01« 

in  welchen  n  der  Reihe  nach  die  Werte  1...  zu  erhalten  hat  Be- 
ziehen wir  ferner  die  Function  Vu=  ^21+^22  au^  die  Gleichung 
VIII)  und  setzen,  nachdem  die  Differentiation  nach  q2  ausgeführt  ist, 
p2  =  Q22,  so  ergibt  sich  eine  Relation,  welche  für  alle  Punkte  des 
äusseren  Kreises  besteht.  Soll  diese  aber  für  jeden  Wert  von  #2 
gültig  sein,  so  bedingt  dieselbe  folgendes  System  von  Gleichungen, 

XVIII)    n  =  l...oo 

m=co 

£    {amlS(c0Cm)-\-bm\S(c08m)\  =  1  + 022-* 
m=0 

(l  \n+l  m=oo                                                                   g^n 
—  )  Z    {Oml5(CnCm)  +  imiiS(cM*m)}  =■» — ryCOSn#2« 

022/  m=0  022   T 

(1  \n+l  m=oo  p2eu 

—  )  2    \amlS(8HCm)  -{-bmlSfatSm)}  ■=*  ~  "«XT  sin  w  #2« 

022/  m=0  022 

welches  entsteht,  wenn  n  die  Werte  I...00  erhält. 

Die  Systeme  XVII)  und  XVIII)  reichen  hin,  die  sämmtlichen 
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Unbekannten    m   bestimmen.     Bollen   z.   B.   die  die  Dichtigkeit  des 
len  Beleges  dea  inneren  Kreises  bestimmenden  Coeftkienten 
;   werden,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Unbekannten  SM  '"id 
&„i  nach   dem  System  XVIII)  durch  die  Yariahelu  am  und  i,„i  aus- 
gedruckt  und   diese  Werte   in   das  System  XVII)   substituirt  werden. 
eilenden  Resultate,  in  angemessener  Weise  geordnet,  können 
alsdann  mit  Beachtung  der  Relation 

and   bei  Einführung  folgender  Abkürzungen: 


<»(•») 


-^(./('■„(■.„(coBm^  +  ^e,,«,,,"»^,!,,,;)^!  -f 


geschrieben  werden; 

XIXl        Tfeiflifpti+feft^HI  =  <%(■) 


XX) 


£      \«,.Vi;(l»t)+l>plCi(pu)}      =<-■„(") 


r,  wie  angedeutet,  dem  n  die  Werte  l...x   bei,  so  kunnou 
wir  auf  die  von  dem  Verfasser  bereits  angewandte   Methode ')   aus 

der  Gleichung  XVIII)   1,   und   dem  System  XIX)  den  Wert  des  Aus- 
drucks 

cfif1il"i)-i-f'l,ies(pn), 

aus  XVIII)  1.  und  dem  System  XX)  ferner  deu  Wert  der  Summe- 

«piMpO -Hj>ic*(.P") 

Ilcrrogcn  -  -  .   und   Koetteria,  Lehrbuch  der  Elektrostatik. 
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bestimmen.  Diese  beiden  aber,  für  ein  bestimmtes  n  und  p  in  den- 
selben, bestimmen  die  Coefficienten  ap\  nnd  bp\  selbst.  Sind  diese 
aber  bestimmt,  so  siud  Un  und  U*2  und  somit  auch  VH  gänzlich 
bekannt. 

Die  angewandte  Methode  ist  allerdings  mit  zeitraubender  Rech- 
nung verbunden:  Mag  aber  auch  letztere  bei  nur  zwei  Kreisen  durch 
Einführung  des  sogenannten  „dipolaren  Coordinatcnsystems"  ein- 
facher sein,  so  dürfte  die  befolgte  Methode  bei  mehr  als  zwei  Krei- 
seu  die  zweckmässige™  sein,  da  alsdann  selbst  bei  Anwendung  der 
dipolaren  Coordinaten  mehrere  Systeme  und  daher  Transformationen 
unerlässlich  sind,  welche  nach  Untersuchungen  des  Verfassers  noch 
schwieriger  als  die  besprochenen  sein  dürften;  ob  dieselben  der  vor- 
zunehmenden Differentiation  angemessen  (cf.  VII)  erfolgen  können, 
bleibt  näher  zu  uutersuchen. 

Die  bereits  gewonnenen  Resultate  mögen  nunmehr  zur  Berech- 
nung der  Function  VH  in  dem  Falle  benutzt  werden,  dass  die  beiden 
Kreise  conccntrische  sind  In  diesem  Falle  reicht  wiederum  ein 
Coordinaten-System  und  somit  auch  eine  einfachere  Bezeichnung  der 
Coordinaten  aus.  Bezeichnen  also  die  beigefügten  Indices  nunmehr 
nur  die  Zugehörigkeit  einer  Grösse  zu  einem  bestimmten  Kreise, 
q  &  die  Coordinaten  des  variahelcn  Punktes,  so  ergeben  die  ent- 
sprechend geschriebenen  Relationen  XIII)  und  XIV)  (Ux  und  IL)  in 
Verbindung  mit  den  Reihen,  durch  welche  sich  log  »v  darstellen  lässt, 
je  nachdem  q  <C  Qe  bz.  p  >  q,  ist,  auf  Grund  der  Bedingungs- 
gleichung VII)  zwei  Gleichungen,  welche,  da  dieselben  für  jeden  Wert 
von  &  bestehen  müssen,  die  Relationen 

p2«->  .aH\  -  pj»"1.«^  =  -  n ;  -  Q~  [  J9*)      COS n  Ot         J 

1 

Piw  +  1.flwl  —  p2,l+  -"w2  =       -   •  Pt"  COS h  &f. 


zur  Bestimmung  der  «...  bedingen.  Die  Gleichuugeu,  durch  welche 
sich  die  h ...  berechneu,  ergeben  sich  aus  den  obigen,  indem  an  Stelle 
der  «...  die  h...  und  an  Stelle  des  eos»#,  sin  «fr,  substituirt  wer- 
den. Die  pag.  G4  erwähnte  Constautc  c*  ist  bei  der  Differentiation 
für  Raudpuukto  des    inneren  Kreises  —  0,    für   solche  des  äusseren 

Kreises    hingegen   —       zu  setzen. 


Führen   wir   i 


un  die  Bildpunkt c  der  Elektrode  (t>fp,)  in  Bezug 
und   den  inneren  Kreis  Bfn.    Dieser  ist  bestimmt 


•lun.'li  die  Coordinaten  •>, , 


13,  —  ■'-    und  liegt  stets  innerhalb  des 
liegt 


[reisest    jener  durch   die  Cnordinaten    '■*, .   ff,  = — 
P< 
lso  ausserhalb  du  grosseren  Kreises.     Alsdann  ist 


I COSUÖ,  . 


3  = COS« 


■-er 


Wird  in  diesen  Ausdrücken  co-sn#f  dnreli  siimfl,   ersetzt,  so  stellen 
u  die  Werte  von  i„i  und  /•„■■  dar. 

Gestatten  wir  uns  die  schon  angedeuteten  AMhivtipi^'h  und  sub- 
(ftniron  die  gefundenen  Werl.'  in  die  Relationen  XIII)  und  XIV)'), 
i  erhalten  wir  als  endgültig  bestimmte  Werte  der  Functionen  '  j 
iDd   U,: 


■.(*„-») 


'„-&) 


.  1 


Efwfthnen  wir,  dass  Ausdrücke  wie  log  p,  p"oob«ö  und    jCOSrf 

der  Gleichung  V)  genügen,  so  ist  unschwer  zu  beweisen,  dass  diese 
Werte  den  Updinsniiyen  für  das  dynamische  GleicligM wicht  vollständig 
gCCOgen, 

Dass  die  vorliegenden  Reihen  convergiron,  ergibt  schon  der  Vor- 

Ibon  mit  bekannten  Reihen  von  dem  Typus  Z 


"I 


,:(,:osj(I>.   welche  selbst  Bummirt  werden  können.    Werden 
HB    die    Resultate   in    folgender  Weise   umgestaltet,    s"    tritt   diu 
|  in  geometrisch  anschaulicher  Weise  /.u  Tage.    Es  ist 


I  in  (kr  einfacheren  öi'liriribwcise  iu  nehmen  lind, 


■ 


W   \       -=aw 


i'liiiri'n    wir   diese  Ttrilie    in    die   Wert«    VOU    '",    Bltd    ' 
vcrwiiiL.i.-hi  sieb  diese  in  unendliche  Doppelreihen,  welche  nachVerti- 
cal-Colotinc-n  angeordnet  werden  körnten.     Eine  jede  derodbeu   lässt 
miren,  wenn  wir  die  folgenden  vier  Systeme  von  Pakten 
auuTBbren,  «'.'Irin-  durch  die  Coordinatan 


Daher  bestimmt  sind :  es  bedeuten  hierbei    ]  =  x  und    *  =  u.     Die 

Ps  Pj 

"nahte  9t,  i sowie  die  Paukte  ■'',.,  ''....  liegen  innerhalb  des  Mel- 
ieren Kreises;  um  so  naher  dem  Mittelpunkte,  jn  p-üsscr  m  ist  l'f 
'nnkt«  or,  im  bn.  >'>..  s,.  dagegen  liegen  ausaeritalli  des  greeseroa 
Kruist-B  im.!  /war  um  so  mehr  vom  Mittelpunkte  ah  je  grösser  m  tat 
Werden  also  in  angedeuteter  Waise  dioReihoH  XXI)  und  XXII)  am? 
•■■  nehmen  dieselben  die  Formen  uu: 


vi- 


i  *  V  t  ' 


«.,,.„,;.,  -»)  +  £ 


!(';> 


COSfl(»i  — *)J 


I  "f  lC!'„')"w's"t'''-*>+"^B!  (/-)"i:osii(9. 


-«] 

Beachtet  man  aber,  in  welchem  BrAuanverhAltnune  die  Coor- 
dlnaton  der  gewählten  Punkte  so  der  Variabein  p  Btohon,  oh  dkaelhei 
tor  kleiner  als  (i  sind,  und  bezeichnet  mau  die  Entfernung 
des  Punktes  (j,  ö  von  deu  Punkten 

durch    <,.. 


man  berechtigt  die  Relation  XI)  anzuwenden;   midi 
Beduction  ergibt  sich  dann 


XXIII]      :   . 
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xxiv)    r.  =  iog[fl»,.fl,     f, ]„,_, 

bin  Function  i"„  stellt  sieh  also  dar  als  Logarithmus  eines  Pro- 
duetes,  ilessen  unendlich  viele  Factoren  l'„„  Quotienten  sind,  gebildet 
Entferatrogon  des  rariabeleD  Punktes  y&  vuii  Jeu  oben  be- 
/«■ü-tiii! ■(,■!]  Punktsystemen  sowio  den  Radien  vcetoren  dieser  Punkte 
Bollist  itud  q  ')■  Der  logarithmische  Charakter  der  Function  ertaubt 
aber  die  Quotienten  je  nach  dein  Verhältnisse,  in  welchem  g  zu  deu 

übrigen  Grossen  steht,  ob  ">-..,  so  zu  fassen,  dass  Ui e s ■  ■  l J ■  ■  ■  r i  i: r 

achte  Brüche  darstellen,  dereu  Grenzwert  im  Falle  »  =  oo  die  1.  ist. 
Ah»  folgt,  dass  unser  Resultat  anch  einen  endlichen  Weit  besitzt. 

Das  gewonnene  Resultat  in  21.  a.  22.  lässt  sieh  auch  in  änderet 
'isc  erzielen,  aus  welcher  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  dasselbe  der 
V)  genügt     Diese  lautet  nämlich  in  Polarcoordruatcn : 

Um  diese  Differentialgleichung  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Bedingungsn  zn  losen,  befolgen  wir  einen  dem  von  Euler  bereits  vor- 
benen  analogen  Weg2).    Wir  setzen 

V„  —  £  x„v„ 

Die  Reihe  befriedigt  die  Gleichung  XXV),  sobald  ein  jedes  Glied 
derselben  genügt.  Bestimmen  wir  nun,  dass  A'„  nur  von  p,  YH  nur 
von  »  abhängig  sein  soll,  so  zerfallt  die  Gleichung  XXV)  iu  die  ein- 
facheren simultanen: 


'  s*" 


Wert 


narl.ieiikire   Lösung   der  Gleichung  XXVI)    ist   aber  bei  jedem 
von  n  =:Ü...ao: 


eine  Milche  der  Gleichung  XXVII)  für  die  Werte  n  =  l...ot 

F«  =  an  cos  n&+rH  sinn* 


>  <■{.  Wolf,    lieber   eleu  D 

v  ilfr  Mathematik 

.    llillfi'iiii.il^lcii-liiinji 
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während  für  n  =■  0 

F0  =  ,*  +  ** 

zu  setzen  ist.  Die  beigefügten  Coefficienten  sind  als  von  0  und  q 
unabhängige  Grössen  aufzufassen,  die  zu  bestimmen  sind.  Setzen  wir 
daher 

und  bedienen  uns  der  angeführten  particulären  Lösungen,  so  wird 

XXVI)    !'„  =  G  +  £   - „(«KlC08wH-/3«l8itt«^)+^M(ffH2COSll^-}-/?W28infl^) 

wo  G  eine  leicht  findbare  Constante  darstellt. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  VII)  substituiren, 
so  führt  derselbe  Gedankengang,  der  früher  angewandt  wurde,  zu 
demselben  Resultate  XXIV) *). 

Da  die  Richtigkeit  des  Resultates  in  jeder  Hinsicht  zweifellos 
ist,  so  kann  dasselbe  zu  weiteren  Folgerungen  benutzt  werden. 

Lassen  wir  die  Platte  allseitig  unbegrenzt  zunehmen,  setzen  also 
q$  =  x,  so  wird 

««2  =  #m2  "=  0,    d.  h.     U$  =  0 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  zwischen  p  und  Be ,  dem  Bild- 
punkte von  (pfc#r),  mit  ?V,  so  ergibt  die  Substitution  dieser  Werte  in 
die  Gl.  XIII)  und  XIV)  nach  Anwendung  der  Relation  XI) 


I »  =  Ui  =  log  (?) 


Setzen  wir  hingegen  p,  =  0,  lassen  jedoch  q2  einen  endlichen 
Wert  behalten,  so  wird 

«ui  ~  #tii  =  0,    d.  h.     Uj  =  0 


1)  Vergleicht  rann  die  Form  XXVI)  mit  dem  Ausdruck  von  L\  -f  U% 
nach  XIII)  und  XIV),  nachdem  in  diese  die  Grossen  o*l  und  cnl  eingeführt 
sind,  so  findet  man  leicht,  dnss 

fjLn  =  COSitfr,  ;    vn  —  BÜln^ ;    U  —  ~ ft"+1.*di    X"  ~  Z 'Z^'  Cn2 


7t     f/t\Qtl 
7t       ft\ft> 


wir  diese  Werte  in  XIII)  um!  XIV)  ein  and  reduciraa 
■o  folgt,  unter  ./,   die  Entfernung  zwischen  p  und  A, .  <!'  »■ 
Uililpmikio  des  (p.  9<)  in  Bezug  auf  pa,  verstanden, 


-*-*$) 


Eine  weitere  natürliche  Bpecialisirang  ist  die,  dass  nur  2  ESA- 

irbaudcn  sind,  von  deneu  die  eiue  der  kreisförmigen  Platte 

ileu  Strom  zuleitet,   die  andere  wieder  fortführt.     In  diesem  Fidle  int 

1 ...  =  /■;  nach  Gleichung  III)  und  nach  Gleichung  VI),  i 

Muten  Summanden  zusauimengefasst  werden, 


r-c+5 


E 


-OS) 


Liegen  ferner  die  Elektroden  auf  dem  Rande,  s 
also  J[  =  r,  und  ./s  =  r,  und  sonach  ist 


AehnlEches  Resultat  gilt  auch  für  eine  unbegrenzt  grosse  Platte, 
im   diese  ./,  =  ../,  wird  uud  so 


r-c+s 


'»(?.) 


vird')- 


:■  ii    frühereu    Resultaten    wie    21,    22,    .  .  .     lassen    sich 

wekbe  für  eine  von  zwei  parallelen  Geraden  he- 

■:i ;)     im  den  Uehergang  zu  vermitteln,  denken 

um   den  Mittelpunkt    0  der  lieiden  «'uieentmeln  i; 

und  e»  einen  weiteren  mit  dem  Radius  Tl  gezogen;  es  sei  ß<Cpi  <Lpr 

so  Kreise  von  einem  Radiusvector  in  den  Punkten  f>D,fX 

u,  au  können  diese  ihre  Lage  uugeandert  beibehalten,  wiik- 

der  Punkt  O  auf  dem  Radius  in  der  Richtung   DtD  immer 


)  Biber  die  «eiteren  Folgerungen   »os 

he  Beuv  I,  c.  p.  :»50  si'q. 

eC.    Fiotvh,     Zur     Integrntion     der 


i  und  den   vorliiTi.-theriilr 


iellcn     DiScreni 
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mehr  fortbewegt.  Uuabhäugig  von  der  Grösse  dieser  Bewegung  ist 
aber  g  =  R-\-r^  wenn  x  die  kleinste  centrale  Entfernung  eines  Punk- 
tes (gx>)  von  dem  Kreise  R  darstellt;  schneiden  ferner  die  den  Winkel 
t> — Oe  einschliessendcn  Radien  vectoren  g  und  ?«  auf  dem  Kreise  R 
den  Bogen  (y—ye)  ab,  und  werden  die  Bögen  y,  y$  vom  Schnittpunkte 

der  Polarachso  mit  dem  Kreise  R  an  gerechnet,  so  ist  #— &$  =    ~J?*  • 

Wird  nuu  aber  R  unendlich  gross  und  in  diesem  Falle  die  ursprüng- 
liche Polarachse  als  Absei ssenachsc  (x),  die  dem  Kreise  R  =  oo  ent- 
sprechende zur  Polarachse  senkrecht  stehende  Linie  aber  als  Ordi- 
natenachse  (y)  aufgefasst,  so  sind  die  eingeführten  Grössen  xu.y  nichts 
auderes  als  gewöhnliche  Coordinaten  des  vorhin  definirten  rechtwink- 
ligen Systems.  Beobachtet  mau  ausserdem,  dass  nach  bekannten 
Regeln  der  Differentialrechnung  für  R  =  oo 

R+m        * 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  für  die  Werte  21.  und  22.  folgende 
Ausdrücke : 

zt+x€-2x%  **-*• 

XXVII)  ^^-. ^— -e     ^    cos«^ 

1 —  e       R 

«=•1    e   ""   R  ~     +eU~*       u-~~*±  y  —  y, 

XXVIII)  U,  -  2  - -J— e     *    co*ny—* 

1—6  R 

Da  aber  R  ins  Unendliche  wachsen  soll,  so  stellen  sich  die  Summen 
derselben  als  bestimmte  Iutegrale  dar.  Setzen  wir  nämlich  n  =  Äp, 
so  wird 


XXIX) 


/•  1    eP(*i +*«  -  -**)  +  «PC*  i  -  *«) 
p l-«M«,-«.J eP(*i-*>cosp(y-y,)rfp 


o 

00 


p l-e^-*.) eP(*-*.>C06p(y-y«)<*p 

0 


_,.* 


ilie  kürzesten  Linien  auf  den 

Mittalpunktstiächen. 

v.>» 
R.  Hoppe. 


LXicb  entspricht  jeder  Krü imiiislinii'  riiic  kürzeste  Linie 

auf  der  zugehörigen  iMitti-lj litsMiiehe.    Lct/iere  hat   di  i 

ESgenscnaft,  weiche  sie  unter  allen  Kürzesten,  die  vom  selben  Punkt« 

■  i  - --■  ■  i  ■  1 1 1 1  ■  ■  t .  Es  fragt  aien:  Welche  Linien  auf  der  l  rilüelie 
Entsprechen  aborhaupt  den  Kürzesten  auf  der  Mittelpunktafllleher 
Die  Lösung  wOrtte  für  die  Theorie  der  Flüchen  '2  nonc  Liniensyatew 

■  ■ii  jedes  Clin1  Scliai'  Mm  Kriiiiiiniiii^sliiiirii  in  sicli  in-^iTitt. 
iL-  Aufgabe  redurfrl  Bieti  auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 

luanlrtsflilchc ,  dargestellt   iu  Elements« 

he     Die  Aufstellung  -in -t  Lilciirlmn^  njüchti-  tieltetcht  an 

.     inii-    tntcrease   bieten,   sofern   sie  einfacher   ausfällt,   ah 

tiell  erwarten  lässt     äic  ist  -   Ordnung,  im  allgemeinen  nicht  bnan] 

Du  Folgende  bnschranfct  sich   auf  Untersuchung  der  Fälle,   wo   Bio 

linear  wird,  wo  dann  Mcauiitlirli  eim1  l'arliudai-liiMuie.  liier  mtl.  Ans- 

.  irr  Darstellung  des  ganzen  Systems  hin- 

j.  1.    Differentialgleichung  der  Kürzesten  überhaupt. 

Die  Dedingungou  einer  Kurzesten  ■<  sind: 

iS-y 
i  »>  '      '  ÖV" 

dji    itichtungscosimuj  der  Nonnale  bcmi'.lmtw ,   ■■■ 


.-.' 


82         Hoppe:  Utber  die  iürxttten  Linien  auf  den  Mittet/ninkUfläcken. 

Bx    By    Bz 
climiniren  ist.     Die  Multiplicatorcn  *-»  tj-»  g-  geben  die  SnmmeOM). 

Da  nun,  wenn  u,  v  die  Parameter  der  Fläche  bezeichnen, 

Bx       Bx  du  ,  Sx  Bv  . 

"ö" '  *=3  ö—  q~   i~  o  '  "q"  •      CtC. 
CS  OH  CS         OV  CS 

ist,  so  folgt,  dass  die  Resultate  der  Multiplicatoren 

Bx     By      Bz  Bx     By      Bz 

et«      du      du  ov      ov      ov  y  ' 

unter  sich  identisch  sein  müssen,  dass  also  jedes  für  sich  symmetrisch 
nicht  nur  zwischen  r,  y,  z,  sondern  auch  zwischen  n,  v  sein  wird. 
Diese  symmetrische  Gleichung  soll  gefunden  werden. 

Sei  längs  der  Kürzesten 

Bv  .        32r  3*  / 

*-£'      *=8^;       °  =  du  =  Ve+2/k+gl* 


wo  <•>  /»  .7  di°  Fundamentalgrössen  1.  Ordnung  (s.  Arch.  LIX.  p.  227.) 
bezeichnen.    Dann  ist 

Bx 

Bs       \Bu^  Bvn ' t  o 


Difforcutiirt  man  noch  einmal  und  setzt  zur  Abkürzung 


"-i£+(!+«v+(t:+i£)ij+j»"' 


B*X  S2J-  B2r 

I\  =  —■  -4-  o  -    -  *  4—-*/-« 

C?*"    '        CMC/'        '    CW* 


so  kommt: 


eftr 

a;* 


■M^+w-d+w^-^ 


Multi]>licirt  man  die  3  analogen  Gleichungen  mit  den  Grössen   (1), 
nimmt  die  Summe  und  setzt 

so  erhalt  man  nach  Multiplication  mit  o4  bzliw. : 

Po2  —  M(e  +/fc)  —  flWfc'  =  0 
P'  d*  —  Af (/+  gh)  +  <8*'  —  0 


tlfir/,01.  sn 

■  :  f  Coefficieiitcii  iu  (2)  sind  in  il^r  l-'l;V.li"Titln.'orK\  Anh. 
Lwickoll   worden.     Nach  Einsetzung  geh 

.':■■  i.-in-tiiLiiuDud : 

daaa  die  zwei«  nach  Multlplicatfon  mit  — t  in  die  erste 


S.    Differentialgleichung  dar  Kfircesten  auf  d«l 

Mittelpiinktsflache. 

Von  jetzt    ;m    mögen   ■■<.  w  Parameter  der  Krutnmungslinwn  auf 

li"  hi'in.     lliv.i'irluicii  iiKifli   [Jer  FhudiunÜieorie 

2.  Ordnung,  ao  ist  /  =  0,  F-  0,  und  die 
ülion  haben  auch  $.  24.  die  Werte; 

P  — ft-   Um      Pj  "-  5  W 


■■;  (3)  auf  diejenige  Mittcl]>imlctsäftehQ  mi. 

■ . ' - n l  von  di  i   l'rtl.ii-lic  Üui.L's  ili-i-i-ii   Normale  ■     a  ist,   und 

:    zu    ikrsellicH  durch  den  Iudex   1.     Der 

■  ■■■it   bezeichne  die  Differentialion  nach  i>.     Ferner  Bei  nur  Ahkilr- 

XBIIg 

■  ■■  lim   auf  dor  Kugel  constanl  nufl  uirj 
N.h'Ii  5-  Ä7.  der  Flächentheorie  ist  dann 

Fuhrt  mau  diese  Weih:  in  Gl    (3 ■  ..  :.  g,  r-  ein,    *o  bebau  riej 

Kelche  A  nicht  enthalten,  mithin  der  von  1   u 

iten,  und  es  bleibt  nach  Division  durch  Marl  : 

■«<■■    , 


84         Hoppe:   Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mittel punkttflächen 


V 


du       iY  hdu 

8« 


2h 


(7) 


f-Lt 


/* 


Jt 


ir  = 


*-~2A 


OJL  A  ~  I, 


Ä        SA 


VW 


(8) 


Diese  Gleichung  zeigt,  sofern  sie  durch  k  =  0  befriedigt  wird, 
dass  der  Krümmungslinie  r  =  const.  eine  Kürzeste  entspricht.  Diese 
Lösung  scilliessen  wir  aus,  indem  wir  von  jetzt  an  umgekehrt  n  als 
Function  von  v  betrachten.    Dann  lautet  die  Gleichung: 


S+D©+d"+«'=« 


o*u 

a 


(9) 


Die  vorstehende  Darstellung  der  Coefficienten  T7,  F,  W  hat  den  Vor- 
zug, dass  sie  nur  von  2  Functionen  p,  h  abhängt,  welche  sich  nach 
Eiusctzuug  ihrer  Werte  (4)  (5)  in  4  Functionen  <»,  #,  A',  6-  auflösen 
würden. 


§.  3.    Schlüsse  auf  die  Fundamentalgrösscn  der 

Urfläche. 


Nach  Gl.  (5)  ist 


,  >-tf 


.7 


(10) 


Qi 


Q 


Nach  §.  22.  der  Flächentheorie  Gl.  (8),  wo  F=  0  zu  setzen  ist,  fin- 
den zwischen  den  Fundamentalgrösscn  folgende  2  Relationen  statt: 


dE 


1   ,  1  \  <V       d(i 


I  ^-- 


V=4A+M 

4  VP      Qt/ou 


BE 

BT 


das  ist  nach  (10): 
Ausserdem  ist  nach  (4)  (10) 


(ii) 


(12) 


Letztere  Grösse  nach  n  differr 
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wo  zur  Abkürzuug 


A'  = 


ÖMlog^ 


(13) 


gesetzt  ist.    Dies  verglichen  mit  (11)  giebt: 

y,/  =  (i-A')y/< 

Vermöge  dieses  Wertes  gehen  nun  die  Gl.  (10)  (12)  (11)  über  in 

9t  -  9  (l  -  \)  5      Ü  =  ^  A(A-l) 

a;-;      1  1— 2  a  s« 

Pv>   "  2p   1 '—  A'   cn 

Gl.  (12)  differentiirt  giebt: 

cL        1  er        rp 

verglichen  mit  dem  Vorigen: 

und  mau  hat  folgende  Werte  der  Fnndameiitalgrössen: 


/•;==7f,,pc   •'   c  ;    <v  =    K(K—  l)    J 


(14) 


wo  »*!  willkürliche  Function  von  n  ist,  und  c  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  bezeichnet.  Die  Grössen  //,  e,  K  werden  sich  im 
Folgenden  bestimmen. 


§.  4.    Bedingungen  der  Liucarität  der  Differential- 
gleichung, j 

Die  GL  (9)  wird  ohne  Transformation  linear  iu  w,  wenn  r/^0,       i 
und   V7  W  Fuuctionen  von  v  allein  siud.  l 

Die  Bedingung  U  *=  0  giebt: 


$(j         Hoppe:   (Jeher  die  kürzesten  Linien  auf  den  MUlelpunktitftäcken. 


dadurch  wird 


dg 

h  =  xg^    (x  Funct  v.  v) 


V       *dm\*'d*)-      2« 


2x 


Diese  Grösse  ist  unabhängig  von  «,  wenn 


Das  vollständige  Integral  letzterer  Gleichung  hat  die  Form: 

g  =  «p(u^-f-v)    (fi,  v  Funct.  v.  v) 
nach  deren  Einsetzung  folgt: 

u'  v' 

K=i(log0 

A  »  Xficp'(ttfi-f-v) 
Setzt  man 


<p'(tifi-J-v)  =  -■ ;     k?  =»  wji'-j-v' 


so  kommt: 


CO 


/i    =    I  K- 

cu 


t      w 

CO  '         c  0) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


Solange  nun  p'  nicht  null  ist,  ein  Fall  der  noch  zu  berücksich- 
tigen bleibt,  kann  mau  #,  tr  als  unabhängige  Variabele  betrachten. 
Dann  ist 

r\  ff 

K-(t>  const.)  =-  fi';      h>'(i*  const.)  =  —ic-\-k 

u'V 

Nach  Einsetzung  der  gefundeneu  Werte  geht  Gl.  (8)  über  in 

2p  ir  -  ft» +  2A  +  («,  Ö^ti  _  xf.')  |?-  (20) 


wo  zur  Abkürzung 


gesetzt  ist. 


(21) 
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Von  den  3  Bedingungen  ist  die  erste  durch  Elimination  von  h 
erledigt;  die  dritte  soll  durch  Integration  der  Gl.  (20),  in  welcher 
W  Function  von  t>,  erfüllt  werden,  indem  wir  a>  als  Fuuction  von  w 
bestimmen,  dabei  aber  v  als  constant  betrachten  Endlich  ist  noch 
das  erhaltene  w  gemäss  der  zweiten  Bedingung  zu  bestimmen,  welche 
nach  Gl.  (18)  verlangt,  dass  es  Function  von  nu-f-v  allein  sei. 


§.  5.    Lösung. 
Sei 

dann  lautet  Gl.  (20): 

2fHK+(*-2)i  =  4?+  (%-**')£  (22> 

(ir*  \  Bob 

—  — xu' )  Q—  bei  verschwindendem   2u1?r  +  A  nicht  un- 
W        -      '     / OW  i 1         • 

endlich  wird,  und  nicht  überdies  das  Product  beider  Grössen  einen 
endlichen  (d.  h.  von  0  verschiedenen)  Grenzwert  hat,  so  muss  der  von 
w  unabhängige  Ausdruck  zur  Linken  null  sein,  und  man  hat  nebst 

2  —  n 

die  homogene  Gleichung: 

7to)dtc1-\-(icl  —  Hu.')d(a  =  0  (23) 

deren  vollständiges  Integral  die  Form  hat: 

ict  =  aa-\-ßco€  (24) 

Nach  Einsetzung  ergiebt  sich: 

1  xu' 

e  = ;     a  =  — ~r ;    ß  willkürlich  (24*) 

Die  zweite  Bedingung  fällt  weg,  wenn  mau  ß=0  setzt.  Für  n=~  —  1 
hingegen  wird  das  Integral: 

?/*j  =  — x^'wlogo)  (25) 

Die  Bedingung,  unter  der  w  Function  von  w.u-|-v  ist,  lautet: 

a©  deo 

du  r       cü 

r 

"^brentiirt  man  hiernach  Gl.  (21)  partiell,  so  kommt: 


38         Hoppe:  Uebcr  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mittelpunkts/lache*. 


j*'(2jf,?r  +  ;i)  =  Ajft(a-f /fco*-*) 

(^  '^+*)(2f«i«-+il)  +  H<fi>+r)  -  2V>(«  +  jfc«><-l) 


woraus  nach  Elimination  von  A7: 


+  a'co  +  (0'+f'logw)<»€ 


(fi1»r+A)(2fi1tc  +  Z)  +  M?(fi1V+r)  =  a'w  +  OS'+e'log»)»* 

-  «  Kf*it''+A)  +  (/r— ^  +  «rlog»)«'  (26) 


Da  €  nacli  Voraussetzung  nicht  =  1  und,  weil  =  — 
sein  kann,  so  muss  zunächst 

«'0 


-.   nicht 

7t9 


0 


ß' f  =  0;    t' 


0 


(27) 


sein,  sofern  co  niclit  rational  sein  würde,  den  einen  Fall  ausgenommen 


wo 


CO 


« 


(28) 


wird.    Jetzt  wird  Gl.  (26)  unabhängig  von  »«•  erfüllt,  wenn 

-W-^,+/V=0;    (s^-^A+A'-O;    A*  =  0        (29) 

gesetzt  wird.    Allen  diesen  Bedingungen  kann  man  durch  die  dispo- 
uibeln  Grössen  x,  p,  v,  «,  0  leicht  genügen.    Zuerst  hat  man: 


tu 


+  1=0;     ^'-«(l-J)     ( 


6  const.) 


(30) 


Nun  ist,  wenn  man  erstcre  Gleichung  entwickelt, 

2^  '     u"       %' 

—  —  =  2^«  =  fi0  =  f*i+  -r  —  -     oder 

*'       2_+i       «  ?" 
i"""«     f,1  +  f*' 

daher  nach  letzterer 


(31) 


./r 


*> 


a         x    '    fi'  €      ri  '       jit 


(32) 


Dies  in  die  1.  Gl.  (29)  eingeführt  und  durch  (ix  dividirt  giebt: 
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und  nach  Integration: 

2  2 

1--       1+- 

f*i  M  yf*     *  f*'     €    (Y  const.)    oder 


-i-2 


(?)'(?)  ' 


y**(* 


t\\< 


(33) 


und  nach  neuer  Integration: 

2 

und  nochmals  integrirt: 

Die  3.  Gl.  (29)  fordert  k  =■  0,  das  ist 

v  =  riH    (r\  const.) 

die  1.  GL  (27)  giebt:  ß  =  &a  (&  const).    Integrirt  man  Gl.  (31)  und 
nimmt  Gl.  (24*)  hinzu,  so  erhält  man: 

2  2 

* = ffi (?)  '**''  B  ~  S (?)  * *"  K  con8t) 

Eliminirt  man  p'  mittelst  (33),  so  kann  man  fi  statt  v  als  Unabhän- 
gige betrachten.    Es  wird 

o  =*=  «sf*2(ä —  fi*)-!'""1;     ß  =  #a;     v  =  17a 
e  — 1 


«/i 


3 


a8 


wo  znr  Abkürzung 


«2 


gesetzt  ist.    Jetzt  findet  man: 

/dw0         1     ^8V©+^         1       /»l  +  fott»«-* 


90         Hoppe:   Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Milttlpunhy fläch tn, 

oder 

__      Q  da  $   da> 

~~      2  9»r0  2w  8p 

und  die  Fuudamontalgrössen  (14)  werden: 

€  —  1  tt*  (\  Q      9co\ 

ü,  =  «1?» ;     (r  =  «,  —  (-^T^7+,  ^-i  +  j-,  9^  j 
woraus: 

Wegen  A  =»  0  wird  nun  W=  0  und  die  Gl.  (9),   welche  dann 
lautet: 

giebt  nach  Integration: 


*?  «,  ^  l/* ** =  - 


und  nochmals  integrirt: 

Dies  ist  demnach  dio  Gleichung  aller  Curven  auf  der  durch  obige 
Fuudamontalgrössen  bestimmten  Fläche,  welche  den  Kürzesten  auf 
der  Mittelpunksflächc  entsprechen.  Für  A  ^  0  erhält  man  die  Krüin- 
mung8linie. 

§.  6.    Spcciellore   Lösungen. 

Aus  Gl.  (34)  erhellt,  dass  für  ein  constantes  w  die  2.  Haupt- 
krümmung null,  die  Fläche  also  abwickelbar  ist.  Soll  aber  o>  von  u 
unabhängig  sein,  so  muss  es  auch  icu  daher  auch  w  —  p'n-\-v'\  folg- 
lich entspricht  der  Fall  nur  p'  =  0,  und  für  diesen  ist  die  vorstehende 
Entwicklung  ungültig. 

Angenommen  nun ,  dass  p'  =  0  sei ,  so  reducirt  sich  der  Aus- 
druck (8)  auf 

IT-1  fr*         V'*'\        **>**  + V> 

f*  v       **  i    *  r©'(tt^+v)]» 
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Er  kann  nur  unabhängig  von  u  sein,  wenn 

also  q  linear  in  up-\-v  ist.  Dann  wird  nach  (15)  h  unabhängig  von 
w,  daher  AT=  0,  woraus  das  vorige  Resultat  entsprang.  In  der  Tat 
ist  der  ausgeschlossene  Fall  nur  der  einer  abwickelbaren  Fläche. 


was  bisher  ausgeschlossen  war.    Hier  ist  —  als  Function  von  tr0 


Eine  neue  Lösung  ergiebt  sich ,  wenn  wir  in  (24)  ß  =  0  setzen, 

et 

**f*+ v  zu  bestimmen.    Stellt  man  tct  =  wO^w+A)  in  ?r0  dar,   so 
kommt : 

10 


vo 


pv"-p'v'-L"-^V 
A  =  ^r-v;    B  = \ra ^~  (35) 

gesetzt  ist.    Diese  Grössen  müssen  constant  sein;  dann  bleibt  noch 

■-s£  -  c-y*         «»> 

durch  %  zu  erfüllen.    Die  erste  Gl.  (35)  giebt: 

v  =  C\k—A 

Dies  in  die  zweite  gesetzt  giebt:  B  =  .1,  und  ft  bleibt  willkürlich. 
Jetzt  wird  wieder 

to  =  ii*(u-\-t])*  =**  w0*    (Man  würde  noch   einen   constanten    Factor 

hinzufügen  können.) 
Durch  Integration  der  Gl.  (36)  ergiebt  sich: 

A-Ä5Tfl?»   i-y-^db)5  *-i-w*H-i>  =  ^ 


woraus: 


•-•«Vi     *~;+^ 
J£  —  iijtffi* ;     6?  =  yxu  (u  -f  17) 

--  —  ft(H+i?)s 

0* 


92         Hoppe:    Ucber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Millt-lpunktsßächcn. 

Gl.  (9)  wie  oben  integrirt  giebt : 

du  |  /  x  fi'2 


d»= A*\/ ^= A* 


u  =  Ai 

j  *j\ 

Endlich  ist  noch  der  Fall  »-f-1  =  0  zu  berücksichtigen,  woraus. 

f»'4 

Hier  gilt  die  Gl.  (25),  welche  dann  lautet: 

tri  =  —  r^»»iog« 

Die  Untersuchung  ist  wie  die  der  Gl.  (24)  für  ß  =  0,  nur  tritt  au 
die  Stelle  der  Grösse  (36)  hier  ~xu',  und  man  hat,  da  x  nicht  mehr 
disponibel  ist,  die  Gleichung 

durch  ti  zu  erfüllen.    Sie  reducirt  sich  zunächst  auf 

n'4  ,    /u'\' 

woraus  nach  Integration: 

Im  übrigen  bleibt  der  Gang  der  Rechnung  derselbe. 

Will  mau  nun  noch  den  übergangenen  Fall  untersuchen,  wo  die 
Linke  der  Gl.  (22)  nicht  verschwindet,  so  ist  die  nicht  mehr  homo- 
gene Gleichung 

7tco  dwt  -\-  (tct  —  X{|/g>)8g>  =  */>(r)G)  Btc 

zu  integriren,  die  wenig  Aussicht  bietet. 


Miscellen.  Q|J 


VI. 

Miscellen. 


1. 

Ergänzende  Berichtigung  zum  Aufsätze  „Neue  Eigenschaft  der 

Kegelschnitte". 

Im  62.  T.  N.  IV.  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  £?j  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Drei- 
eckes, dessen  Ecken  Osculationstripel  bilden,  sich  folgendermassen 
ausdrücken  lassen 

•—5 

V  —  TT  S 


3  *=itt*2  —  q 

Die  erste  Gleichung  besagt,  dass  der  Schwerpunkt  eines  solchen  Drei- 
eckes auf  der  Nebenachse  des  Kegelschnittes  liegt. 

Nun  ist  der  Ausdruck  für  17,  wie  ich  durch  gütige  briefliche  Mit- 
teilung von  Seiten  des  Herrn  Dr.  G.  Sidler,  Universitätsprofessor 
in  Bern,  aufmerksam  gemacht  wurde,  in  Folge  der  Gleichuugen  (6) 
des  erwähnten  Aufsatzes  gleich  Null;  d.  h.  der  besagte  Schwerpunkt 
muss  auch  auf  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  liegen. 

Dies  lässt  sich  leicht  nachweisen,  denn  es  ist 

jj       "*     =  <Z*(")i  ~  g(*)i  M%  +  3g(u)3-f-  Mi  <M)3 

ii   (Mi*  —  2) 

Der  Zähler  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  gleich  Null,  während 
der  Nenner  von  Null  verschieden  ist;  somit  lautet  der  Satz:  Die  Os- 
culationstripel haben  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  gemein- 
samen Schwerpunkte.  K.  Zahradnik. 

Agram  14.  October  1878. 
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2. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Kardioide  *)• 

Aus  jedem  Punkte  (xy)  der  Ebene  der  Kardioide  können  wir  drei 
Tangenten  au  dieselbe  legen,  und  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  in  u  kubischen  Gleichung*) 


y  y 


0 


(i) 


Die  Berührungspunkte  «i,  «2,  %  bilden  ein  Dreieck,  das  Be- 
rührungsdreieck, welches  dem  Punkte  (xy)  als  dessen  Pole  entspricht. 
Zwischen  den  Parametern  der  Berührungspunkte  bestehen  nun  die. 
Relationen  : 

Mi  =  ui  +»*a+«*3  =  ~  T 


x — 4a 


(2) 


(u)8   =  U^Hq  = 


y 


Wir  können  nun  uns  die  Aufgabe  stellen,  welches  ist  der  Ort 
der  Pole  constanter  BorüTirungsdreiecko  bei  der  Kar- 
dioide? 

Bezeichnen  wir  mit  D  die  Fläche  des  Berührungsdreieckes  u^uu.^ 
welches  dem  Pole  (xy)  entspricht,  so  ist 


2D=  -3~ 


17(1 +  ***)* 


(4a) 


2 


3 


n(i-W)* 

*=1 


4a(l  —  V)  8a^     (1+V)2 

4a(l— w**)  &m2     (1  +  V)* 

4a(l-V)  *<"*     (l  +  "32)2 

l~Ml2    w,  1  +  2V+V 

1-u,2    ^  1  +  2*22+m2* 

1—  ?*j,2    «,  1  +  2u32+m,4 


Bezeichnen  wir  die  Determinante  mit  P  und  ihre  m  Teilcolonue 
mit  m,  wo  der  Ort  der  Ziffer  die  Stellungszahl  der  ganzen  Colonne 
bezeichnet,  so  ist 


P=  111  +  112+113+211+212  +  21« 


und  wegen 


111  «=  0,    212  «=  0 


*)  Grunert-Hoppc:  „Archiv  ' 
Teil  59. 


"Mrie  der  Kardioide. 
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ist 


1  Wj    ut2 
1  Wj    us2 


+ 


1    Wx     t*!4 
1    «3     tt34 


«*j2   1*2     1 
tt22   Wj     1 

«33   M3     1 


Wj2   t*j    ttj* 
W22    M,    ?i24 

w32  w3  w34 


Setzen  wir  nun 


J  — 


1    ^    V 

1       Wj      «2 


2 
2 


1      t*3      tt3 

so  geht  der  Ausdruck  für  P  über  in 

*-  ^P-Mi+M^+MiMJ 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  in  (2)  erhalten  wir 


(3) 


(4) 


Um  nun  d  mittelst  der  Werte  (2)  auszudrücken   bilden  wir  //2  und 
erhalten  nach  geeigneter  Transformation 


z*2 


3 

■2(W)i 
—3 


Mi 

—  6 
8(«)s 


=  27 


x 


1 

y 


2x 

y 


—6 

-3(«)1  +  3(«)3 
2(u)t  (n)3 


—  2 

4(#  —  a) 

y 


—  1 
4.27 

y4 


a;  —  4a  2*(a; — 4a) 


y 


y 


2 


x*-\-  y2  2ay 

2ay       y2-j-a:(a; — 4a) 


somit  ist 


^[{x*+y*)*-4ax(x*+y*)-a*y*\ 


(5) 


/>  = 


4  .  6*. 27  02+  (a;  +  2a)x]2[(a;2+y2)2— 4aa?(a;2+y2)  — 40^*] 


Was  nun  den  Ausdruck  für  77  betrifft,  so  ist 


(6) 
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Führen  wir  nun  die  Werte  für  P  und  II  in  die  Gleichung  (3) 
ein  und  setzen  der  Kürze  wegen 


3  (6a)4 

A  =  y*+x(x  +  2a) 

#  =  y»-f(x— a)2 

K=  (*;»-[-**)»— 4a*(x*-fy*)  —  4a*y* 


(7) 


wo  wie  ersichtlich  #=0  die  Gleichung  der  Kardioidc  uns  darstellt, 
so  erhalten  wir 

A*K—kB*  =  0  (8) 

Der  Ort  der  Pole,  deren  Berührungsdreiecke  in  Be- 
zug auf  die  Kardioide  vom  constanten  Flächeninhalte 
sind,  ist  eine  Curve  achter  Ordnung,  welche  die  vier 
Schnittpunkte  von 

zu  Rückkehrpunkten  hat 

Es  verschwindet  nämlich  für  die  Punkte  (AB)  die  Hesse'sche 
Determinante,  denn  setzen  wir  dio  Gleichung  (8)  kurz 

F=*0 


so  ist  für  die  erwähnten  Schnittpunkte 


^ii  'i*  i 

^21     FS2    I 


4AT2 


A2 
AXA$ 


A\Ai 


-  0 


Zwei  der  Schnittpunkte  (AB)  sind  die  imaginären  Krcispunkte, 
was  wir  daraus  erkennen,  dass 

^4  =  0,    B  =  0 

Gleichungen  zweier  Kreise  sind  (letzterer  reducirt  sich  auf  den  Punkt 
x  =•  «,  y  =>  0),  so  wie  auch  aus  der  Entwickelung  der  Gleichung  (8), 
nämlich 

[(^  +  y2)4-8^(^+^](l-X)  +  qp(o:,y)  -  0  (9) 

wo  y(ic,  y)   ein  Ausdruck  in  Bezug  auf  a-,  y  vom  sechsten  Grade  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Berühruugsdreieck ,  somit  auch  k 
zwar  constant  aber  unbestimmt  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (8)  ein 
Curvenbüschel  achten  Grades  vor.  Jede  Curve  dieses  Büschels  hat 
in  den  Punkten  (AB)  eine  doppelte  vierpunktige  Berührung  mit  A=>0 
(nämlich  zu  beiden  Seiten  eine  *  0  rod  in  den 


unkten    (HK)    eine    vicrpunktige   Bcriibrung   mit   JIT  =  l 
Macheinen   demnach  in   den  Punkten   {AH)  je  acbt  und  in  (BK)  je 
vier  Bashpnnkte  des  Büschels  vereinig!. 

Fht    k  —  l   geht   die  Ortscorw  in  eine  Curvc  sechsten  Grades 
iiin'i,  namlkb  in 

9>v*,  ff)  —  o 
und  das  BerQhruugsdreieck  bat  in  diesem  Falle  den  Wert 

i  könnten  wir  den  Ziisaiiuiienliaug  zwischen  dem  Polo  unc 
den  Schwerpunkte  des  BeroiuimgednieekB  entwickeln.    Wir  hatten 


Die   Entwickelang   würde   uns    zeigen,   dass   der   Pol   eine  I  urfl 
4>itiT  Ordnung  beschreibt,  wenn  der  entsprechende  Sebwermnikt  ei; 
■  lex  Ordnung  durchläuft 

Aufgabe:    Welcher   Cum   Tangenten   schneiden   die   Eardioido 

in   lianiiiini-ciivil  l'unktgritppen  ¥ 

Agram  November  1877.  K.   Zabradnik. 


Dte  i  'unMiuitriiKiIil  eines  Piiljeilers  und  der  Eulersche  S»ti. 

Hie    Cinistanliii/alil   eines   beliebigen    Polyeders,    d.  h.    die   Zahl 

■  Im  n  Bedingungen,  welche  dasselbe  bestimmen,  läast  sieh  auf 

lir    leicht   bestimmen;   und   die   Gleich- 

Betinng  der  auf  beiden  Wegen  erhaltenen  Resultate  ergiebt  den  Eu 

leradien  Säte, 

Das  Polyeder  habe  I   Kanten,  r  Ecken,  f  Fliicbeu,  und  die  Con- 
sianti lutahl  r.     Jede   der  /'  Flüchen  denke  man  sich  auf  irgend  eine 

*)  Beieh'lirmn  wir  itk>  V.  i  !■  i i ■  ■  l ll ei ^ ■- L : a , i ,■  Jtr  inrn ginftren  Kreiaponkte  nll  J, 
*o  J-. . ■  1 1 t i ■  ■  n  wir  wohl  J*  alt  Teil  ilcr  Curve  btlracliten,  no  Jass  Fz=  0  in  j-i) 
*  =u   friliillin    iiühIi',   wie  .liiKsdlie  lliniidt  heiru  KrciibOsrhcl  KtiUtÜndet, 

r  ),  =  l  MtcpreelMnila  Kreti  In  die  Chaidnlc  und  io  ilic  Gerade  J  icrftllt. 


w< 


eise  in  Dreiecke  zerlegt,  was  bekanntlich  bei  einein  /-Seit  durch 
<"— :i  Diagonalen  geschient  Die  Onammluhl  aller  so  zur  Zerlegung 
der  f  Flachen  verwandten  Diagonalen  sei  <i.  Diese  Zahl  >f  lässt  sich 
lmht  ableiten.    Etwa  su.    In  jodet  Fläche  ist  die  Zahl  der  entatan- 

■liiii  Dreiecke  am  l  grösser,  als  il  ä  ■  ■  Zahl  der  gesogenen  Diagonalen. 

fco  sind  d-\-f  Dreiecke  entstanden.    Diese  haben  zusammen  3(rf+/) 

■ii.fii.    Dies  sind  aber  die  1  Kanten  und  die  rf  Diagonalen,  jedoch 

JS&     Kante   t  j . ■  i J ■  ■   Ilüigumdi:  doppelt   «icri'clim.-t.      Folglich   hat   in;ni 

8W4-/J  -  2{*+d),    oder 
1)  d-2*— 3/. 

Brate  Ableitung  der  Cons tau t enzahl  <\ 

Hatte  il.is  Polyeder  nur  Dreiecke  m  Fliehen,  so  wta  m  io 

rade   rollkonuneu   bestimmt,  wenn  seine  t  Eck- 

rankte  gegeben  wären.    Daaa  aber  ein  Eckpunkt  gegeben,  d.  b.  einer 

SCÜI   sull,   isl    eine  dreifache.  IVdingnn;:. 

■.:.    die   Ciiii;,t;iTiU'ii/.:i]il    nnes   nur  aus   Dreiecken  bustülieu- 

lera  gleich  3«.  Denkt  man  sieb  min  bei  einem  beliebigen 
Olyoder  die  Oben  erwähnten  <l  Flac.heudiiige,iijlin 
tili,  das*  das  beliebige  Polyeder  als  ein  nur  ans  Drek-ckcu  zusammen» 
selutes  Polyeder  uiilgefiisst  werden  kann.  bei  iv.IiliL-iti  an  jodar  ron 
I  Kanten  Kwoi  Flächen  Euaammcnstoaaen,  die  einen  Neigungswinkel 
von  3  Rechten  bilden.  Jeder  dieser  •>  Winkel  iron  bestimmbar  Grosse 
rernrinderi  bIsq  die  ConsUntenzo.nl  '•'■•■  am  i.    Alan  ist: 


c  —  St     d. 
Zweite  Ableitung  dot  GoDstauU-: 


sahl 


Man  stelle  bicIi  zunächst  wieder  ein  Polyeder  war,  das  aus  laut*  r 
reiecken  besteht  Dann  deuke  man  sk-lt  irgend  eiucEcko  mit  den 
von  ihr  auslaufen  den  Kauten  und  Flächen  fort  Wenn  diese  Eeke  .1 
»'- kantig  ist,  so  besitzt  das  restirenda  Gebilde  Böen  fr—  i  Kamen, 
.  :.   und  ■■■  t  cigciiilichc  Ecken.     Iiu/u  kommen  i  aa- 

rollsttndiga  Ecken,  nämlich  die  tweiten  Endpunkte  ii,,  Öft  //.„  ..  /;, 
i  von  .1  ausgebenden  Kanten.  Wenn  aun  die  Lungen  der  i  -i 
Kanten  gegeben  sind,  so  ist  jedes  doi  /      i  Dreiecke,  also  auch  seine 

rollt men  bestimmt.      Folglich    sind  dadurch    an  jeder 

cko  alle  Winkel  wischen  den  Kanten  gegeben.     Es  seien  nun  noch 

in    Flächen-Neigungswinkel  -m  jeder  Kanie  gegeben,  ausser  an  den 

■'  abgeschnittenen  Kanten  und  den  '  Kanten,  «riebe  die  Punkte  n,. 

verbinden.    Dadurch  sind  dann  an  jeder 

der«—  i—  1  eigentlichen  Ecken  alle  Kanten  Winkel  und  al 

Neigungswinkel.   idso   I'iii   jede  J->ke   ::  l i t ■. ■  1 1    .  ■>  ■ 

lieh  ist  die  Consta nfcuüali!  jenes  res!iruat*nsaf^*>|Ule-     ■! 


2k 


2i)-3(e-i 
3c  +  3. 


I'ni  aus  diesem  Gebilde  das  vollmundige  Polyeder  herzustellen,  hat 
inn  uoeh  die  ausgestosseoe  Ecke  zu  coustruiren,  was  durch  3  gege- 
•ne  Grossen,  z.  B.  3  Kantenlangen    möglich  ist.    Wir  erhalten  also 

als  Coustauteuzaiil  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehenden  Polyeders: 

2k  —  3c+Ö. 

Kiu  beliebig»  Polyeder  betrachten  wir  nun,  wie  oben,  als  ein  aus 
belecken  bestehendes  Polyeder,  bei  welchem  </  Flnchen-Neignngs* 
WinkeJ  gleich  S  Beeilten  sind.  Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von 
G  in  dem  eben  gefundenen  Ausdruck  I  durch  /■-)-./  zu  ersetzen,  nud 
lann  <l  zu  subtrahireu.  Nun  ober  haben  wir  das  Polyeder  nur  hin- 
Hcbttich  Beiner  Mause  conatroirt,  aber  noch  keine  Bestimmung  über 
e  Lage  getroffen,  Seine  Lage  ist  bestimmt,  sobald  man  die  Ebene 
feststellt,  in  welcher  eine  Flüche  liegen  soll,  und  von  dieser  Fläche 
eine  Ecke  nud  die  Lage  einer  gio  enthaltenden  Seite  giebt,  d.  b.  in- 
dem man  ein«  von  den  ■'-'  Ebenen  des  Raums,  dann  einen  von  deu 
'-'  Punkten  dieser  Ebene,  nud  endlich  einen  von  deu  *'  Strahlen 
It,  welche  durch  diesen  Punkt  in  dieser  Ebene  gehen.  Also 
Mehl  die  Feststellung  der  Lage  iu  einer  (3-J-2+l)fachen  Bedin- 
;uug.     Folglich  hat  mau  schliesslich; 

a-  Sfc+d)— S«-f 6— rf+B,    od* 
e  —  2*— Se+d+13. 

.  mau  nun  die  beiden  iu  den  Formeln  -)  und  ri)  gewonnenen 
»Serte  vuii  <•,  so  erhall  man  das  entfache  Resultat: 
„_i  +  6. 

Jedsa  Polyeder,  dessen  Ecken  i 

mein  sind,  ist  also,  abgesehen  vou 
genan  so  viele  einfache  liedingnnge: 
Zahl  seiner  Kanten  beträgt*). 

Setzl    man   die  in    2)    nud  4)  erhaltenen  Werte  von   a  einander 

,  und  führt  für  tl  den  iu  1)  gewonnenen  Wert  eiu,  so  bat  man 
inen  neuen  Beweis  des  Eulcrschen  Satzes: 


,d  Flächen  allge- 
•iner  Lage,  durch 
bestimmt,  wie  d  i  e 


f+.  _  i+2. 


•J   WflI     1.   I.V.    N.  XVIII.    p.  SIT., 


ii.  Schubert 


sattes  tob  deu  Polyedern. 

I  ■{-■_'.    "ii 

♦.  *,  £  dir  Ap.-jJiI  dl  Kanten  bezeichnen,  gilt  offenbar 

awrh  Ober  diese  Bedingung   hinaus,   bekanntlich  aber  nicht  für  jedes 
Polyeder.     Zur  Ausdehnung  auf  alle  Polyeder  müssen   Di 
fc»  in  Rechnung  koiuine»     Die  TerrollBtändigting  ist     ■ 
i  einigt  d  worden,  jedoch  nur  tuii  HB 

riffrn.   die    erst   durch   eine  niohl  eben  U-\< - T ■  t  nnvi.isl.lli mir  i'mi- 
ihi  verden     Im   folgenden  soll  hingegen  der  B 
i  wenl  ■.  .  die  ontrdtlelbor  in  der  Figur  deht- 

r  sind,  gezählt  zu  werden  brauchen. 

ttnen  ntU  einein  Boiwlm'  itc-  ui-i'i n ii-li'.-ln-u  Kuler*Hch6n 

ig,  aus  dem  zugleich  die  Bedingung  seiner  Geltung  erhellt    Die 

ig  ist.  dias  dal  Polyeder  ein  einuu  li  .-h-m ihüm-i-, Imu^i-uh i.--:  Vu 

iit.    Dieses  Nabi  könnte  man  nvi-  .-n  aui  nm  Kii^ritliii-lir  /.r^it  Imhit, 

■  roUatlndlg  und  Dberall  nur  einfach  bedeckt  wird.    Die 

.  in.'n  Netzes  werden  aber  vielleicht  noch 

ihr  in  die  Augen  fallen,  wenn  wir  dazu  'li'1  Pyramiderdbrni  wühlen, 

Eine  beliebig«  Ecke    i  des  Polyeders  habe  m  Kanton,  deren  En- 
■  :!'ui.iiiu  und.    Mau  leäehne  auf  einer  Ebene 
■  neu  Netzet  dor  übrigen  ( 'bta 
lentiren  die  genannten  n  Kanten.    Nun 
i  jede  von  diesen  nach  innen  in  ein  Vieleck  von  soviel 
las  an  die  entsprechende  Kante  Btotaende  der  Oh  i 
...    gbs   aneinander  grenzen,  wenn  es  dort  der  Fall  ist 
Min  man,  immer  nach  innen  an,  fort,  bis  alle  Vielecke  abge* 
anel  sind     Die  Ecke  -I  können  wir  ans  als  Spitze  criiier  Pyrsmide 
n-n.  lIl-i i-ii  (.initidrliu-lio  'li'1  tiscbriebene  Figur  ist 

Im  bmern  des  ebenen  Netzes  liegen  <■  —  •■—  i  Ecken,    Die  Summe 

■    \\  iul.H   um    sie   brnini   Betrügt 


tiirl  man  dam  die  Snmi tar  Polygonwinkel  dea  Omfanga 

..  i  die  Summe  der  Polygoawiniol  aller  Vieleck 

.;  dieser  \  iulerke  i  I 


die  Bniutne  der  Anzahlen  ihrer  Seiten 

:i*,+  l. ,  +  r..v., -)- . . .    -  2t—  2,,,  —  u 
Dies  ronltiplicirl  mit  _'i:  giebl : 

(,'>.-.,  -f.  8«j  -|-  lOij  +  ■  )1!  =  (2*— 3«  -  n)3£ 
1 1 i l ■  i  h . > o  die  Grösse  (1)  subtrahirt: 

l(i-    ,,)li    -  (äft— 2s— 2»«-H-l)2R 
woraus: 

<•+.  -  t+s 

folglich  ist  der  Enler'Bcbe  Säte  allein  dareh  die  Möglichkeil  der  Co 
atructioit  des  Netzes  bedingt. 

Die  Coiistniction  kann  mm  nie  ein  ffinderaisa  finden,  wenn 
&  i   Ol*  rfläche  BfUomUicli  and  allein  durch  su< 
■  1 1 1 £ ■  ■  r-  einander  zusammenhangen.    Es  giebt  aber  :s  Falle. 
dta  nicht  stattfindet) 

1)  ml'uu  cim:  Si'ite  durchbrochen  ist; 

2)  wenn  dar  Körper  durchbohrt  ist; 
;■.)  wann  Im  Körper  teere  Raumu  sind. 

Dieao  Falle  können  bcliobig  rieüach  nnd  combinlrt  eintreten. 

ist  eine  s^iti-  durchbrochen,  1  h.  befindet  sich    innerhalb 
Vielecks  ein  nicht  sar  Oberfläche  Kcheriges  Vieleck,  so  laset  sich 

constrairen,  aber  ein  Teil  desselben  liegt  ohne  Zusanimci 
Bang  mit   dem  andern   Teile   icncrcftlt   eines  von  dessen  Vielecki 
Fttgl   man  dann  das  aiisLirsclmiUeiie   Vieleck  zur  Oberfläche  hinzu, 
bat  man  2  vollstandjgo  Polyeder     Werden  deren  Zahlen  durch  1  ui 
*_'  Striche  unterteil  jeden,  so  ist, 


.'  +  .'-.  r  +  a      i 

,ia  ,'+,"=  .;  k'-\  /"  -  ).-;  «'+*w=»+t  ist, 

,+.=1+3 

m  kann  man   bei   mehreren  Durchbrechungen  v 
t  /  deren  Anzahl,  *u  erhall  man: 


j/««Yft*  •     ■     :.-■::■•.:■..■ 

Befindet  sieh  ein  leerer  Raun  im  Körper,  ein  FaH  wo  '■■ 
glich   ist,  M  kann   man  die-,  ii  hinsichtlich  der  Zahlung  lle     ■ 
l  Polyeder  rechnen,   und  erhalt  wie  oben  die  Gl.  (2).    Nur  ist 
«'+*"=«,  folgUen 

nu  g  leere  Räume  vorband«  sind, 

■+'  -  *+%+» 

Weniger  einfach   ist  die   Betrachtung  der  Durch  hu  hruugeti  odez 
Körper,  wo  das  Net/  dadurch  unmöglich  wird,  dass  die 
Vielecke  in  mehrfachem  Zusan::.  Et  wird  »her  deut- 

lich äoiti,  dass,  wenn  ein  Caual  Türbanden  ist,  mau  den  Körper  durch 
e  oder  krumme  vollständig  umgrenzte  Fläche  so  selmiiden 
kann,  dass  er  nicht  aus  einander  fallt.  Mau  Henke  einen  Faden  durch 
den  (anal  gesogen,  ausserhalb  r.ns.iiimiengebundeu  und  deu  Körper 
aus  leicht  dnrrhscliueidhareni  Stoff,  etwa  weichem  Tohn,  dann  den 
■:  bie  BT  d.-n  Körper  durchschnitten  hat. 
i  bleibt  derselbe  offenbar  ungeteilt. 

Die  Schnittfläche  möge  nuu  dnreh  keine  Ecke  gehen.  Dann  ge- 
innt  das  Polyeder  durch  den  Schnitt  eliensourl  Kaulen  als  Ecken, 
j  dass  sich  die  Vermehrungen  in  der  Formel  heben,  ausserdem  aber 
Demnach  ist  die  actuelle  Seitenzahl  um  3  kleiner  als  beim 
uler'scbcu  Polyeder,  und  man  hat: 


istiren  mehrere  Cann'le,  deren  Zahl  c  dadurch  deliuirt  ist,  dass  man 
uu  Zerfällung  des  Körpers  e  nmgremte  Schnitte  durch  ihn  führen 
)  würde  unter  Umstanden  eine  Schnittfläche,  die  einen  Canal 
beseitigt,  durch  Teilung  eines  andern  C  au  als  deren  Zahl  wie,  Irr  ver- 
mehren- Es  ist  aber  klar,  dass  bei  der  Zahlung  auf  die  Lage  der 
Canälo  nichts  ankommt  Mau  kann  sie  so  geführt  denken,  dass  sie 
sieh  nicht  verschlingen.  Bondern  nach  einander  gelost  werden  kBnnen. 
Daher  ist 

I+»  =*»-*+! 

Was  die  Combinatioucn  der  Eiulltlsse  betrifft,  so  isl  offenbar  der 
Eiulluss  der  leeren  Räume  von  allen  andern  unabhängig.  Es  ist  nur 
oino  Combinatiou  eines  leeren  Raumes  mit  einem  Caual,  wenn  iier 
leere  Raum  ringförmig  ist.     Der  ("anal  i-t  dann  voll,  seine  I  ngabnng 

,  und  solcher  vollen  Canälo  in  leeren  Räumen  kann  es  beliebig 
ele  geben. 

Existireii  Seitendnrchhrechaugen  sugl 
«lere  die  Mündungen  der  letzt 


10 

d  Canal  durch  limn  Schnitt,  s<>  geht  dieser  auch  immer  Htm 
die  SoUendurchbrecbnng  und  hebt  na  auf,  so  d&as  sie  ihren  Ernflne 
niif  die  Zahlung  verliert. 

Die  vollständige,  alle  Falle  umfassende  Formel  laufet  nun: 

«n  /,  die  Anzahl  der  Durchbrechungen  von  Seiten,  die  uicbl  Hai 
Jungen  von  Cauilleu  Bind,  g  die  Anzahl  der  leeren  Räume,  o  die  Al 
sah]   der  Ganale,  sowol  der   Iceren   im  vollen  Körper  als  auch  d< 
rollen  im  leeren  Räume  bezeichnet. 

Nou  können  noch  specielfü  Filllo  die  Zählung  zweifelhaft  machei 
können  Kanten  oder  Seiten  ganz  oder  teilweise  sich  decken.  Ecke 
zusammen  fallen.     Hier  sind  die  Deckungen  durch  geringe  Verschio 
hangen  aufzubeben,  und  »jede  Ondeutiichkeit  zu  beseitigen. 

It.  Hoppe. 

Einige  Sülze  Heer  Reihen. 

Lehrsatz  i       Luc    Summe  der  3,  Potenzen  einer  Anzahl  auf 
einander  folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,   ist  durch   dl 
der  Reihe  teilbar. 

Auflösung.    Die  gegebene  Reihe  sei: 

a,     n+.<,     d+Sd  .  .  „  +  ("-!)'' 

..  ist  die  Summe  dieBoi  Reihe  bekanntlich    S  =  s[2«-f-(n —  l)«*j 
Dfc  Reihe  der  Kuben  der  einzelnen  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist 

ihre  Sununenrclhe  also: 

(1,+  (,1+,/,,  +  („  +  L>J)J+  ...  +(>  +  {„_1)(,p 

fuliri  man  die  Kubirung  aus,  bo  erhall  man: 

:   ::   3«M-|-3,.3ad"-j-W 

_|_  („  __  i)  .:i„-',;  .|.  („  -  L)«.8«i»-|-  (n  —11»,  </J 
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1.  Vertic^lreihe  =  n<v 


2. 


3. 


4. 


J1 


19 


91 


3a2d[l-f  2-f  3+  ...  (n  — 1)]  = 


3a2<fn(u—  1) 


—  3arf2[l +4+9+ ...(«  —  l)2]  = 
=  ri8[l+8+27+  ...  (n— l)3] 


3qd2n(n—l)(2j*— 1) 
6 

rf3»2(n— l)2 


Die  Summe  von  n  aufeinander  folgenden  Kubikzahlen  einer  arith- 
metischen Reihe  ist  also  gleich 

3      .q^tn-l)    ,  0    ,9n(n~l)(2n-l)    ,     ,qn2(n-l)2 
na3+3 g r  3aJ  6 ■"      4 

Dividirt  man  diese  Summe  durch  die  Summe  der  gegebenen  Reihe 
nämlich  durch  5[2a+(n— l)rf],  80  erhält  man  als  Quotient 

==  a2+örf(»--lH g 

Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  =  </,  so  erhält  die  Summe  der 
Reihe  die  Form 

,n(«  +  l) 

d—2— 
und  die  Summe  der  Kuben  der  Reihe  erhält  die  Form 


d3 


fn(n -fl)' 


2 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  d=*a  =  1,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

n(n+l) 

2 
und  die  Summe  der  Reihe  der  Kuben 

n(n+l) 

2 

Demnach  ist  die  Summe  der  Kuben  der  von  1  aufeinander  folgenden 
Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  gleich  dem  Quadrate  der  Summe 
dieser  Reihe. 

Lehrsatz  2.  Die  Summe  der  5.  Potenzen  einer  Auzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  ist  durch  die 
Summe  der  Reihe  teilbar. 

Die  gegebene  Reihe  sei  der  obigen  gleich,  so  ist  die  Summen- 
$eihc  der  5.  Potenzen  dieser  Reihe 


-  »ij 
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na5  +  5a4£/+10aW+10a2rf3+5arf4+rf5 

+  2.5a4^+2M0.fl8^2+23.10a2J3+24.5arf4+25.rf5 
+3.5a^+32.10a^2+33.10rt2rf»+34.5.orf4+35.^5 


+  (*— 1) .  5a4rf +(n— l)2 .  10a*d?+ (n— l)3. 10a2rf3  +  (n— l)4 .  5a<** 

+  (n— l)5.d6 

In  Verticalreihen  addirt: 


1.  Verticalreihc  =  nab 


2. 
3. 

4. 
5. 


99 


99 


99 


99 


=  5a^[l  +  2+3+  ...  (/*-!)]  = 


5a4dn(n— 1) 


10a3d2[l+4-f9+...(i*-l)2]  = 


10a3d2n(n— l)(2n— 1) 


=  10a2<*3[l+8-f-27+  ...  (n-1)3]  =  lOa^P^^ 

=  5a<*4[l  +  16-f  81+  ...  (n— 1)*] 

5<jh*V*— l)(2u— l)(3/i2— 3n— 1) 


6. 


99 


=  d5[l  +  32  +  243+  ...  (n— 1)*] 


=  rf5 


30 


— l)l2/2n2— 2n— 1 


"n(»--l)|Y^ 


) 


Die  Summo  der  5.  Potenzen  von  n  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist 
also: 

.  .   ba*dn(n— 1)  ,   baWn(n— 1)  (2n— 1)  ,   5a2d8r  ,       _ 
n«5H T) 1 3 1 2~  [n(n— l)]2 


2 

+  -g-(n~l)(2;i-l)(3n2— 3n~l)+rf6^ ^ " 


n 


Der  Quotient  dieser  Summe  durch  dio  Summe  ö[2»+(n-l)rf]   der 
gegebenen  Reihe  ist: 

a*+2a*d(n—  l)+a2</a(;t-l)(7n— 2)  ad3(n-l)2(4n+l) 

Q  IQ 


+ 


d*n(n— 1)(2*2  —  2h— 1) 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  =*  rf,  so  erhält  der  Quotient  die 
Form : 

r*Mn-fl)(2n2+2n  —  1) 


*'." 
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Ist  a  =  d  =  1,  so  ist  der  Quotient 

_  >/(n  +  l)(2u2+2;*  —  1) 

~        "  6 " 

Dieser  letzte  Ausdruck  »(r-fl)(2/ta  +  2/*  — 1)  ist  stets  durch  6 
teilbar,  es  kaun  n  jode  beliebige  gauze  Zahl'scin. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dadurch  zu  führen,  dass  man  für  »  der 

Reihe  nach  setzt 

1.  n  =  3m 

2.  »«3m-)-l 

3.  ?i  =  3w-(-2 

Lehrsatz  3.  In  jeder  arithmetischen  lieihe  lässt  sich  die  Summe 
einer  Anzahl  von  Gliedern  derselben  durch  die  Differenz  der  aufein- 
ander folgenden  Glieder  der  Reihe  dividiren,  und  zwar 

1)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  (n)  der  gegebenen  Reihe  unge- 
rade ist,  so  ist  diese  Division  stets  ausführbar  und  ist  der  Quotient 
gleich  der  Anzahl  der  suramirten  Glieder; 

2)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  gerade  ist,  so  ist  diese  Division 
ausführbar,  wenn  das  doppelte  Anfangsglied  der  Reihe  durch  die  Dif- 
ferenz derselben  teilbar  ist. 

Beweis  zu  1.    n  ist  ungerade. 
Die  gegebene  Summenreihe  ist: 

a+(a  +  €l)  +  (a+2d)-\-(a-\-3d)+  ...  +[a+(n  —  l)<l] 
Die  Differenz-Reihe  der  aufeinander  folgenden  Glieder  ist: 

a-(a+rf)+(a  +  2c/)-...— [«+(»-2)r0+[a  +  (ii-l)rf] 

Oder  nach  positiven  und  negativen  Gliedern  geordnet: 
a4^a+2rf)+(a44rf)+..[a-f(n-l)rf]-[(a+r/)+(a+3fO+..a+(w-2)c/] 

$1  -  ^-[?a+(n-l)d]-~[2a+(n--l)dTi 
si   =ipfl+(»i—  IM]    (Differenz  der  Reihe) 
Sn  =  g[2a+(»— IM]    (Summe  der  Reihe) 

Beweis  zu  2.    u  ist  gerade. 
Pie  Differenz-Reihe  hat  die  Fo 
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a  +  (a  +  2rf)+(a+4tf)+  ...  +[a  +  (n-2)d]— [(o+rf)-f(a-f  3rf) 

+  ...[« -f(„_l)rf]] 

Sl   =  l  [2a+  (n-2)d]  - 1[2«  +  2rf+ (»-2)rf] 
St  ■=  —  y     (Differenz  der  Reihe) 

Sn  Ä  ^  L2«+  (»— 1)^]    (Summe  dor  Reihe) 

2a 
511:51  =  -~— n  +  1 

Ist  rf  =  2,  so  ist  der  Quotient 

=  1  —  n  —  a 

Aufgabe  1.    Wio  gross  ist  die  Summe  der  Reihe 
a2+(a  +  d)2+(a+2rf)*+(a-{-3d)*+  ...  [a  +  (n— l)d]2 

.      o          r  ,  ,      „       «v  i  (n— 1)  (2»— l)rf*l 
Antwort    S  —  n  a2+arf(n— 1)-+-  ^ — 

Setzt  man  a  =  1  =  rf,   so  erhält  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen. 

Setzt  man  a=0  und  rf  =  2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drato  der  aufeinander  folgenden  durch  2  teilbaren  Zahlen. 

Setzt  man  a=l  und  rf=2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen. 

Aufgabe  2.    Wio  gross  ist  die  Summe  der  ersten  x  Biquadrat- 
zahlen. 

Antwort.    Gleichung  der  Summenreihe: 

x(x+l)(2x+l)(Sx*+3x— 1) 


y  — 


30 


Aufgabe  3.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  5.  Potenzen  der  er- 
sen  x  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 


Antwort.    Gleichung  der  Summenreihe: 
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Aufgabe  4.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  6.  Potenzen  der 
ersten  x  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 

Antwort.    Gleichung  der  Summenreihe: 

*(x  + 1)  (2x -f- 1)  (3x4 + G*3  —  Sx  + 1 ) 


V  = 


42 


Th.  Sinram. 


6. 

Vierter  Pythagoreischer  Lehrsatz. 

Zu  der  Arbeit  „Neue  Ableitung  der  Pythagoräischen  Lehrsätze'4 
im  61.  Teil  pag.  447.  erlaube  ich  mir  zu  dea  3  angeführten  Sätzen 
den  1.  dazu  gehörenden  Satz  hier  anzuschliessen. 

£SABC:£\CDB  —  ABhBC* 
&ABCI&CDB  =  AC.AB:I)C.BC,    folglich 
AB*:BC*  =  AC.ABiDC.BC    oder 
AB:BC=  AC:DC 

d.  h.  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  vierte  Proportionale 
zu  der  Hypotenuse  und  den  beiden  Katheten  desselben. 


Hamburg  Juni  1878. 


Th.  Sinram. 


7. 
Eine  Keiheneutwickelimg. 

Mit  S„  sei  bezeichnet  die  Summe  der  Reihe 

9h        3«        4>*  «M-l        ^ii-l        4>t-l 

Setzt  mau  in  der  Binoniialrcihe : 


[lj-a]»-1       1 


-M'+c7>+(*7,w.",H"tv-: 


«  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ...,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
l»i-i  =  i 


TT 


M'+(TWK 
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109 


F  -  h  {> + CT1)2 + (7>C7XV>m-"  1 

;'  -  h  {« +(v>+ er  vc  jx-i'h  • } 

r=M'<7>+(7>(7>C7>+  } 


4h-i       i 
3 


511-1 
~4 


und  durch  Addition: 


«.  -  H*+(7HiWVMVK  (I) 

Weil 

S0  =  c-1 

so  erhält  man  durch  Substitution  in  der  Formel  (I),  n  =  1,  2,  3,  4, 


5, 


^  =  1+^  +  ^  =  2« 

&>  =  1  +  ^4-2^+^  =  5c 

fi4  =  1+^  +  3^  +  35,+^  -  15c 

&s  -  1  +  ^+4^+0^+4^+«!  =  52c 

%  =  1+^  +  5^  +  10^  +  10^+554+55  =  203c 

Setzt  man  jetzt  die  auf  diese  Weise  recurrirend  bestimmten  Coeffi- 
cienten  1,  2,  5,  15,  52,  203,  ...  als  bekannt  voraus,  so  lässt  sich 
Anwendung  machen  auf  folgende  Aufgabe. 

Man  soll  et*  nach  Potenzen  von  x  entwickeln. 


Setzt  man  in  der  Exponcntialrcihe 


xd 


*3 


c*  =  1  +  »  +  ro+rö"Q  + 


1.2  *  1.2.3  '  1.2.3.4 


+  ... 


an  die  Stelle  von  x  den  Wert  c*,  so  erhält  man: 


Weil 


1-1 


x 


2 


X* 


XH 


f .-' 
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•2* 


—  -    -1-    I    2*     I    22g>     I      2><a?3      I        ***       ■ 
1.2  ""  1.2  -t"  1.2 "+"  (1.2)»  +  (1.2)».3  +  (1.2)*.3.4  + ' '  ' 

_«**   =_1 .   A.   i!f!_i   J!f!_,   Jj?*__, 

1.2.3      1.2.3  +  1.2.3  +  (1.2)».3  +  (1.2.3)*  +  (1.2.3)*.4+  *  " 


so  erhält  man  durch  Addition: 


+  L1_t"2!  +  3!"i"4!  +  -"Jl.2+L  +2!+3!+4!  +  -"Jl.2^ 
1-  [1T2!T3|1-4!-|- " -J  1.2.3.4  + '• - 

= '+«+«« •  0+5e  -li*15«-  iÄi+5LV-  OSO 

+  203«  .  j-2  3  4  5  6  -f . . . 
oder 


e*    —  e 


l  +  *+2.|T  +  5.-',-  +  16.fT  +  52  .^  +  203.^  +  ... 


Kutno,  den  19.  December  1877. 

G.  Dobhiski, 

Techniker  der  Warschau  Brombergcr 
Eisenbahn. 


8. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Capillarität. 

Geht  man  von  der  Annahme  aus,  dass  nicht  die  Oberflächen- 
spannung, sondern  die  Anziehung  des  Glases  das  Wasser  in  einem 
Haarröhrchen  hebt,  —  wie  das  etwa  geschehen  könnte,  werde  ich 
versuchen,  an  einer  andern  Stelle  darzulegen,  —  so  ergeben  sich 
merkwürdigerweise  einige  der  Fundamentalsätze  aus  der  Lehre  von 
der  Capillarität  auf  die  aller  elementarste  Art. 

I.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  r  den  Radius  des  Querschnittes 
eines  Haarröhrchens,  so  ist  der  Umfang  dieses  Querschnittes  gleich 

2 
2m\  dieser  selbst  gleich  r2»;  folglich  ihr  Vcrhältniss  gleich  ■-.  Das- 
selbe wird  offenbar  um  so  grösser,  je  mehr  r  abnimmt.  Am  Umfange 
wirkte  nun  —  unserer  Annahme  gemäss  —  die  Anziehung  zwischen 
Glas  und  Wasser;  auf  die  von  ihm  um8chlo»OÄÄÄ  T  "  e  wirkt  die 
Schwere;  beide  im  geraden  Verhältnis»»  Trafanges, 


oder 


map,  dos  Querschnittes.  Demnach  werden  sieh  die  beiden  Kräfte 
wie  ilrr  Umfang  zum  Querschnitt  vorhalten,  il  h.  wie  "■  Da  Seen 
Vernlttaim  mit  der  Abnahme  von  >■  wachst,  so  musa  nie  Anziehung 
■  zun  Wasser  tn  den  Maas.su  aber  die  Schwere  das  Uebcr- 
gewicht  gewinnen,  in  welchem  der  Radius  schwindet-  Hie  grossere 
Anziehung  zeigt  sich  aber  an  der  grösseren  Steighöhe.    Daraus  folgt, 

zwei    Haarröhrchen    die    Steighöhen    sich    uuigekeh 
verhalten  müssen  wie  die  Radien;  in  Zeichen 
/.:/*'=  r':r, 
hr  =  h'r'. 
II,     Seien  Ali  und  A'B'  zwei  in  Wasser  so  eingetauchte  Platten, 
da  b    de   einen  rechteckigen  Raum  umschliesson ;   sei   ferner  a 
3i    ihr  Abstaut     Das  Verkaltniss  der  Itcrübrungslinie  m 
von  ihr  eingerahmten  Flache  ist 


Bei  einem  Haarröhrchen  mit  dem  Durchmesser  2r  ist  dieses  Verhält- 
nis gleich  -•  Wie  wir  nun  oben  gesehen  haben,  verballen  sich  die 
Steighöhen  wie  diese  Verhältnis s/.ahk'n.  Es  arglebt  sich  daraus, 
dass  in  einem  Haarröhrchen  diu  Steighöhe  doppelt  so 
gross  ist  als  zwischen  zwei  parallelen  Platten,  deren 
Entfernung  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Röhrchens  ist, 

III.  Unter  der  eingangs  aufgestellten  Voraussetzung  gelange  ich 
auf  dem  unten  verzeichneten  Wege  zu  dem  Schlüsse,  dass  iu  dem 
u  Räume,  der  von  drei  massiven  drchruudcn  Glasstäbcheu 
gebildet  wird,  das  Wasser  fast  zehnmal  so  hoch  steigen  müsse  als 
einem  Haarröhrchen,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Durchmesser 
der  Stäbchen  ist. 

Sri,  ii  die  am  D,  /■;,  /■'  besehrielieueu  Kreise  die  Querschnitte  der 
drei  gleich  starken  (.jhiwtiihchcn.  Verbindet  mau  deren  Ceutreu  und 
BertthrungBponkte  darch  gerade  Linien,  so  entsteht  die  folgende 
Figur.  Alle  vorkommenden  Dreiecke  sind  gleichseitige;  ihn  St 
gleich  r  [reap.  Sr).  Der  Flächeninhalt  eines  der  kleinem  Dreiecke  ist 
rV3       rfV» 


AAÜC  =  \r  -:,-  -  - 


Der  Kreisausschnitt 

.■■ 
i   iu  Kreisabschnitt 


■   Quitte 

1 

in  diesen  Ausdruck  von  dem  im-  den   (nbaU  <los  Dreiecks 
AM  ab,  "i  bleibt  für  die  von  den  drei  Kreisbögen  ",  ■'-  8 
PHkbfl 

Flache  I//./A')  -  *Py>— "?,  (7) 

Ihr  Umfang  ist  glen.h    ps,  (Uf 

Ted!  man  (II)  durch  (I),  so  erhalt  man  für  das  Verbaltuisa  des  Um - 
fange*  zur  Fliehe  oder  —   mich  der  Voraussetzung  —  ( 
liiUtuiss  der  Anziehung  des  GlaSCB  rem  Gewicht  des  gehobenen  W&B- 

fWir   ersehen   hieraus,   dass   auch   in 
äße    wo  daa  Wasser  in  solchen  dretedagen  EUamen  aufsteigt, 
iße  Steighöhen  in  umgekehrten  VMhftftnisM  wie  die  Radien  der  QUa» 

stiibcheu   /M  einander  stellen.] 

Dar  Vergib  eh  iler  Steighöhe  in  einet  Röhre  \>m  dem  Badlas  r 

mit    der    Steighöhe    in    einem   derartigen   dreieckigen    Kanne',    »eteln-r 

■"in  Stabeben  i lern  namlicheiT1  Radius  beilüdet  wirdj  fuhrt  zu  der 

l'n>]>oriiuii 

■  ,.._3,        " 

r     vlL'  l   3  —  *)' 

oder 

d.  1l  es  ist  die  Steighöhe  !•'  in  dein  £_ 

'■'-'■■jfj=i-  "■■'"■■ 

wenn  h  die  Steighöhe  in  dem  Rübrehcn  bezeichnet. 

Zu  diesem  Endresultate   sind  wir  gelangt,  luden:   irtr  ton  der 
taug  ausgingen!    Da«  Aufsteigen  der  Flüssigkeit  in  ilaar- 
tthren  erfolgt  ainsig  durch  eine  Anziehung  twisenou  Wandung  und 
Flüssigkeit  uml  nicht  doreb  Oberflächenspannung.    BoUb 
das  gleiche  Krgebniss  liefern,  so  würde  damit,  die  Wuhr^hi inlirhkcit 
.    Anniibine  erhöbt  werden. 
Für  den  Fall,  dass  sieh  diese  unsere  Vermutung 
auf  die   alleinige    Wirksamkeit   der   Anriehung    iwiechi 
Wasser  —  bestätigen  lolite,   hätte  dlcaa  Theorie  ror  der  bisher  be- 
stehenden den  Vorteil  der  Einfachheit  voraus,  wie  besonders  das  Bei- 
spiel   HI.   zeigt.     Denn  um  das  entsprechende    Resultat    /u  erhalten, 
dem  man  die  übcröiidieuspanuuiig  als  das  bebende  Agnus 

rde  eine  verhftltniismAasig  weit  umständlichere  und  schwieri- 
gero  Beoboung  erforderlich  sein.  A    Roinhold. 


VIJ. 
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Foyers  et  Direotrieee 

il.ms  Im  noticoa  ocniqoee  repreaeuteee  pu  [eure  fiquntioiu  grneraletj 

|  .  |    .     .  . .    H  I H  ■ .  -       fUi 

Exprussions  götiflrnk's  des  divers  Clements, 

quo  l'on  dtetingiu  etnu  !■■■  eonibu  3n  bbmiu!  degiäi 

Ol  stime  du  la 

Determination  dos  eoniqnea  &  eontM 

pu  leut  centre  et  les  utromitw   de  Jons  domi-diametrss 
eonjngtuSa, 


Georges  Dostor, 

Profcsecur  k  rUnivcreiiii  entholique  d 


Übjet  du  Memoire. 

lotu  proposous,  dans   cette  etude,  d'exposer  nnc  müthode 
ic  et  rapid«,  an  mojea  de  lnqnelto  ob  peut  Uötcrminur,  par 
(    Icb    directrices  des  coarbes  du 
second  dogii' 

nt'tbodo  fournil  [es  equationa  aus  foyors  sous  lour 
turme  la  i'lns  i-'<  ii'inli'  l-JI.'  fait  TOir  du  suite  que  ces  foyers,  ü'iuiu 
part,  BQ  trowent  bot  !ei  axas  de.  la  couique,  et  ipie,  d'autre  part,  ils 
appartiennent  a  deui  hyparbolea  eqoilaterea,  donl  alle  fournil  les 
cquations. 

Kons  011  tirous  facüement  l'eojiation  aux  abscisses  des  foyers,  cellu 
aus  otdonnOes,  ainsi  quo  l'equat.iou  uns  cUnctricei 

Les   fquations   aus.   foyers,   simples   dans  leur   forme   et  avanta- 
s  dau»  Ica  applieations ,  pouveut  aussi  se  trouver  par  uu  antra 


Si  Ton  considere  ta  feyer  cherehe,  •  =  «,  1  =  ß,  ecmme   le  Gen 
d'nn  oercle  <Jp  rayon  nid,  qui  est  dooblemenl   langeu!  B  ta  eaaiqm 
»iVi*)  — 0,  il  sufflra  d'encprimer  qne  l'fiqnation 

VC«,  (3,  rtA*.  n »)  -  fr/Vf-tf  >  4W  -  o 

a  tangentes,  menees  da  point  (f.  ß,  /)  a  notre  coniqne,  rej 
l  tarda  de  rayoji  nul. 

Miüs  cg  procede  est  long  et  compliqse;  il  repose  sur  l'eqoatiöti 
■ri'ilcnh'  (]is  tangentea  ibbom  d'im  meine  point,  dont  le  devcloppe- 
jnt  est,  nssez  laborieus  et  Ja  rciiuctiuii  pass-ablenH-iit  üpiueusa.  On 
t  eonsuller  a  co  sujet  la  Geometrie  aualytique  de  L,.  I'nin- 

,  ä  la  pagc  -165  de  la  partle,  qui   concornc  les  Courbes  du  se- 

l  degre. 

Nolre   metlie.de   fn"  BS  Ol  Miiv.mi-'!,  an  coiitraire,  est  simple  et 
Hfteto;  alle  n'erige  presqoe  paa  du  calcola,  6t   m  suppnse  cqb&sm 

i  conditions  de  rati tabilitd  de  la  raeine  carree  d'nn  polygonc 

da  second  degre,  ä  dflux  ou  a  uns  variable  L'etabüsaBraent  de  ces 
ronditions  est  du  ressort  de  ralgibre  flementairo;  il  so  iait  aussi, 
»ec  fiicilite,  au  moyen  de  la  theorio  des  eentres,  en  Geometrie  aua- 
tique  (n°  86). 

Avaut  d'aborder  la  Determination  aualytique  d< 
"  hl'  a  u"  120),  nous  aveus  eru  necessaire  de  calcttler  I< 
ions  de  tous  les  elements  quo  l'oo  distinguu  dass  les  courbes  du 
second  degre,  lesquelles  sout  ropresenlees  par  leurs  öquations  les 
plus  geuorales.  Nous  obtenons  cos  expressioua  par  des  proeedes  Tort 
aises,  faciles  ii  saisir  et  simples  ä  nppüqucr,  d'uu  usagc  elemeataiÖB 
qui  se  tronva  a  Ii  portee  des  wmmenoaat*,  Oe  eateil  est  ju-mii- 
|K  l'uiiliii;  qu'ollre  la  connaiBsanta  de  dos  expressions,  toul  forme**, 
dans  l'etude  des  coaiqnes,  qui  sout  i'oprescnu'es  par  des  eqnations 
nuitit  ri'|iiLS,  ainai  quo  par  l'avaiitage  quo  trouve  leur  frequeut  omploi 
dans  les  recherchea  sur  les  courbes  du  second  degre. 

Les  meines  expressions,  catenlees  d'avance,  dodb  seroi 
saires,  an  partie  du  inoins,  tlans  la  de-terminatioii  directe  des  loyers 
et   des  directricee;   elles  nous    tcrvironl    en   meine    terapi    de   CCW- 
trÖIo  pour  les  resultats  fuurnis  par  cette  Ueieniiimitiim. 

Nous  les  avnus  etablios  pour  )o  cas  ou  les  axes  sont  reetangn- 
laires,  ninsi  quo  pour  celui  oü  les  coordouuees  sout  obliques 

Nous  terminons  co  travaü  par  la  reenerche  des  equaiions,  qui 
rapresentent  les  coniquaB,  dorn  den  demE-djam4tres  eaajnguee,  isaus 
d'ane  origiiw  connuc,   abontisseat  il  deos  points    donnee.     Noua  y 


propre  ä  faire  tronrer  !es  exprcssions 
giiteraiea  des  iii'üii-  ei  droitea  reinarqnables,  qne  l'on rencontre  dans 
les  courbea  du  Becoad 

II  u'oat  peui-£tre  p&s  sana  utiliLt-  du  präsenter  au  le<  l 
lc  pui.ii'i-  dana  l'etude,  nnc  table  resnmee  de  Es  natura  et  de  l'orfM 
du  watifercs  qne  nons  traitons  dans  cet  ecrit;    il   »e  fera  aiusi  uiio 
idO'.-  plus  nette  st  plus  Gomni&ta  de  l*ünportance  relative  des  quea- 
tiona  quo  nous  aoumettous  a  suu  appriciatioo. 

Le  texte  eonranl  se  rapport€  idei  uea  reeiangulaires.  La  par- 
.  est  relative  ans  coordonneea  obliques; 
«He  pent  i'ti-f  neghgee  a  nne  preraiäre  lectnra. 
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des  foyers  et  des  directrices  dans  les  sections  coniques.  \YJ 


Premiere  Partie. 

Expressions  genlrales  des  di?ers  Clements, 
qne  Ton  distingne  dans  les  courbes  dn  second  degrl. 

§  I.    Equations  generale»  des  axes  dans  les  courbes  du  seoond  degre. 

1.  Equation  anx  axes  des  coniques  en  general.  Le  procede, 
qui  est  habituellement  employe  pour  calcul  de  l'equation  aux  axes, 
est  assez  simple  et  (Tun  usago  commode.  Nous  allons  Pexposer,  en 
supposant  a'abord  ies  coordonn6es  reetangulaires. 

Dans  les  courbes  du  second  degre,  qui  sont  representees  par 
l'equation  generale 

(1)  F{x,y)  —  Ax*+2Bxy  +  Cy2+2Dx+2Ey+F=  0, 

l'equation  du  diametre,  conjugue  ä  la  directum 

y  =»  mx, 
est 

(2)  F'x+mF'y  —  0, 
ou 

Ax+By-{-D-\-m(Bx+Cy-\-E)  =  0. 

Le  coefficient  angulaire  m!  de  ce  diametre  est  par  suite 

,  A-{-Bm 

m B^Cm 

Le  diametre  (2)  sera  un  axe  de  la  courbe  (1),  si  Ton  a 

mm'-\-l  =  0, 
ou 

m(A  +  Bm)  ,  H  __ 

"~     B  +  Cm    -T1  — u' 
On  en  tire  la  relation 

(3)  Bm2  +  (A— C)m  —  B  —  0, 

ä  laquelle  devra  satisfaire  le  coefficient  angulaire  m  des  cordes  con- 
juguees  au  diametre  (2),  pour  que  ce  diametre  soit  un  axe  de  la 

(1). 
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Eliminant  m  entre  les  dem  equations  (2)  et  (3),  on  obtieut 

(I)  BF'*X  —  (4— c)F'xF'y  —  BF%  =  Q 

pour  l'6quation  aux  axes  de  la  conique  (1), 

Par  Pinspection  de  cette  6quation,   on  voit  que,  si  B  =  0,  les 

deux  axes  de  la   conique   (1)  sont,  pour  des  coordonnßes  rectangu- 

laires, 

F'x  =  2(Ax+D)  —  0,     F'y  =  2(Cy  +  E)=Q. 

Ces  axes  sont  donc  les  paralleles  aux  axes  de  coordonnees ,  me- 

n6es  par  la  point 

D  E 

*  =  -#  y=-c' 

8i  nous  r6solvons  T6quation  (I)  par  rapport  ä  I'x,  nous  ob- 
tiendrons 

m\  f'       ^-^  +  V^a+M-^)2  F, 

(II)  *  x  = 2ß  * 

pour  les  äquations  s^parees  des  deux  axes. 

En  r6solvant  la  m§me  6quation  (I)  par  rapport  ä  F'y,  on  trouvera 

am  f<       c-A±Wt*+(A-Q* 

(III)  *  y  == 2ß x  s 

pour  les  memes  6quations. 

Si  nous  posous,  pour  abrßger, 

Y4B*+(A  —  C)*  =  2?, 

les  6quations  des  axes  pourront  s'ßcrire 

2BF'X  =  (A  —  C  ±  R)F'y     on    2tfF'y  —  (C—A  +  R)F'X. 

Dans  les  equations  (II)  et  (III),  les  signes  superieurs,  qui  af- 
fectent  les  radicaux,  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes  inferieurs. 

2.    Exemple  I.    Trouver  les   equations   des  axes  de   la 
conique 

6x*+<Lty  +  2y*  —  6x  —  2^  —  19  =  0. 

Nous  avons 

A  =  5,    ß  =  2,    C  =  2, 
d'oü  nous  tirons 

A  —  C'=3,     V4B8+(ji  — 6')*  — 5; 
;t  comme 

F'x  =  lOx+4^— 5,    F'y  — 4x+4y  —  2, 
nous  trouYons 


I 


!   ks  stctiom  coniqutt. 


-V  +  ,v-l  ■ 


0 


I   vi-.'iit 


■  ]<>*  i-ijtjLi.r ii ms  des  i.li'ii\  axes. 

Bxemplt  II.     Diterminer  les  axes  de  la  conique 

:.■:,  —  V— l*  +  2,v— 1  -0. 

a  -  3,   yj  =  ü.   c? a 


A—C  =  5,     V  IV^-hC^l—  £')*  =  13; 

/",  =  W&e-fßy— 2),     /•'„  -  2{6»— 2y-f-l), 

.  poor  les  dem  «es,  [es  SquattoUB 

13«—  18y+7  —  0,    81*+W^— 4  =  0. 

*  9.     Loraqno    [es  axes  Je  coordonnees  sont  obliques, 
(2)  ient  perpendiculaire  a  la  diroction  des  cordes  con- 
i   ['ob  a 

l^_m,„'-)-(„,-|_w')cosfl  =0, 

1  -f  m  DOfl  e 


[.'uquatioii,  qui  donne  les  coefficioiitt  angulaires' des  axes,  sera  donc 


m-)-cose 


,4+  um 
'  /;  +  5ä 


Si  l'on  remplace  m  par  sa  valeur  —  -p-  tireo  de  (2),  on  obtien- 
,  i'dur  ['eqaatioa  am  axes,  daus  lo  cas  de  coordonneea 
AF\~  BF'* 


obliques 


-Ft+costiF',, 


-MWftF", 


(Ü—  CcMfl)/^  -(vi  —  C)F'xF'„—{B—Act,sB)F'\  =  0. 

nit  cette  equation  snccessivemenl  par  rftpporl    - 
'•'',,.  on  obi  ■  dei  dem  am 
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OU 

/Tm     _,       C-il  +  yM-6p*+4(J?-^cosfl)(i*-Cco"^)  „, 
(VI)    Fy=  2(^~^cosö)  Fx 

II  n'est  pas  inutile  de  signaler  l'identitä 

(Vü)  (A — C)* +4(B—A  cos  6)  (B  -  Ccos  6) 

—  4(tf*  -  ^4C)  sin2ö + U  —  22*  cos  0  +  C)2, 

qui,  pour  des  coordonnäes  rectangulaires,  sc  räduit  k 

(Vm)  4JP+{A  —  C)*  =  4(U2— 4C)+M  +  C)2. 

On  peut  poser 

VM—  C)*+40B— 4cos0)(JS  —  Ccosö)  =  Ä'; 
l'equation  des  axes  sera  alors 

20B  — Cco80)F'*  =  (A—C±Rf)F\, 

OU 

2(£-  4cos0)F'y  =  (C—A±E?)F'i,. 

*  4.    Exemple  I.    Galculor  les  equations  dos  axes  pour 

la  courbe 

s2  —  3xy+y*-6x  +  by+3  =  0. 
Nous  avons 

-4  =  1,    B  =  —  $,     C=l, 

ce  qui  rßduit  le  radical  de  (V)  k 

3+2cos0, 

et,  parsuite,  le  facteur  de  F\  h  ±1.    Puisque 

F'x  =■  2x-3y— 5,    F'y  =  —  33+2H-5, 

les  Equations  des  deux  axes  seront 

2x  —  3y  —  5  *=±(—3x-{-2y+b) 
ou 

x — y — 2  =»  0,    se-|-y  =  0; 

cllcs  sont  indäpendantes  de  Pangle  des  axes. 

Exemple  IL    D6terminer  les  axes  de  la  conique 
10x2+6^+5y2— 28«+  fy  — 10  =  0, 
tchant  que  cos0  =  $. 
Puisque 

B—  C7cos0  =  O,    4— C  =  5,    tf— -4cos0  =  —  3, 


des  jnytrs  n  dU   <!ii(<'i-u-",   d<nu   tu  Wäiont  coni'i'irs. 

[''■'iiLiiinn  anx  axes  (IV)  sc  reduit.  a 

—bF',F'9+-<iF'%  =  0. 
ee  qui  fbnrnit,  pour  les  dem  axes,  les  equaiious 

/■"»  =  0,    —5/"»  +  3J''j,  =  0, 

3*4-5«,  — 14  =  0,    3.-2=0. 

Equallon  c(''in;rnk'  des  eotdfBM  a  centre.  LYqu.ati.on  a 
axes  äffet  te  nne  forme  benueoup  plus  simple  et  se  determine  plus 
rapidomratj  lorsque  la  coniqne  est  donn6e  d'un  centre  uuique  et 
qtfelle  ae  irouva  rapport6c  i  ce  centre,  comme  origino  de8  coor- 
flonnöea. 

Snpposous  quo,  (laus  l'cquatiim  (1),  ['invariant  £*— AC  soit  dif- 
feront  de  zero.  Cette  equation  repriseutora  unc  coniquo  ä  centre, 
et  les  coordonneea  o  et  i  du  centre  aeront  fouruies   par  le  systenio 

des  deux  iquafions  liucaircs 


(-1) 

qui  donnent 

m  '-"£12ö-  »■ 

pour  les  coordounecs  du  centre. 

Si  l'oa  rapporto  la  coorbc  (1)  ä  sou  centre,  son  equation   so 

(5) 

oh  Von  a 

Uli     lli'.'ll 

(6) 


//=  /Ja  +  £*-(-/•', 
p«  -f  es  +  F—  H  =  Ol 


On  peut  dosner  a  i'cxpression  de  //nue  forme  iudüpeiidante  des 
eooxdonneea  a  et  &  du  centre. 

Eu  effet  les  treu  equations  (4)  et  (fi)  sont  du  prciuier  degrfi  par 
innport  anx  dem  coordonuees  «  et  b  du  centre;  dies  «nri  nöoeaaaif 

romi'iit  conipatitiles;  par  suite,  il  faut  et  il  snfiit  quo  leur  dckTiuiiianl 
soit  iiul.    On  obtient  aiusi,  entre  //  et  les  eoefneients  de  l'equation 

\a   b      n    \ 
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qui  peut  s^crire 


et  donne 


A  B 
B  C 
D    E 


H 


D 

A 

B      0 

E 

— 

B    C      0 

F 

D    E     H 

A         T) 

A    B    D 

B     \ 

c 

B    C     E 
D    E    F 

=  o, 


Le  second  membre  de  cette  ögalitä  n'est  autre  quo  lo  discrimi- 
nant  de  rgquation  du  second  degr6  (1)  rendue  homogene.  En  d6- 
signant  ce  discriminant,  suivant  l'usage,  par  4,  on  trouve,  pour  la 
valeur  de  27,  l'expression 


(X) 


#==  — 


B*—AC 


AE*+CD*+FB*—2BDE—ACF 
B*—AC 


6.  Equation  glnlrale  des  eoniques  &  centre,  qul  out  leur  centre 
au  point  x  =  a,  y  —  b.    Nous  avons,  entre  a  et  £,  lc  deux  relations 

2Aa+2Bb+2D  =  0, 
2Ba+2Cb +2E  =■  0, 

qui,  6tant  multipli6es  respectivement  par  x  et  y,  puis  ajoutees,  donnent 

2(Ax + By  )a + 2(Bx + Cy)b  +  2Dx + 2  Ey  =  0. 

Mais  l'äquation  (1)  do  la  coniquo  peut  se  mettro  sous  la  forme 

(Ax  +  By)x  +  (Dx+Cy)y+2Dx-\-2Ey  +  F  =~  0. 

En  retranchant  l'6galit6  pr6c6dente,  on  obtient 

(XI)  (Ax+By)(x-2a)  +  (Bx+Cy)(y-2b)  +  F=>  0 

pour  l'^quation  g6n6rale  des  eoniques,  qui  ont  leur  centre  au  point 
(a,  b). 

Cette  Equation  ne  contient  plus  quo  trois  param£tres  arbitraires 

AB  C 

F'     F    Ct     F 

7.  Forme  plus  simple  de  l'lquation  aux  axes,  lorsque  la 
eonique  est  rapportle  &  son  eentre.  Soient  x  et  y  les  coordonnecs 
d'un  sommet  quelconque  de  la  eonique  (5),  qui  se  trouve  rapportee 
ä  son  centre. 

Le  coefficient  angulaire  de  Taxe,  qui  passo  par  ce  sommet  (r 
y\  est 


tandisque  celui  de  la  taiigente  au  m3me  somnut  est 
(8)  »'— &. 


Commo  aux   somincts    de   la  eourbe  (ö),   et  ;i  cos  nominet.-  seuls,   la 

taugonto  est  peipondienlaire  m  diametre,   qui  alKJul.it  au  poiut  de 

-  coefficieots  augutaircs  «i  et  m'  devrout  salisfuire  ä  l'cf^a- 

litti  de  ctiuditiou 

qui  ciisto  pour  dem  droitea  perpendicnlaiieii  entre  dies,  lorsque  tos 
s  de  coordonueeä  ssont  rflctangnlafres. 

ün  trouve  ainsi  que  loa  dein   coeffidenta  augulaires  (7)  et  (W) 
lont  lies  enlre  eux  par  l'egalite 

1-^  =  0, 

qui  feuruit  l'^quation  aus  axes 


Aiuai,  Pour  des  coordonneeB  reetangulaires,  lorsi 
l'origiae  <'*t.  an  eentre  de  In  coniqne,  lee  coordooueea  ü 
tout  Bommet  Bont  proportiounollos  aus  derivees  du  pro- 
ibre  de  l'equatioii  de  la  coniqne,  prises  respec- 
tivement  par  rapport  ä  ces  coortlonnees. 


OD  aus  aies  de  la  couique,  lorftqae  ll  601 
[  eappertee  a  bor  eentre. 

tqualion  (ll,  <jut  se  rappOttO  a 


i£r-     r^zs-.   i.T«-:iv-a.rse-   -a 


.*  —  :-->  ^j-—  jt—  :  -     ^ — r— ä 


:  —  -±  -  v  tj*—  -i—  .  - 


-^  -i 


•  3 


y        *  .  J  ^      • -        


/  Ä 


-  —  * 


n 


f*. 


i*   :*it*t  ">  a   !-;«iii:v-    r  -  -&  l>:t=  «  Kam--*:    .-.  i  .  -:«  >:  ii 
ua-z*rvt  *  -vs  KiiaL-K  :*^r:*"  ar.«r,i."r*  t  j    -.il;-«.i  :»f  p^rwa- 

l  —  n,n' —  v  —  Ti    :■:**  =    . 
—  »'  1 


1 — »,  ■;-.;«  $       w  —  :«:■*  5 

_f\ f\ 

Hi  Von  labititae  ä  /'*  et  /',  Ieurs  «prwsiom 

VAx  —  Bj)     et     '2Bx  —  Cj\ 

r£i|aati'/h  pr&fctent*  prendra  la  forme 


15.  ci  tr»:Ysc-  -}txo 


fxviio 


I>    - 
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et  pourra  s'öcrire 

(XIX)  (J3—  A  cos  6)x*  —  (A—  C)xy—  (B—  Ccos  %*  =  0. 
II  est  ä  remarquer  quc  les  quantitös 

s+ycos0,    y+scosö 

sont  les  projections  orthogonales  da  demi-axe,  qui  abontit  au  sommet 
(x,  y),  sur  les  deux  axes  de  coordonnees.  L'äquation  (XVII)  prouve 
donc  que 

Les  projections  orthogonales  d'un  axe  de  laconique, 
sur  les  denx  axes  de  coordonn6es,  sont  proportionnelles 
aox  d6riv6cs  de  1'l.quation  de  la  courbe,  prises  respec- 
tivement  par  rapport  aux  coordonnees  de  l'une  des  ex- 
tr£mit6s  de  cet  axe. 

L'6quation  (XIX),  6tant  resolue  successivement  par  rapport  a  x 
et  &  y,  donno 

x       A— C±Y(A—C)*+4(B— A  cos  0)(B—C  cos  8) 

(XX)  y~°  2(B-Acos6) 

ou 

y       C—A±Y(A—C)*+MB—Acos6)(B—Ccos8) 
^KX1)    x~~  2(B—Ccos6) 

pour  les  äquations  separöes  des  denx  axes. 

Exemple.  Ddterminer  les  equations  des  axes  de  l'hy- 
perbole 

x2— $xy  +  y*+l  =  0, 

saebant  que  les  axes  de  coordonnees  forment  entre  eux 
an  angle  de  60°. 

Nons  avons 

cos0  «  cos60°  —  i,    A  =  C  =>  1,    B  ==— |, 
ce  qui  donne 

A—C  =  0,    B  —  Acos6  =  2*  — Ccosö  =  —  2, 

d'oü  Bf  =  4    L'äquation  aux  axes  (XX)  deviendra  ainsi 

v 

ce  qui  fournit,  pour  les  deux  axes,  les  Equations  s6par6es 

«+y  -»  0,    x— y  =  0. 


"i.V  -    *V 


3~ 


Zr    I    I  "  I    - 


JVne«Ziv 


-      Aj*   jri**->£.     CK   Ums 


qv&xmqmt  de  Im 


L^  *>:fi'7^ü  Lin- 


«t 


*  ;at 


(^rt 


n 


--L>xzz  orl^i  i*  ii  U^rr-te  u  xl4bt  Kaa»  est 


aifrs 

Oii  j*at  donner  ä  ojtt*  iqsarion  une  fcrxe  12 iependaat?  des 
coorioziL«:«  <a  fct  4  da  cviitre.    En  es«.-t-  dou5  avoL*  Ii-s  äcux  systemes 

2yla  +  2///,  -t-  2Z>  =  0,        2#i  4-  2C&  -f  L'£  «=  0. 

Pr'-narit   la  difftr^ri':/;  eutre  les  egalit^a.  qui  se  cürrespondent  verti- 
fral':ffj':iit,  riori«!  obUrnoua  le  Systeme  des  deux  trquatioiis 

2y*  (*-<*)  +  2B(y  —  4)  =  /",. 
2/*te  —  a)  +  2C(y  —  6j  =  F'9. 

()n  i'.n  tinr,  pour  ac  — «  t-t  y — £,  les  valears 


(10; 


///%  —  Cf  *  __     _  BF'X  —  AF\ 

*'-*  —   t{H*  —  ÄCJ'       y  2(ß*  —  AC)J 


qui,   £Unl  HuUtitu^e»  dann  lY'quation  (9),  la  transforment  dans  la 

Huivaiit/; 

HF'**  -    AF'J'\      ISF"y+CF'xF'v  ~  0, 
ou  danH 

ii*"**  -  (A       (!)  F'x  F'n  -  -  IJF'*,,  «  0, 

qui  n'cHt  autro  quo  JV-r|uation  (I)  du  n"  I. 

*  10.    Hi  Ion  axo»  de  <:oordoini6<*H  Hont  obliques,  les 


angnlaircs  ™  et  t»1  dovront  satisfaire  -X  h  relstioa  de 

1 liiiuii  1 +  mi»'+ (i»-f-»i')cosö  =  0,  ce  qui  foumit  l'öquation 

1  ~  )i~  ~„iW  +  ( — Z  —  ™-    cos  Ö  =  0, 
(y  —  »)  W*  —  co-sÖF1,)  —<»—«)  (F'»  -  cosBF'«)  =  0. 

i'.u    nli-.tiiLMiit  a  y—  £  et,  i— o  lears  valoura  (10),  ou  obtieut  l'i'qua- 
tion  aus  axes 

(BF*  —  AP'»)  (/•"»  -  cos  b)F't—(BF'v  —  OT*J  (/"„  —  cosfl)F'„  —  0, 
qui  u'est  antre  quo  l'4qnaÜon  (IV) 

(B-Cm%B)F'*,—  {A  —  C)F'j,F'e  —  (B  —  Acos6)F'it  =  0 
du  n"  3, 


§  II.    Grandeur  des  axes  dans  les  oonlques  6  oentre. 

11.     Lotiftueur    des    axes    des    eciiiijiics    :i   centre.      Admcttotis 
d'alord  que  lea  axes  do  coordoiineea  soieot  rcctangulaircs. 

Considerous  la  eoiiiquo  (5)  da  n°  5,  ou 

f(,x,,j)  =  Ax*-\-  2B>*+«y  +  //  — 0, 

i  se  trotive  rapportee  a  son  contre,    Si  *  et  y  desigueut  les  coor- 
'iii  Bommet  quelcoiique  et  R  1c  demi-uxe,  qui  aboutit  ä  ce 
nsunet  bous  avons 

**+„*  =  R*. 

Ninis  avons  trouve  au  n"  7  (formale  Xiri),  quo  z  c(  y  sont  lies 
etilro  evi  par  la  relaüon 

Ax-j-By  _  Bit  -j 
*  y 

Knhiplions  les  dem  termes  de  la  preniöW  fraction  par  s,  eaaj  8a 

par  y,  et  ajoutons,  terrae  a  terrae,  los  deux  fraetious  re- 
il  nous  vioiidra 

Ax+By  _  itr  -f  Cy  _  ..la»-f  2jfrj,+cy 

Ais,  le  Bommet  !.■-.  y)  appartcnaM  a  la  couiqno  (1),  lo  numerntenr 
:  mie  fraction  Mt  egal  a  —  //;  d'aillcura  son  denominatsax 
t  egal  a  Äa.    Nous  avoua  dorn:  les  deux  equationa 
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qui  noa8  foumissent  les  deox  relations  fundamentales 


{ 


BR*x+(CR*+H)y  =  0 

cntre  les  coordonn6es  x  et  y  d'nn  sommet  et  le  demi-axe 
ü,  qui  aboutit  a  ce  sommet 

Ccs  deox  equations  sont  da  premier  degre  en  i  et  y;  elles  sont 
d'ailleurs  homogenes.  Puisqu'clles  sont  compatibles,  leur  däterminant 
est  nul;  ce  qui  foornit  l'egalite 


AR*+H       BB* 
BR*        CR*+H 


=  (AR*+  H)  (CÄ*-f-  H)  —  tf*Ä*  =  0. 

Nous  obtenons  ainsi  l'equation  des  axes 
(II)  (B*— AC)R*  —  (^i-f-C)ÄR*— H*  =  0, 

d'oü  nous  tirons  les  carres 

(HI)  R  ^g B*-AC 

des  demi-axes  de  notre  conique  (1). 

12.    Sigmes  qui  se  eorrespondent  dans  les  expressions  de  -  et  R2. 

Chacune  des  deux  Equations  (I)  represente  Taxe  qui  contient  R\  on 
pourrait  remplaccr,  dans  Tone  oo  l'aotre  de  ces  6quations,  R2  par 
ses  valeors  (III),  pour  avoir  les  Eqoations  des  deux  axes  de  la  co- 
nique (1),  equations  que  nous  avons  deja  trouvees  au  n°  7. 

Nous  proposons  de  d&erminer  le  signo  dont  ii  faut  affecter  le 
radical  dans  (III)  pour  avoir  l'equation  (XV)  ou  l'equation  (XVI) 
du  n°  7. 

D'abord  nous  pouvons  däterminer  le  coefficient  augulaire  -  de 

Taxe  qui  contient  Ä,  en  tirant  du  systäme  des  deux  equations  (I)  une 
nouvelle  6quation,  dans  laquelle  le  multiplicateur  de  y  est  d£barrass6 
du  factcur  R2. 

Pour  cela,  multiplions  la  premterc  des  äquations  (I)  par  C,  la 
secondc  par  B  et  retranchons  le  premier  produit  obtenu  du  second. 
Nous  trouvons  ainsi  l'equation 

(IV)  BHy  +  (/?*—  AC)R2x  —  CHx  —  0. 

On  aurait  de  merae 

^)  BEx+  (B*  —  AC)R*y—AHy  =  0. 
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Cela  fait,  l'6quation  (IV)  ci-dessus  nous  donne 

y  __  —  (B*— AC)R*+CHt 
x~~  BH  5 

mais  nous  avous  aussi,  par  Pequation  (XVI)  du  n°  7, 

y  __  C—  A  ±  jlß* +JÄ  —  Cp 
x~~  2B 

Egalant  ces  dcux  expressions,  on  obtient  l'6quation 

--(ü*— AC)R*+CH_  C— A±ViB*+(A—  C)8 
'  BH  ~~  2B 

ou 

_  <£=*B»+  c-°p±i  VT^RÄ=c?, 

qui  donno  pour  R*  la  valeur 

m_*J  a+ctV±ü*+(a-o* 

K  ~~2  '"  B*—  4AC 

y 

Ainsi,  dans  les  expressions  de  -  et  72*,  qui  correspon- 

dent  &  un  mßmo  axe,  lo  radical  V4:B*-\-(A—  C)*  ou  R  doit 
toujours  etre  pris  avec  des  signes  contraires. 

13.    Exemple  I.    Les  carrßs  des  domi-axos  de  la  conique 

5x2  +  4*y+2y2  — 9  =  0 
sout  

9   5+2+V4722+(5  —  2)*      9  7 ±5 

R  ~      2'  22-5.2  ~2"    6    ' 

ou 

Ä'2  =  9,    R"*  =  l 

Exemple  II.   Calculer  la  longueur  des  axes  de  Thyper- 

bole 

3*2-f- 12^—2^+294  -  0. 

Nous  avons  ici 

B*—AC  —  42,    VÜP+iA—C)*  =  13,    H 294. 

Les  carr£s  des  demi-axes  sont  ainsi 

rt       1  7   1±13       7(1  ±13) 

de  sorte  que 

7(1  +  13)  -        7(kli?) 40 
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*  14.    Grandeur  des  axes  pour  des  coordonn&s  obliques«    Los 

coordouuecs  x  et  y  du  sommet,  auqucl  aboutit  le  demi-axo  /*,  sont 
liecs  cutre  olles,  dans  co  cas,  par  la  relation  (XVIII)  du  n°  8,  qui  est 

Ax-\-By   __   Bx+Cy 
3+y  CO80       y+xeosd' 

Multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  ar,  ceux  du 
secoud  par  y,  puis  ajoutons  terme  ä  termo;  il  nous  vieut 

Ax+J*y   _  j**+CJL  —  Ax*  +  2Bxy  J-Cy2  ___  H 
£+yCOS0       y+a?COS0       x*  +  y*-{-2xycosd  *'* 

Nous  en  tirous  les  deux  cquations 

(     (AR*+H)x+(BR*+Hc088)y-0, 
\     (BR*+Hco*6)x+{CR*+H)y  =  0, 

dont  le  däterminant  est  foreßment  nul. 

La  grandeur  des  demi-axes  est  donc  fournio  par  l'equation 

(ÄR2+  tfcos  0)*  —  (AR*  +  H)  (CR*+H)  =  0, 
qui  revient  ä 

(VII)  (B* — AC)&—  (A—2BcosO  +  C)HR*—  #2sin*0  =  0, 
et  dounc  (n°  3) 

(VIII) 

2  __  H  A  —  22*co8fl+C±V4(/J  — ^C08fl)(/J—  6'cos0)+(,4--C)* 
Ä  "~2#  B*—AC 

pour  les  carräs  des  deux  demi-axes  de  la  conique. 

La  sommo  des  carres  des  inverses  des  demi-axes  est  6gale  a 

A—  2ffcos0-|-C 
~~  #siu20  ""■ 

pour  des  coordonnäes  obliques,  et 

_  A  +  C 
H 

pour  des  coordonnäes  retaugulaires. 

Exemple.  Calculer,  pour  0  =  60°,  la  grandeur  des  axes 

de  Thyperbole 

x2  —  3ffy+y2+3  =  0. 

Puisque  cos0  «=»  £,  il  vient 

A—  2£cos0+Gf  =  |; 


A—C 

=  0,     £—.460*0 

r.      | 

..." 

qui  dnnuc  91' 

=  i\  et  comme 

,' 

//  =  3 

tromc  quo 

1     i 

i  i      L6       :;.:  ■  8) 
5 

cu  tirc  les  viilonrs 

K'*  = 

-. 

l£ 

■ 

16,     Rfttbode  du  eerele  Mtaiigent,    pottr  I«  mlml  d«  la  rrnn- 
■  des  mtes.    Crtto  mötbode  est  simple  et  elegante;  eile  aal  W- 
IM «Dt  cmployea  et  miritc  d'etrö  ugnaleo. 


Coupons  la  coniqne  (0  par  t 


cerclo  oouceatri^ne 


coDstauto  arbitrato',  repreeeatera  toutoa  les  coiiiqneB, 
par  lea  points  d'interaection  de*  deux  courbes  (1)  H  (-). 

Si    imiis    ilisposous    de    l"jjnlOturiniin>f    J..    de    mnimVe  &   rondru 
l'&iuiuiou  (3)  homogene,  co  *jui  revieot  n  poser 
ff—  0Ä*=  u, 


■ 


(■'-:  "-)-  +  -«'•  t-(o+§)»,=0, 


i  resaltera  ponr  (3),  reproeentcra  le  Systeme  des  den*  aeeant« 
am  dorn  courbes  cOBcentriqne*  fl)   et  (8),   qui   passest 
r  leur  centre  common, 

■    (4)  sc  ridiiiruüt  fviikmnifut  ii  unc  -■ 
r  reite,  |e  Dcrclc  '-')  »ora  bitangem  a  ta  coaia,iis  (1),  a]  le  premier 
mambre  de  t'eqoatJon  (ij  devicol  an  carre,  co  d'&ntrea 

ce  cas  l.i   MLank'  doubl«  sunt  pprpeudiculaire  aus  tangontc« 
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menäes  par  ses  extremites.  Cctte  sdcantc  double  scra  donc  an  axe 
de  la  conique  (1),  et  la  valeur  de  R,  fournie  par  Pequation  prec6- 
dente,  exprimera  la  grandeur  de  la  moitiä  de  cet  axe. 

Noua  retrouvons  ainsi  la  memo  equation 

2*2Ä*  —  (AR*-\-H)(CR*+H)  *=  0 

quo  celle  (II),  qui  a  6te  fournie  par  la  m&hodc  du  n°  11. 

*  16.  Si  les  axes  de  coordonn6cs  sont  iuclinßs  entre  eux  d'un 
anglo  0,  requation  du  cercle  concentrique  a  la  conique  (1)  sera 

(5)  x2+y*+2*ycO80— JR2  «  0, 

et  les  courbes  du  second  degre,  qui  passent  par  les  points  d'inter- 
section  de  la  conique  (1)  et  du  cercle  (5),  seront  represcntees  par 
requation  generale 

(A  +  X)x*+2(B  +  Uo*e)xy+(C+l)y*-\-H-'\R'i  =  0. 

£n  rendant  cctte  Equation  homogene  par  la  valeur  X  =  ^, 
Tequation  resultanto 

(AR*+H)x*+2(BR*-\-HcosO)xy+(CR2  +  H)y*  =  0 

representera  le  Systeme  des  deux  secantes  communes  a  la  conique  (1) 
et  au  cercle  (5),  qui  passent  par  leur  centre  commun. 

Ces  deux  secantes  communes  se  r6duiront  a  un  axe  commun,  si 
le  premier  membre  de  cettc  derniere  equation  est  un  carrß,  c'cst-ä- 
dire,  si  Ton  a 

(BR*+Hcos6)2-(AR*+H)(CR*+H)  =*  0. 

On  retrouve  ainsi  Tequation  (VII)  du  n°  14. 

§  III.    Sommets  des  ooniques  ä  eentre. 

17.  Carr6s  et  Rectangle  des  coordonnles  d'un  sommet  en  va- 
leur du  demi-axe,  qui  aboutit  h  cc  sommet.  Soient  x  et  y  les  coor- 
donnees  du  sommet,  qui  termiue  le  demi-axe  R.  Lorsque  les  axes 
de  coordonn£es  sont  rectangulaires,  ces  trois  quantites  a-,  y  et  R  sont 
ltees  entre  elles  (n°  11)  par  les  relations 

(    BR*x  +  {CR*+II)y~^ 
U  \     BR*y  +  (AR*+H)*  =  0 

ainsi  que  par  l'^galitö 

a;2-{-y2  »  722. 
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Lcs  relations  (1)  nous  donnent 

CR2-\-H 


> 


BR* 

(2) 

J     y=      AR2+H 

[     x~~  BR2     ' 

Mais,  si  Ton  raultiplio  lcs  rolations  (1)  respectivemcnt  par  x  et  y, 
et  que  Tod  ajoute  les  produits,  on  aura  aussi  T6galit6 

BR2(x2+y2)  +  l(A+  C)R*+2H-]xy  =  0, 

d'oü  on  tirc,  cn  so  rappelant  que  x2+y2  =  R\ 

,*> i^4__ 

K)  xy~      (A  +  C)R*+2H 

Multiplions  par  ce  produit  chaeun  des  rapports  (2);  il  nous  vieut 


**  = 


(CR2  +  H)R2 


(A4-C)R*+2H* 
(4)  ' 

J       2_      (AR*+H)R* 

'     y   ""  (A  +  C)R2+2H' 

Les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se  simplificr. 

En  effet,  si  nous  multiplions  par  H  les  deux  termes  de  chaeune 
d'elles,  le  denominateur  commun  deviendra 

(A+C)HR2-\-2H2. 
Mais  l'äquation  (II)  des  axes  (n°  11)  fournit  la  valeur 

(A  +  C)HR*  +  2H*  —  2(B2  —  AC)Ri  —  (A-\-C)HR2 

=  R2[2(B2— AC)R2—  M+ <?)#]; 
et,  si  nous  posons 

(I)  y±B2+(A  —  C)*  —  SR, 

Tequation  resoluo  (III)  des  axes  (n°  11)  nous  donne 

2(B2— AC)R2—  (A+  C)II=  ±  9t. 

Nous  trouvons  ainsi  que  les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  plus  simple 


x 


f        CR2+H 


dl)  J    „,-^+E, 


±9t 

r 


xy 
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18.    Coordonnles  dos  sommets.    L'equation  resoluc  (III)  des  axcs 

(n°  11)  nous  donno 

„,_**  A+C±Jt 

Si  nous  substituoos  ccs  valeurs  dans  les  expressions  precedentcs  (II), 
cclles-ci  dcvieunent 

X    "  2(B*-~AC)  ±  2(B*-AC)  '  y±B*^U^CJ* 
2  AH  H  2B*+A(A—C) 

(iii)   <j  y  ~  2(/i»— ^4C)  ±2(J52— ^cj'y^qq^^.c/ 

_  —  BH__A H  B(A+C). 


De  ces  trois  formules  on  tire  les  egalites 

^-t-2/;  2(7;*  -AC)      -'-  2(J33— ^C)  +  (7**  — ^lC)9t' 

/  _   ,.       M+2£+C)g  i/Sft ,    (A+C)BII 

l*      y)        -  2(ij2_^c)      ±  2(2**  — -4C)  —  (ZJ*— -AC)»' 

qui  dounent  les  valeurs  de  ar+y  et  de  a*— y,  par  suitc  Celles  de  x 
et  de  y. 

Dans  les  formules  (III),  les  signes  superieurs  se  correspondent, 
ainsi  quo  les  signes  iuferieurs. 

19.  Eqnation  aux  abscisses  et  Equation  aux  ordonnlcs  des  quatre 
sommets.  Soient  +x\  Jryf  et  itf",  ±y"  l°s  coordonnees  des  quatre 
sommets.    Puisque  (n°  18) 

,2_         CII 77  2B2  +  C(C—A) 

X    ~~  2(Z*2  —  AC)  +  2(i?»  —  AC) '  Ht 

„2 CH _H_ 2B2+C(C—  A) 

X    ~2(B*  —  AC)       2(B*  —  AC)'  W 

nous  aurons  d'abord,  en  ajoutant, 

eil 
^2+^2  = 


B*  —  AC' 
puis,  en  multipliant, 

*'v"  =  ms*  -lom*  tc'iRi  ~ (2  B'+  c"  ~Acn 

'tO  facteur  entre  crochets  revient  & 


C*[ABt-\-(A-cy'~\--{1Iß-\-C-~AC)-'  =  ~lB\B*-AC); 
■  raite,  il  viout 

*__      "''  >ji 

—     /?' — Äc '  m* -f (.4  —  r)*' 

icluons  que  -■'-'  '■!  .r"3  soot  lcs  dciix  valeurs  quo  lV'i.jiiiif.ion 

""-ir"'  <«--. „„+"': fr=" 

i'uuvuit  ponr  **■ 

Dötte  <■■  jiimi um  donne  Il-s  abscisses  des  quatre  sommcts. 

On   voriLiil   de  mäme  qm;  lis  ordonnfeea  des  quatre  Bommeti 
s'obüi'nncnt  ptf  t'equotioil 


(//»— .■lC')i,'--.[//r'- 


4^ +  (.!-£')' 


*  20.     Curres  et  i-eetangle  des  eoordonn^M  d'nn  lonwet  en  ra- 
-  da  deml-ne,  qui  :ii>onli(  i  ea  ninnet    (coordounees  obliques). 
iCa  ri.'hiinins  untre  .■■.  g  et  n  Bont  iei  (n"  11) 

(.l/r+//V  +  (-üfi3+«cosÖ).v  =  0, 
('7.---I-  ll)it  +  (,ßn*-\-lU:o&8)x  =  0, 

■       ■     ■■.    I 


«*  —  «y  » 

/.'■■'   -  ffeoBtf       AS*4-J7 


''-[-.'/"  -j--j-i/i'"s'> 


im* 


(,i      affcosfl-i-C)Ä,+2ff8in,,fl      (A— 2öcose-f-C)Äfil-J-2Zrtdir,6 

i.n.  i  ;i  '..Ttn  de  1'eqDattoD  (VII)  du  n"  14,  iious  avons 
(.1—  2#cosö  +  C)/f«*  +  2//-siiisft 

i>ar  eooaeqnont  la  deraiöre  (racüon  u  r&dnit  & 
1 


2(JB*  —  4C)  ^-  -  (.4— SÄCOSÖ-f-C) 
h.1  ä  l'i  qii;ilin[]  r&olse  [V1I1)  du  n°14,  et.  eil  posaal 
Vi{B—  AaÜ8){B  —  CcosH)-\-[A^Cy'  =  w, 

'vicui  .-iiiii.l-ijii'jii 
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Nos  6galit6s  fournissent  ainsi  les  expressions 

x        ±w  * 

(VII)  ^    y2   s=SiAE*+H 


xy 


—  (BJl*+HcoaO) 


*  21.     Coordonnäes  des  sommets   (Axcs   obliques).     L'equation 
räsolue  (VIII)  des  axes  (n°  14)  nous  donno 

R  "■  2  '  ~B*—AC 

Substituons  ces  Yaleurs  dans  lcs  expressions  precedentcs  (VII);  olles 
deviennent 

(VIII) 

CH  H  2*K  B—  Ccosö)+ C{  C—A) 


*• 


2(#2— AC)  x  2(J32— AC)  '  Vi{B—Acos6KB  -  CcosO)+(Ä—C)*' 


AH  11 2B(B--Acose)+A(A—C) 

y    =  2(i*2— AC)  —  2(2J*-^1Q '  V4t{B^Ä^^)\ß^(kose)+(A^C')i 


.--;» 


_#//  if /JQl+C)— 2^tCrcosö 

**  ^  2(2*2— 4Q  ~  2(5*^65  '  Y 4( JB— -4cösö)  (B-^Ccos6 j+ö?— 'Öj* ' 

De  ces  trois  formulcs  ou  pcut  tiror  les  valcurs  de  (a-f-y)2  et 
(* — y)2,  et  par  suito  ccllcs  de  x  et  y. 

*  22.  Equation  aux  abscisscs  des  quatre  sommets  (axes  obli- 
ques). Commo  ci-dcssus  (n°  19),  ou  verra  par  la  prcmiere  des  equa- 
tions  (VIII),  que  Ton  a 

>2  ''2 £I£  _ 

x   x     ~~  B2—ÄC* 

H*  (B  —  Ccos6)* 


z'*x"*  = -- 


Z*2—  AC  4(B  —  Acosd)(B—Ccosd)  +  (A—C)2 
On  cn  conclut  que 

mn  tut     at\  4      nu  2      (i?— Ccosfl)2//2 

(IX)  (Ü2-,1C)*'-  C/fc2-  4(jg^CQSÖ) (g-CToggT+^-C)!  -  ° 


det  fcjftrt  tl  rff*  JiKcfriCM  tl/ina  te*  »fcltani   eoniijaes.  JS7 

Tom-nft  les  abseisses   dos  qnatra  sommetss  de  la  conique,  dans  lo  cas 
l  les  axes  de  eoordonntea  comprauumt  entre  eux  uu  angle  6. 

On  tronverait  de  meine  <(iie 

fst  I'äquation  ans  ordonnecs  des  quatre  sommets  dans  lo  cas  d'axcs 
gUiquos, 

g  IV.     Foyers  des  coniques  a  centre. 

23.  Oarre  ile  1a  drmi-dislanee  foeate.  Les  coniques  ;'i  centro 
out  deux  systemes  de  doubles  foyers:  deux  foyers  reels,  qui  sont 
sürn.'s  sin-  le  graud  axe  ou  Taxe  trausverse  de  la  courbe,  suivaut  quo 
cdle-ei  est  nne  ollipse  ou  ime  hyjierbolo;  et  deux  foyers  toujours 
imaginaires.  qui  corrcsuondent  ä  l'autre  axe  de  la  eonique. 

A  cos  di.ux  syit&mes  i!*'  foyers  repondent  deux  disfanees  focales, 
Uunt  la  seconde  est  toujours  iiuagiünire ;  ainsi  que.  deux  systemes  du 
doubles  direttrices ,  dout  les  deux  densiercs  sont  aussi  constamment 
imaginaires, 

Goiuiderons  la  coniquo 

(1)  /(A.V)  -  is'-r-a&H-lV+H-O, 

qni  est  rnnportee,   a  BOH  centre.     Loa  deux  demi-a 


i  R'  et  ir  sont 


doi.ne.es  par  les  formules  (n"  11) 

II     ~  IP-AC 

J/7         I  i-  c  -  VTb*+{a— "cj* 

//  .';■■■     .ic 

lorsque  les  axes  de,  coordunufiis  rant  redangulaircs, 
^i  Acne  -<■  represente  la  distanee  focale,  on  aura 

l'ar  eonsequent  les  carres  des  deux  derai-distancos  focalee  seront 


'-  B*-.W 


tiuordutuiOes  sont  obliques,  on  trouvera, 
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(ii) 


,2 


HY±(B— Acob6)(B—  Ccosß)  +  (A—  Q* 

-t"  ""      ß*—AC 


25.    Coordonnles  des  foyers.    Designons,  cn  g£neral,  par  a,  ß 

les  coordonnecs  du  foyer  situe  sur  le  demi-axe  R  et  par  *•,  y  ccUcs 

du  sommet  auquel  aboutit  cc  demi-axe.    Nous  avons  evidemment  les 

proportions 

a       ß       c 

x       y        R' 


quelque  soit  l'anglo  des  axes  de  coordonnees.    Oii  en  coudut  quo 

*2"8         0       cttcy 


(2) 


C2X2 


/?*  — c  y 


Dans  l'cxpression  do  a8,  mettons,  ä  la  place  de  c%   sa  valeur 

7/9t 
+  jJ*~Tn  tir^°  de  (*)»  et*  ^  *a  l^acc  de  **?  sa  valeur  (II)  du  n°  17; 

il  nous  viendra 


ft    —  B*-AC\ Ci    7t>7 


Mais  Tequation  (II)  des  axes  (u°  11),  pouvant  s'ecrire 


4/7  2  27/ 

-in  +  2(^4+6')^  -4(21*- -IC)  =  0, 


dünne 


7^ 

27/ 
R* 


R* 


=  —  (A  +  C)  ±  V47>v+  (-4—  Cj* , 


et,  par  suite, 


27/ 


2C'-|-Ä2  =  C'~- A±V±H*  +  (Ä  —  C)*. 


On  a  donc  en  g£ne>al,  pour  des  axes  reetangulaires 
«2  Ä^^-^[^'~^:hVi^TÜ-m 


(III) 


0: 


77 


2(i*2  —  AC) 


[A-C±  Y4B*+ (Ä  -  C  )*], 


-i?/7 


26.    Equation  aux  absei sses  dös   foyers.     Soient  +*'  et  a"  les 
abscisses  de  nos  quatre  foyers.    Nous  avons 


« 


'2_ 


// 


2(i*a 


-~Äc)  [c-^+V4^+u-crj > 


•  ■ 


rJC-A~i 


Nous  cn  concluons  ijue  1'iqnatioB  am  atacisBes  des  foyen,   61 
par  suitc,  eelte  aux  urdonnfies  sont  rospectivoment 


|    {B*-AC)p+(C-A)Hp- 


if'ff' 


*  27.     Coordonnfcs    des    foyers    pour    <Jon    nxes  oblique«.     Lei 

c<juatii>us  (2)  nous  dounent 

.         KW         .         Ä«0 

=  — - »— .     jr  =  — i 

remjil*;ona  c*  par  sa  valeur  {II)  du  u°  24,  valeur  t^uo  Pon  pont  mettn 
sous  In  forme 

•  _  im 

—  B'—AC" 

i  tenani  compte  de  la  notation  (VII)  du  u°  14; 

H9I 

HeUom  ces  expressions  dans  dans  lea  forumlcs  (VIII)  du  n°  21,  uous 
obtiendroiis  des  igaliti-s.  des  tpn-'Hes  iions  tirons  les  valeurs 

"S  =v*-AC\''+Ji-)' 

Mais  1'oq.aation  (VII)  du  n"   M,  Staat  mise  sous  la  forme 
!<.')  = 


pnis  rtsülue  par  rapport  K   .,.,  natu  dorn 
liadoii  du  u°  20, 


i  r .1 L - . 1 11 :  asagc  d«  l'.il'n':. 


8äu*A        "  ±2sin*9* 


Sn&Btituons  cetta  valeur  dans  les  expresnom  (3), 
enliii,  i'onr  los  tuurJr.iniu'L's  (Jos  foyers,  k's  formules 


-C+2(/f  —  Ccosfl)cos9 
2~sin*W 


[8B  -Li  .  c  m  fi 


(cosfl    . 
JH'    1 


/<--,ic 
oü  il  nc  faut  pas  oublier  qoe 

31'  —  Vif«—  .*i-os9)(fi  —  6-co3«j+(-l-  C? 

—  V-tf/;-      .ir;-nro      [3      B/fijöi  8  j  ■' 

Equutlon  :iux  abseisses  des  fojfrs  (Coordonn6c.8  ubliqurs1 
Par  la  premiere  des  truia   formnies   (V),    ou  trouve  facilemetiti 
ifparanl  les  Bi'guea  de     :9t',  quo 

fl  C—  -4-f2<fi-  CCQ8g)COBfl 


_    — jsr     (b—  ccogffl'ü 


Noas  cn  coiiduons  quo 


CVI) 


--■10)810*0«*— [C— -4-f-2(fi- 


-Ccosß)a>s'/|//<i-- —    ,. 


fi«— AC 

est  l'ftqnation  aus  abaeisses  des  foyers,  pour  des  ^xes  obliques 
rjorduiiueca    dea    quatro    foyers  tat 


(VII) 


4C)»b*6|J*— [A—  C+2(ß— -icosWcosfljtfjJ1—  — 

latis  ces  iqiiatiims,  on  fait  0  =  .,.    oo  retrouvo   cclltt  (IV) 
a(  ii  des  ues  de  coordo&u6&  rccUngolaimi. 
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31.  Angle  des  diamelres  conju?u6es  de  l'ellipse.  Repre*sentons 
cet  angle  par  V.  Lo  Parallelogramme  construit  sur  ces  diametres 
6tant  egal  roctanglc  des  axes,  nous  avons 


ou  (u°  11) 


IT 


G*smV 


Y'ÄC—  B* 


Rcmpla^ant  G2  par  sa  valeur  (I),  il  vient 

2V2C'— B* 


(V) 


sinK« 


A  +  C 


Le  cosinus  du  memo  äugle  est 


(VI)  cos  V= 

d'oü  on  deduit,  pour  la  tangente, 


,__—  V4B*  +  (A—  C)* 


(VII) 


tang 


—  2YaC-B* 

V=    — :-:  —  --- 

y4/**+(yt  — C)J 


*  32.    Grandeur  des  diametres   conjugußes  tfgaux   de  Tellipsc 
pour  des  coordonnfos  obliques.    L'6quation  (VII)  du  n°  14  donne 


,«  ,   w,»       (A-2B  cos  e+C)H 

n  ^K    —  m—An        ' 


B2—AC 

par  cons6qucnt,  ou  a,  pour  des  axes  obliques, 

(A  —  2B  cos  0  +  C)TI 


(VIII) 


G2  = 


2(B2—AC) 


*  33.  Equatlon8  des  diametres  conjugules  Igaux  de  l'ellipse 
pour  des  axes  obliques.  Si  nous  conservons  les  notations  du  n°  30, 
nous  aurons 


x*       y2        xy       x2-\-y2-^-2xyCOsQ 


G2 


1         m*       m 
et,  par  suite 


l-\-m2-\-2mcosÖ      l+^+^cosö* 


x2  — 


6?* 2 G*»i* 

l  +  ro2-f2mcos0'     y    ~~  1 4-m*+2»i cos  6l' 

G2m 

Xy  ~"l  +  m2  +  2mCOS0 

Mettons  ces  valeurs  dans  T6quation  (1)  de  l'ellipse;  celle-ci  de- 


ment 


\ 


ffcOBÖ)m+MG'-f,ff}  =  0. 

Si  noiis  romplftGona  '•'  par  sa  valeur  (VIII)  et  m  par   -,     N 
trOHVOlU  qno  t'&juation  des  diametres  coiijuguees  egaux  est 
| 1 X )  [AU  ~  C)  +3fl(£  —  - 1  MS  fl)  V 

+  2[.-l(ü— r.'c(1gO)+Cf//-.lüos^J'H-[',(('—  ^l)+2ö(Z*-Ccosö)V» 

Les  ui|iiatiiHis  i.q>:tm.'s,  de  res  (liainitrea  egaux  sunt  douae 


(X) 


dfCCOBfl— fl}+t  l.l   ■ 

ÄCOSÖJ 


.4M—  q+2ij(ü 

Vvlf—  /-    1     1:/,'  ItOSff)!  U 


-C.'us »<)  +  (.[  —  f.')* 


.!(.!  —  (.')  +  ->Ii{U  —  A  L'OSÖ) 

j  =  --'(C'eos  fl  —  fl)-4-  CM  QQgfl— g) 
i  —      C\C—A)-\-2U(li—  CCOBp) 

. .  i.i'-    .<■>■-■  i  i  ä 

Angle  des  ill  am  et  res  congu^es  i;«anx  <Ie  Celli  pse  pour  des 
coordo lindes  oblique».    En  vertu  do  l'üi|uatian  (VII)  du  n°  14, 


PwwflTFH  -Gf 


BW  suile  il  vionl,  ■ 


on 


egard  ; 


ffginO 
"V-iC— J81 

(VIII), 


(X) 


2V.4C  — if^.siufl 
4— 8ficoa8+0 

P6HT  le  siuus  de  I'augle  therclio. 

;  du  meiue  angle  est  donc 

-  Yuß—. Ä  cos"ftj"rä=IC'cöä"äH-  M  —  f -T 


(XI) 


CDS  F- 


2£cOB0-f-C 

Ou  en  dednit,  pour  la  taugen  te, 


—  Ssäniül  -ic—  /;-■ 


4(#  —  vlcosfl)(K—  ccosöJ  +  U  —  Qa 

(  »SYPiptntc*  ilc   TliTporlioIe.      II    nuus    resl 
,  nui  fouruit  los  dem  asymptotos  de  lbyperbole 


.  _•*- 1 
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(2)  Ax2+2Bxy+Ctf+2Dx+2Ey  +  F  =  0. 

Cetto  äquation  represensant  unc  hyperbole,  la  caract&istiquo 
B2—AC  est  positive,  et  le  radical  Yb*—ÄC  est  r6el. 

Supposons  que  les  carres  des  variables  ne  manquent  pas  tous  les 
deux  dans  l'6quatioii  (2),  et  admettons  que  le  coefficient  C  de  y2  soit 
difftrcnt  de  z6ro. 

Rßsolvons  requation  (2)  par  rapport  h  y;  nous  obtenous  l'ex- 
pression 

Bx  4-  E      1    / '. 

(3)  y  = g—  +  ^V (B* — AC)x* + 2(ÄE  —  CZtyr  +  £» — OP, 

ou 

Bx+E  ,    J? 

*  = C~±C9 

en  repräsentant  le  radical  par  R. 

Dans  l'exprcssion  (3),  rendons  la  quantitö  sous  le  radical  un 
carrß  parfait,  en  y  remplagant  la  partie  constantc  E*  —  CF  par 
(BE  —  CD)2 

Vb*—ac  ' 

Si,  dans  le  rßsultat,  nous  represcntons  par  y'  l'ordonnee  qui 
correspond  ä  Pabscisso  a-,  nous  aurons  requation 

,    Bx  +  E  ,    1  /     /-■ ,   BE—CD\ 

ou 

,  Bx  +  E       P 

y  ä  — c~ ±  c 

oü  nous  dßsignons  par  2J  le  binöme  affecte  du  double  signo  -jr. 

L'equation  (4)  represente  evidemmeut  deux  droites. 

La  diffßrence  entre  les  coordonnöes  de  ces  droites  et  ccllo  de 
la  courbe  (3)  sera,  pour  une  meme  abscisse  a-, 

1  P2—  R2 

Mais  on  a 

r     a  ,    (BE  —  CD)2'] 

P* -  R*  «-  \(B2-AC)x2  +  2(BE- CD)x+  —jjTZ AC '    J 

—  [(B2— AO)x2+2(BE—  CD)x  +  E2-CF], 
ou 

r       K   "     B*—AC  ^      ' 


ilani  Ins  s 


n    ■  i iiLtrj rit t-  constaate,  ntte  ['cm  ponrra  deaigner  par  A'.    II 
■  ra  doac 


X  — 


rVß*— AC 

ou,  cn  divlsant  les  (km  tennea  de  la  fractiem  par  b, 


i  onus  faisons  eroitre  a  jns(|u'  ä  l'infini.  a la  liniite  Je  namera- 
lour    s'aniiullü    pend&nt    quo    1«    dwioniinateur   prend    la   valeur  fiuio 

-...■:  [i 

Dnuu  I11»  dnui:   droites  (l)  rcucontreiit  l'hyperliulo  (2) 

i    l''u!iiii 

Konsavona  obteaa  l'6quatiou  des  deux  droites  (4),  en  remplataiö, 
nation  (2)  de  l'byporbole,  la  quantite 
(in-;— cd)* 


fi*— CT    par 


/;'— ,ir 


Nons  pouvuus  donc   fonner  l'6quation  de  l'ensemble  des   Aenx 

droites  ( l]  an  rneyen  du  l'i-quatiou  (2)  de  rhyperbole,  eu  substituaut, 
llo-d,  la  quantitt- 


ou  oncorc 


il-l-'        CD] 


,-    an  terrae  coustaut  F. 


&       IBE—CD)*       /-.-(/!'—  A<)-{i:i;-<D)- 
<  i'-  —  AC) 
_  A&+  CD*  —  %BDE 

n*—  ac 


,  (im, 


vorlu  de-  la  relaliou  (X)  du  i 


f 
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L'ensemblo  des  deux  droites  (4)  est  donc  representß  par  l'6qua- 
tion  du  second  degrö 

(XIII)  Az*+2Dxy+ty-\- 2Dx+2Eij  +  F-H=*  0. 

L'inspection  de  cette  equation  fait  voir  que  les  deux  droites, 
qu'elles  rcprescntcnt,  passent  par  le  centro  de  l'hyperbole  (2);  d'ail- 
leurs  ccs  droites  rencontrent  la  courbe  a  rinfini;  donc  cllcs  sont  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  (2). 

On  conclut  de  la  le  theorömo  suivaut: 

L'equation  aux  asymptotes  de  l'hyperbolc  so  d6duit 
de  l'equation  de  la  courbe,  ou  retrauchant  du  premier 
membre  de  cette  dquation  lo  terme  constant  que  fournit 
la  translatiou  do  l'origine  au  ceutre  do  l'hyperbolc 

Si  a  et  l  sont  les  coordouneos  du  centre  de  l'hyperbolc  (2),  on 

aura 

//=  Da+Eb  +  F, 
d'oü  ou  tiro 

F—H=  —  (Da  +  Eb). 

L'equation  aux  asymptotes  de  l'hyperbolc  (2)  sera  douc  aussi 

(XIV)  Ax*+2Bxy+Cy*+D(2x  —  a)  +  #(2^  — J). 

36.  Exemple  I.    Les  coordonnees  du  ceutre  de  l'hyperbole 

3s*+4a#+y2— 3*  —  2y  +  21  =  0 
6tant 

requation  aux  asymptotes  sera 

3**+4a-y+y2— 3a;  —  2y+ J  =  0; 

et  ces  deux  droites  seront  repr6sent6es  par  les  6quatious 

ye=s-2x+l±(x-t), 
qui  reviennent  a 

2<c+2y  — 1  =0,     6a;  — 2^-3  =  0. 

37.  Exemple  II,    L'hyperbole 

bx2-\-4xij  —  2x-4i,-\-l  =  0, 
ayont  pour  centre  le  point 

a  =  1,    b  =  —  2, 
9  pour  asymptotes  les  deux  droites 
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Öit!  +  4.i.y  —  Sie  —  ij<  -  8  —  0, 

c'cst-a-dire  les  deux  lignes 

»— 1  =  i>,    5»-+-4y-f3  =  o. 

37.    Si  les   eures  des   variables  maiHiueut   daua   I'eqtiation   de 
l'byperbole,  celle-Ci  affectera  la  forme 

(5)  /öy+Uar+^+Ö  —  Q, 

■  la,  cu  resolvant  succussivcnient  ]>ar  rapport  a  ai  Bt  0.  y. 


~fy+ß' 


1   « 

Faisant  y  =  cc  dans  la  valeur  do  e,  et  « —  oo  daus  celle  i 
OH  öbtient  les  eqtiations 

ÄB-f-jB -=  0,    sff+i>  — 0 

de  dornt  droites,  qnj  reuceutreut  la  conrbe  (5)  a  rinfinj. 

L'enscmMo  de  ces  deux  droites  est  represeute  par  l'equation 


(XV) 


B*g-i-Ds-\-Et+  ;;    o, 


'im  est  ecllc  d'uuc  coniquo  coiiccntriquc  avec  l'liypcrbole  (5). 

Celle  coniqne  est  done  celle  des  asymtotes  de  uotre  courb*: 

Commc  la  translation  de   1'oTigIne  au  centre  de  fhyperbale 
dnt  Bon  L'ijiiation  ä 


oq   veit   quo    l'equ&tioa   MI    uyinptotes  sc   forme  cncore  d'apres   la 
regte  taoncöe  d-dessne, 

II  eat  utile  de    faire    rriiianquer  qne,    si    le    earre    de    1'nnö 
des   variable«   mauqne  Jana   l'.equation   de  l'byperbole, 
llelc  ä  i'axo,  qni  corre- 
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38.  Exemple  I.    Les  coordonnäes  du  ccntre  de  Phypcrbole 

»*  —  2xy  —  2s+4y— 1  =*  0 
sont 

«  =  2,    y  =  1; 

par  suite  l'6quation  aux  asymptotes  scra 

x*—  2*y  —  2s+4y  =  0 ; 
eile  peut  s'ecrire 

(*-2)(*-2y)  =  0, 

et  se  döcomposc  par  suite  dans  les  deux  equations 

x  —  2  =  0,      x  —  2y  =  0 
qui  representent  separement  les  asymptotes. 

Exemple  II.    Dans  Fhyperbolc 

2xy—  lOx  —  6y+17  =  0, 

lo  centro  est  au  point 

a  =  3,     ä  =  5. 

L'äquation  aux  asymptotes  sera  douc 

2*y  —  10c— 6y+30  =  0 
ou 

a:y —  5« — 3y-J-15  =  0; 

eile  se  decomposc  dans  les  deux  equations 

x—  3  =  0,     y—5  =  0, 

qui  reprdsentent  los  deux  asymptotes;  cclles-ei  sont  paralleles  anx 
axes  de  coordonnöes. 

§  VI.    Axe,  Sommet  et  Tangente  au  sommet  de  la  parabole. 

39.  Equation  de  Paxe  de  la  parabole 

(1)  /(*,  y)  —  Ax*+  2Bxy  +  Cy2 +  2F>x+ 2Ey -f F  =  0. 

Puisqu'on  a  B2  —  AC  *=>  0,  il  vient  B  =  -y/^lC*),  de  sorte  que 
Pequation  de  la  courbe  peut  s'ecrire 

(2)  /(*,  y)  =  (x^A+yy  C)*+2Dx+2Ey+F  =  0. 


*)  Si  lo  coefficient  B  du  double  rectanglo  etait  m'gatif,  on  aurait 
J5  =  —  \/AC=  \/AX  —  VC,  et  il  faudrait  changer  lc  signe  de  \/C  dans 
tout  ce  qui  va  suivro. 


MlftC   ■  i  rit  ■ 
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fonno,  L'equtiou  de  la  parabole  faii  roti  de 

,■,   J-i-.vi   r  =  u 
:■  i'origine,  et  qne 

i  lY'jiMrioN  du  la  liLugi'uic  moiu'o  ]-ar  l'extrfimite'  de  ee  diamttre 

Boleol   a  el  £  [es  eoordonndeH  da  stimmet  do  la  paralml''  (S)j 
muporteüfl  i'urigiuL'  des  coofdomißea  en  ee  poinl,  en  pusaiit 

«-■4-«,     »-/+*i 
iqutioii  (2)  deviendra 

)  (yv'j+;/'yc.r+-fy'.-+.v'A+;-(«,  '<)  =  '->. 

de   eoui'doiiueea  aoieut  rectaagntiim; 
tangente  meiiee  par  le  Bommet,  pMaant  hnu  loa  dem  pa> 
»  nouvello  origiue,  seront  loa  dem  droitea 

icV.i+jYt'  =  u,    x'yc—  i/'y.i  =u, 

duui  In  seeoude  est  perpoudieulairo  a  la  prämiere. 

u  do  Li  parabole  sera  dune,  Jaus  ce  caa,  de  la  forme 

i/i  <-\-.>,'vc)*  +  -2Pu,yc-!,,yA)  =  o. 

iSl  nun-.  identifions  lee  dem  ßquations  ('■'•)  et  £4),  tiuus  obtenona 
i  Iroia  ri-lations 

=  2,1   r.     /-,  ■-.     -2p  i  -I,     ««ja)-«, 

im  -cnirnni  fabord  ;■  determinor p,  puis  a  ealeuler  lea  dem  coor- 

■■'  (  du  boh i. 

Lus  dou.\  premieree  de  oa  egalitfa  (.">)  revisnneBi  ä 
i     ,l„-|-™  — (n-p-i  C), 

quo  l'oti  pent  cneore  i'xrire,  puisque  li  =  y  ÄC, 

(,,yA+i.i'C)VA^-(n-ryc), 

(.,,    i   :-■'.,  rH  <  u:  +  PyA). 

Dmsant  wombre  a  membro,  on  obtient  l'äqaatioii 

n-_,Lyr 


150  Dostor:  Nouvefle  dtiermination  analytique 

do  laquelle  on  tire  poar  p  la  valeur 

z>yc—  E^A 


(I)  p  = 


A  +  C 


Mettons  cette  valeur  dans  les  deux  6quations  (6),  ellcs  deviennent 
identiques  et  prennent  la  forme 

,  ,  ,       /      ,  Dt/A+Et/C      ^ 

al/A+by c+    v  A+Cv    -  0. 

Le  sommet  (a,  h)  se  trouve  donc  sur  la  droite 

Di/AA-Ei/C 

(ü)  gy^+yyc+^v^j:gvc  =  o; 

et,  comme  cette  ligne  est  parallele  ä  Taxe,  l'equation  (II)  est  elle- 
meme  cette  de  l'axo  de  la  parabole  (2). 

40.    Rfeple  pratiquo  poar  däterminer  l'axe  de  la  parabole.    Mul- 

tiplions  röquation  (II)  suecossivement  par  y A  et  yc,  puis  rem- 
pla^ons  y  AC  par  B\  nous  voyons  que  Taxe  do  la  parabole  (1)  est 
aussi  repr^senteo  par  Pune  ou  l'autre  des  deux  öquations 

A     .    v      ,   AD  +  BE       ^ 
Ax+By+^^-^O, 

Ol') 

r,     .   „    i   BD  +  CE 

Bx  +  Cy  +  -J^ö-~Q 

Faisons  disparaitre  le  denominateur  dans  la  premiero  des  6qua- 
tions  (II');  eile  devient 

A*x  +  ABy+ACx-\~BCy+AD  +  BE  =  0, 
et  peut  s'äcrire,  en  rempla^ant  AC  par  B*, 

A(Ax+By+D)+B(Bx+Cy  +  E)  =  0, 

ou  encore 

Af,x+B/f9  =  0. 

Puisque  B  =  y  AC,  cette  6quation  rovient  k 

(ni)  y-'i/'x+yc'/v-o. 

Ainsi  l'equation  de  Taxe  de  la  parabole  s'obtient, 
cn  multipliant  par  y A  et  y  C  les  dörivees  respoctives, 
par  rapport  k  x  et  y,  du  premier  membre  de  l'equation 
do  la  courbe,  et  en  egalant  k  zero  la  sommc  des  pro- 
duits  obtenus. 


ia 


41.    L'eyaation  du  hue  do  ta  panbole  pent  auasi  u  d4duird  da 

ri'"|iiiitinit  .'.'riHT'nli1  (I)  il»  h"  l,  i|ni  foarnil  los  dorn  axoa  des  cooJqaea 
■  ijaes,  |"'tir  des  coordonnec-s  roi'tangulairw. 

Kn  effet  [mis'ini'.  J&ns  le  caa  de  la  parabole,  ou  a  ü3  —  AG,  los 
aqnaüons  ill)  du  mtoe  unmero  deviennent 


r'-y-t»'-    »'   *"" $2*V 

La  prämiere  de  oea  dem  Squations  ro  rtdoit  & 


Q, 


■  1    £'(l-     I)  —  ;/y\l(Y.'—  O  +  flVC—  i'V-'1   =( 

Cettc  cqnation,  pouvant  s'ecrire 

<>■  V--  yY  -i)  xü+  ny  c— Ey  a  =  o, 

ite  an  axe  sitni  Ü  l'infini. 
Lli  Kcosdc  equation 

l'  M",  +  yc,F'¥  —0 

n'i's!  aotro  quo  cellc  de  l'axe  (III)  ä  distanco  finie,  puiaqne  /V.  .*/) 
an  ii"  l  la  meine  frmetion  quo/(«,  y)  au  nfl  Sft. 

IS,     Anlre    mrtlmdc   jn.ur    trouver    l'nxe    ile    la    pai-abolc.     L'axe 
de  la  parabole  (2),  ('taut  parallele  a  la  droito 

u'3t  repreaenta  [>ar  nne  Oquation  de  la  forme 

(7)  -M    i+,/v  C+i  -0, 

uii  la  «instante  A  est  a  deturmiiicr. 

Tom-  trouver  la  vateur  da   cettc  eonstante  A,  remarquons  quo 
Viim.iiiiii  (>')  de  la  parahole  pent  B*ecrira 

Stius  cette  forme,  ou  voit  qoe  la  droüe 

- iy  A)x+2{E—  A  v'Qs+  F—  Aa  =  0 
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Si  los  axes  do  coordonneos  sont  rectangulaires,  les  coefficiente 

y a        ,        n—iyA 
m  —  yc'     m  ^-'E-xyc 

des  deux  droitos  perpendiculaircs  (7)  et  (8)  devront  satisfaire  &  la 

condition 

W+l  —  0. 

On  a  ainsi  une  ßquation  en  X 

yA(D— xyA)+yc(E—  xyc)  =  o, 

qui  donno 

(IV)  A j^ 

Mettant  cette  valeur  dans  (7),  on  rotrouve  l'gquation  (II)  de 
Taxe  de  la  parabole. 

43.  Eqnation  de  la  tanjrente  au  sommet«  Elle  s'obtient,  en  rem- 
pla$ant  dans  (8)  X  par  sa  valeur  (IV). 

Or,  en  vertu  de  (IV),  nous  avons  6videmmeut 

D—IVA  -     A  +  c     = j^  , 

r      i,/r       AE-BD       (EY  A-Dy  C)V  ,1, 

E-xyc  =    A+c    = j^g  , 

par  suite  l'äquation  de  la  tangente  an  sommet  sera 
(V) 

*v  <>— y  v  ^-t- 2(£>y  c—EyÄ) ~~  2(j+o (oy  e-  eya)  ~~ u- 

Nous  ponvons  transformer  cette  gquation,  en  y  faisant  disparaitre 
les  radieaax. 

Pour  cela,  multiplions  d'abord  le  premicr  membre  par  y  C,  puis 
les  termos  des  deux  fractions  resultantes  aussi  par  yc^  l'equation 
deviendra,  par  suito  de  y  AC  =  J?, 

<v>,      rv- A4-  (t+c)CF  -    - (^+^>! o 

On  verrait  do  memo  que  cette  6quation  revient  a 

rv>      nx-  ,i.  I>1+6W  (^+^)2 0 

(V  ;       ux      *yr2(BD—AE)       2(A-\-C)(BD—Aty  ~  u 


■II.     CoorrtoniicM  du  so  mm  et.     Le  soninipt  [Je  Li  pafltbolo  (2)  bbI 
i-  :i  de  l'axe  g(   de  la   tangente  m  «raunet;  noua  o'nvow 

d ■  qo'4  ri:sondro  le  Systeme,  <\ao  forme-ut  )■  ■■  ■  ■' 

droites.    Nous  prendrons  ccs  eqüatioiifl  sohs  leur  formt'  (7) 

2{w-iy  j^+ü(e-  iy  t^-j-£— a*  =  o. 

Ein  las  resolvant  par  rapport  a  j-  et  y,  nous  obteooni  tea  raiean 

*~   2(Eyj— oyc)  ' 

_  FY-i+xav-i— -in) 
"  ~    Wp  v  •'  -  '■'  i  ' i 

Si  nwiH  remplagona  *  par  s;l  talem  (IV)  et  qno  nous  fassious 
■   lea  radicaus.  nont  tronverau  qne  loa  coordonni 

du  ao  tu  nie  t  sont 


VI) 


F\    I 


CE  -f  KP 


m,  eu  faisant  disparaitre  les  radicaux, 


(nt/.l  +  i,yr)n      . 
2(<i  +  C)(ßl  '- 


W      r-r. 


^.IH--',(.l/,'-/,7>)T 

■  o;  —  i'(.i-s-ri..' 


On  peilt  doniior  u  ccs  vbIbuts  la  forme  plus  simple 


(VI") 


■ 
HF— DIC 


+  s 


Ü  i  +  <V" 
AB— BD 


(    '      HCD—BE)n  ni  +  cy 
uü  il  est  utile  de  80  rappclci  que 
HO) 


tP-j   SB 

"s3i  i+cy 

CE+BD 

~ia..i+cy 


-z>ye>,  cd— jsis=  i  <ü'i  c  -ti  ii. 
h  eye),   (.'^+zto=  )/(?(£>(;•+  />v  j). 
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45.     Equation   do   la  parabolc   (2)   rapportöe   a    son   sommet. 

L'cquation  cberehee  est  collo  (4)  du  n°  39,  oü  il  nous  suffira  de 
remplacer  p  par  sa  valcur  (I). 

Nous  trouvons  ainsi 

(vii)  (A+C)(xyA+yVC)*+2{»VC-*:yA)(xyc-yyA)=o 

pour  Pequation  de  la  parabole  (2),  rapportee  au  sommet  de  cotte 
parabole. 

En  multipliant  sucecssivemont  par  A  et  C,  on  peut  aussi  donner 
ä  cetto  Equation  les  deux  formes  suivantes 

(VII')        (A  +  C)  (Ax  +  By)*  +  2(BD  -  AE)  (Bx  -  Ay)  -  0, 
(VII")       (A  +  C)  (Bx+  CyY  +  2(CD  —  BE) (Cr  —  By)  =-  0. 

*  46.    Equation  de  Taxe  do  la  parabole  pour  des  coordonn&s 
obliques.    Mettons  l'equation  de  notre  parabole  (2)  sous  la  forme 

(*VA+yyc+k')*+2(n— vy  a)x+2(e-  vy  C)+f—  r»  — o. 

Si  0  est  1'anglc  des  axes  de  coordonuöes,  la  perpeudicularite  de 
Taxe 

(11)  xyA  +  yyC+k'-Q 
et  do  la  tangente  au  sommet 

(12)  2(T)—k'yA)x  +  2(E  —  X'yC)y+  F  -  A'»  =  0 

exige  quo  Ton  ait 

1  +  mw'-f  (m  +  »*')  COS  0  ^  0, 
OU 

VA(n— i'yA) +yc(E— k'yc) 

-[Vi4(ß—  k'yC)  +  Y'C(D-k'\/A)]cos8  =  0. 

Ou  en  tire 

D  VA  +  EVC—jD  VC+  EVA)  cos  (9 
^V1I1)  A  "  A+C-'2~Bcos6 

Ä  IX\'A  —  co*6VC)+E(VC—coBß  VA) 
""  A+C—  27ycos(9 

~  "    ~A+C—  2~Bcm~e 

Substituant  cetto  valeur  dans  (11),  on  obtient 

(IX)      *VA+i,VC+ ____ ^o 


(I    fbjpri  tl  ilei  (firecfTKM  ihm  Its  tictiant  coaii/w.*.  ISfi 

<ur   l'Oqnation   dp   faxe,   Jana   le    cas   do   coordonnees 
oblique?. 

Reerle  pratiqne  ponr  betin  l'i-qnatlon  de  l'axe  de  la  pnrii- 
hole,  ponr  des  coordonnees  ohliqnca.  Mnltiplions  l'eqnatioii  (IX)  par 
'  ■  dinominatetir  A-\-C—  2em6YAC,  mis  sous  la  forme 

V^(V,4-C0sÖVC)  +  VC(VC— cohÖVJ); 
l  devient 

MVA  — cosBVC)+xVAC{VC— cmQVA) 
+  jVJC(VJ4  — cosÖV'C)  +     Cy  (VC— cosflv'iO 

D  {VA  —  cosflVC)  +       £  (VC— coaöVA)  =  0, 
,  ea  mettant  en  evidenee  Jos  factcurs 

V-i— cos ö  VC    et     VC—  cos ö VA 
k'J— C0SftVCj(Ar  +  2;j,  +  Z))  +  (VC-C0SflVilK^  +  Cy+J;)-U 

Cette  eijuation  rcvieul  ä 

V)  (VA—  coaflVC)A+(VC—  cosö  Vj*)/V  =  0, 

t  prouve  quo 

L'jquatlon  de  l'axo  de  la  parabolc,  pour  des  coor- 
onnees  obliques,  a'obtient,  en  multipliant  les  ileri- 
veos,  pnr  rapport  i«  et  y,  du  premior  raombre  do  l'eqaa- 
tion  de  la  ceurbc,  res peclive raen t  par  VA  —  cosö  VC  e( 
VC—  <Sö$$VA,  ot  on  t- galant  y  zuro  laseiümedesproduits 

Ibtenus. 
*  48.     Eqnallon  de  In  tangente  au  Kommet,  ponr  des  coordonnees 
illqui*.    Daus  Peqoation  (lj)  de  nette  tangente,  mettons,  a  la  place 
j  1'  sa  valcnr  (VIII);  !es  eoeftidents  de  l'equatioii  deviennent 


0— Wi  — 


[D\  C-  K  v 'AH VC— cwBVA) 
A  +  C—2BCOS0 


E  —  X'VC- 


(E\  A  —  tJVC)(VA  —  ci 
A+C—2Bcos6 


8  VC) 


L'eqtialion  de  la  taugente  au  aomniet  sera  douc,  pour  des  coor- 
donnees obliques, 

['"  *   |    Bl  '■     (Oj   (    .-!  >  .< s«] 

2U-f-c—  aJicosöKöl  C-    B\  .1)  ■ 
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Afin  do  debarrassor  cctto  equation  des  radicanx,  multiplions  le 
premicr  membro  par  VC\  multiplions  ensuite  les  denx  termes  des 
deux  fractious  rcsultantcs  aussi  par  VC\  l'cquation  deviendra 


(X') 


(V   -Bcos6)x—  (B  —  Ccos%+ 


(A+C— 2Bcq%6)CF 


2(CD—BE) 

[#(C-.7*co8  6)+lXB— Ccosfl)]» 
2{A  +  C—  2B  cos  6)  ( CD  —  BE) 


0. 


Ou  trouverait  de  memo  quo  l'equatiou  (X)  peut  encoro  se  mettre 
sous  la  forme 

U-f  C—  2B  cos  ß)AF 


(X") 


(B—  ilcosö)*:  —  (X  —  Bcos6)y-{-        2(BD—AE\ 

__  [E(B—Acoh8)+D(A -  /Jcosfl)]* 
~~     2(Ä+  C—  27*  cos  6)  (BD — AE) 


0. 


*  49.    CoordounCcs   du   sonimet,   ponr  des  axes  obllqaes.     Lo 

sommet  («,  h)  est  rintersectiou  de  Taxe  (11)  avec  la  parabolo  (2), 
ou  rintersectiou  des  deux  droites 

xVA  +  y\'C+k'  =  0, 
2Djr-{-2Ey-{-F+  A'*  =  0. 

( !es  deux  frjuations  du  premier  degre,  etant  resolues  par  rapport 
ii  x  et  #,  uous  iouruissent  les  valeurs  (9)  ou 


(13) 


x 


y  ■-- 


f_ yc+w  \^C—2fy 

~2(EVÄ—DVV)~    ' 

FyA±XV>'VA  —  2D) 
~2(DVC—EVAJ''~' 


Daus  l'expression  AVC— /■:,  rcmplayons  k1  par  sa  valeurs  (VIII), 
nous  aurons 

i  *       [HY.A-Z -DVc){\'A—zo*Qyv) 

kVC—E^  ^  c_  2/J  cos  0 

On  trouverait  de  niemc  quo 

,  _       (DV<:—EVA)(VC—cosOVA) 

k  VA  —  D=^  A~+C—  2//cosÖ~   " 

Substituant  ces  expressious,  ainsi  que  cellc  de  k',  daus  les  va- 
leurs de  x  et  y,  on  obticut,  pour  les  coordounees  a  et  b  du  sommet 
les  valeurs 


r\  i  /.T/n  A-\-EVC   -f/H  ' -]-  /:\'A)co»f>] 

"  HBVÄ— DVO  %A+C^W<mfy{E\  A  —  l>\  C) 

'"  StOI+C— 2«cosfl)* 

y^jt _  D[!)vA+KVC—(DVC-}-EvA)c<is6] 

■M/n  l     ■  E1  i)  ""       2(4 -{-C—  Sflcoaö) (ÖVC     /-.v.-l.l 

[2)1  j-t-.fi  \  C— (PI  C  ;■  M  ,1  )■■■'.-  "|('l  '■   ■  ■--<-'' V,!.t 

2(A  |    ■ 


Dana  ces  valours  fabuii*  Uisparaitrc  lea  radicaux;  olles  devienncnt 

/  l:[At>+ HF.—  (Ai:+ KP)  co&0] 

"  HAE-     BD)  ~    ■l(A^,-C--2nwi,(i){AE  —  liD) 

[An+  zu-: - (äi:+  i:in^*i>\(A  - yjüosfl) 

i>\  t  i:-\-  t;n—(rn-\-iiE)Cosf>] 

2(A-i-C—2Bco*6y(CD    -  '■'/  1 


3(CD      SÄ) 

[CK+ftn  —  (r/)-\-  /:/■:) 


sft](<  - 


^fllSfi, 


i  lo   sominct  nie  la  pantbolu  (S)    est  pris  pour  orijouo  dos  eoordou- 
■i  de  la  conrbe  proudra  eridünment  la  forme 

LI}   o»   ./■;    .,\  C)»+VKVC     0O8ÖV-*)«— <1  .7-eo^Vf)y]=a 

,  l'originc  est  tnmsportcu  au  aommet  («,  /.).  rOipiation  (3) 


Hüb, 


tßndu  quo  !'on  a  /(«,  '■■)       6 

Idontifiaiit  cos  deitt  iqtii&ons,  on  ubtient  loa 


./■'■■ 


2//(\  r-m%8VA), 
Vtcoafl  v  v—x'A), 


A«-\-!;i,-\-D  =  P'(VC  —  casQVA), 


(,-,\-A  +  /,\  C)VA 
WA  \->.\  ayvc     - 
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Divisant  ccs  deux  6galit6s  mcmbro  ä  membro,  on  obtient  l'6qua- 

tion 

VA      —  D  +p'(yc  —  cosfl  VA) 

VC  =  —  £+j>'(co8  0  VC—  VA)9 
qui  so  r6duit  a 

—  EVA  +  p'(Bcos6  —  A)  =  —  DV/C+^C-  Z*COS0), 

ou  ä 

ZJV'C— #V<4  =p'M  +  C  —  2£cos0) 

et  douue 

rem  '       DVC-EVA 

Si  Ton  substituc  cette  valeur  dans  l'6quation  (14),  on  trouve  quo 
la  translation  de  Porigine  au  sommet  de  la  parabolo  (2)  change  son 
equatiou  dans  la  suivante 

(XIU)  (A  +  C  —  2Z*cos  0)  (xVA  +  yVC)* 

=  2(EVA  —  D  VC)  [(VC—  cosSVA)x  —  (VA  —  cos0  VC)y\ 

Nous  pouvons  faire  disparaitre  les  radicaux  de  cette  äquation, 
en  multipliant  les  deux  membres  soit  par  A,  soit  par  C.  Cetto 
ßquation  prend  alors  les  deux  nouvelles  formes 

(Xnr )  (A  +  C  —  27J  cos  6)  (Ax  +  By)* 

=>2(AE  —  BD)  l(B  —  A  cos  ß)x  -  (A  —  B  cos  %], 

(XIU")  (A  +  C—2B  cos  0)  (Bx  +  C»2 

=  2(J3£  —  CD)  [(C  —  J5  cos  ß)x  —  ( J5  —  C  cos  0)y]. 


§  VII.    Parametre,  Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

51.    Valeur  du  parametre  de  la  parabole 

(1)  /"(*,  y)  =  Af  +  2&y  +  Cyf  +  2Z>a>  +  2-%  +  F  —  0. 

Si  l'origino  des  coordonnßes  est  transportäe  au  sommet  de  la 
parabole,  son  Gquation  (1)  se  röduira  a  (n°  45) 

(2)  (A+  C)(xVA  +  t,VC)*  +  2(DVC—  EVA)(xVC  —  yVA)  =*  0, 
en  supposant  les  coordonn6es  reetangulaires. 

Reprßsentons  par  P  le  parametre  de  la  parabole,  et  designons 
par  Y  et  X  les  distances  respectives  d'un  point  quelconque  (a-,  y)  do 
la  courbe  (2)  ä  Paxo 

V  xVA  +  yVC  =  0, 


t  &  I»  tongento  au  sommef 

xVC—,!\A  -ft 
■  ns  S\idemmon1 


*VAj\-yVC 

y^r+c    ' 


lour  IVquation  de  Ja  parabola, 

Cettt1  equation  devnnt  ßtre  identicjOfi  avee  (J),  üq  a  IM. 


pVa+c  = 


|iutii'  roiprcäBiou  du  parainctrc. 

Piusijuü  A  et  C  sont  nucL'ssairLTni'nt  jjusiiifs,  1<j  porABtetre  i'  aura 
lo  sigoe  de  la  difference  Ey'A  —  71  VC 

Si  nous  multipüoiis  les  deux  tormes  de  la  fraction  (I)  sucecssi- 
voitiont  par  VA  tu  \  '<",  on  trowera  vae  tepftramötrsPaSbcteuusI 
los  dcii>.  formea  suirantea: 


"C^+Oy^  +  B"" 


Valenr  dn  pnrRtiii'trc  piwr  des  idorthniiiiis  iililh|Des. 
lOnqoe  lea  ucea  de  «lordoimfies  sout  obliques,  la  translaüos  de 
'urigiue  ;tu  soiniiiti.  ch&Hge  l'iquation  (1)  de  la  parabole  ou  (n"  50) 

1    -cosftv'£)y] 
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La  distancc  da  point  (<r,  y)  k  Taxe 

xVA+yVC=0 
sera 

(xVA+yVC)Bin6 


Y  = 


~n    —  t 


ccllc  du  meme  point  &  la  tangento  au  sommet  sera 

x  «  (V^--co8flV/i4)g--(v/;4--cosflVC)y 

=        yi+'c— äcösWüc 

Mettant  ccs  valeurs  dans  l'egalitä  Y2  —  2PJT,  on  obtient  aussi 

OP 

lxVA+yVC)*  =  ^V2  +  C—2co%0VACX 

X  [(VC—  cos0f4)*  —  (V^— cos0VC)y] 

pour  l'equation  de  la  parabole  (5). 

Identifiant  cette  equation  avec  (3),  od  trouve,  pour  l'expression 
du  parametre  eu  cas  d'axes  obliques,  les  valeurs 

{n)  ""  {A+C—ZcosevAC)*' 

(lV)       pmm (^;-JW»rin»ö_  _..___., 

(A  +  C—  2*  cos  Ö)V  A*  +  B* — 2 AB  cos  0 

(ir)       p= CB^—  C*>)*i**e 


(A+  C— 2£cos0)yir,+  C2—  2ECcos  e 

53.  Coordonuees  du  foyer.  Representons  par  «  et  t»  les  coor- 
donn6cs  du  foyer,  rapporte  au  sommet  de  la  parabole;  par  «  et  ß 
les  coordonnees  du  memo  point,  rapporte  i\  Tancicnno  origine. 

Le  foyer  etant  situe  sur  Taxo  do  la  parabole  (2),  les  eoordonn£cs 
u  et  v  satisfont  ä  T6quation 

x\/A+yVC=0, 

qui  represento  cet  axe,  lorsque  Torigine  est  au  sommet  de  la  courbc. 

Nous  avons,  par  suite. 

uVA  +  vVC=0, 
d'oü  nous  tirons 

u  v 

VC  ^  ~~  VX 
II  vient  ainsi 

u2       v%       t*2-|-v2  F2 


CA     a+c     HA+cy 


Ul   Im     sectkm  coaiquis. 

attomlu  quo  !a  distanc*  da  foyer  :ni  Bommel  t-st  e"galö  au  den 
nitro  .', 

ein  an  (Mdttü 

/VC  Pt/,4 

Mettant  B  la  place  dö  /*  sa  valeur  (I),  on  obtieiit 
(  {EVA—  DVQVC      BE- 


IM 

-para- 


■MÄ  +  O' 

(DVC—EVA)VA 
2U+  Cp 


BD  — AK 


■2(A+  W 
pportu  au  si 


|ionr  los  coordonnees  dufoye 
paiabo  1b, 

Puisquc  ii  et  J  sout  los  coonloDuÖL-s  <iu  BOmiset,   par  rapport  ä 
■  rlgiue,  qous  avous 

BnbBtituoua  ä  a  et  •■  los  vali'urs  prik'tjdeutes  (HI),  et,  ä  la  place 
3  i*  et  i.  mettous  Iowa  Bapnawone  (VI)  du  nu  44;  noua  aarons, 
K)Ur  les  eoordomu'03  du  fO-jer,  loa  valeurs 


(IV) 


PI  C  TJ  (I>\  A-{-E\C)E_ 

2{EVA—nvC)       »U+£)       :2{A+C)(EVÄ-DVC)' 


l\  A 


(D\  A  :  t:\  C)J>  _ 


{  P~2{UVC-KVA)       'AA+C)       2{A+CHDV~C-EVA)' 
.iir.  'iiulli-  od  pont  eneore  dünner  la  forme  suivante 
/  BF—  DE) 


V) 


•2(AE  —  BD) 


^  AD+BE 
■JA(B+Cy 


Nous  rotrouvorous  c 
directe. 


'  .'il     OoerdoBtt&H  du  foy 

rouv./i'  präcedemment 


_ff/-'— DE) CE  +  BD  . 

'  V{CD—BE)       2C{A+C)' 

coodouaoes  plus  laia,  au  u"  118,  par  uno 
pour  dos  axes  obliques.     L'egaüte 


162 
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ul 


A 


2ttt?CO8  0 


—  2008  0^0 


On  en  tire 


u 


(V) 


V  — 


=  A  +  C—2eÖ86VAC 

(EVA  —  DVOhm^S 

±(A+C— 2Äcosö)=3  4U+C— 2ÄC08Ö)4' 

(EVA—DVC)  VCsm*0  (BE—  CD)  sin*0  _ 

2(A+C—2Bcoa6)*      **  2(A+C—2Bcvsd)*1 

{DVC—  EVA)  VA  sin»0      _jÄDz^)sin2ö_ 
2M+C—  2Äcos0)*      Ä  2U+  (7—  2ÄC0SÖ)* 


pour  lcs  coordonnöcs  du  foycr,  rapport6  au  sommot  de 
la  parabole. 

Si  nou8  augmentons  ccs  coordonnees  de  celles  (XI)  du  n°  49, 
qui  determinent  le  sommet,  nous  auroDs 


(VI) 


a  = 


FVC 


D—EcosO 


2(EVA  —  DVC)      2(A+C—  2Bcos6) 
D{VA  -  cos  SV C)+E(VC- cos  6 VA) 

X 


E 


2(A+C— 2Bcos6) 


EVA—DVC 


ß  = 


FVA 


E  —  Dcos6 


2(DVC—EVA)      2{A-\-C—2Bcos6) 
D(VA  —  cosOVC)  +  E(VC—cos6VA) 


X 


D 


2(A+C—2Bcos6)  'x  DVC—  EVA 

pour  les  coordonnßcs  du  foyer,  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

Si,   dans  ces  expressions,   on  fait  disparaitre  lcs  radicaux,   ellcs 
prendront  los  formes  suivantes: 


BF 


D  —  EcosO 


a 


2{AE  —  BD)      2(A  +  C—  2B  cos  6) 
D(A  —  Ccos  0)  +  E{B— A  cos  0) 


E 


(VI') 


2{A  +  C—  2BcosO) 


X 


(AE—  BD) ' 


ß- 


BF 


E—Dcosß 


2(CD  —  BE)       2(A  +  C-2Bcos  0) 
E(C—  Bcos  0)  +  D(B  —  Ccos  ß) 


2(A+C—2Bcos6) 


X 


D 


CD  —  BE 


55.    Equation  de  la  droite  perpendiculaire  &  Faxe,  nienle  par  le 
foyer.    Cetto  droite  est  parallele  &  la  tangente  au  sommet  (V)  du 
n°  43,  et  passe  par  le  point  (er,  ß)\  eile  est,  par  suitc,  representäe 
r  l'equation 


r  r.'.  ■  ,/,'■  entri 
x\  C—yVA- 
Or  Ich  exprOBBiOBa  (IV)  donnoiit 

aVC^ßVA 


,  dans   L;  irtlia 


LYquiiti 


py'L         2{E\  A—nv  ei 
i  ia  mrtre  droite  est  donc 


2(EV.'I-'HT)  .1-f  C  ** 

:  Si  lca  coorduunti's  fifaieat  obliques,  L'equ&tfou  de  C6tte  droite 


M) I)     (VC—  cos« VA)x  —  (V  .1  —  00801  C].v ■ 


l/.'v  -I  -  /'  \  Qain-fi 


4+C—  2Bco»fl 

_  FM  +  C—  2 /Jens  ff)  —  (H'+ff*  — 2/'/i  cos  ff) 

2(ß  V  .1  —  /)  VC)  =  °- 

68.     Coorilotint'i'K  da   pled  de  I*  direilrici1.      lli'juvsenlniis    ]inr 
i-t  ;i'  •■es  niiinlonui'rs.    Nuiis  avuns  övidemmenl 


..na  <i  et  S  par  leurs  valours  (VI)  du  a°  44,  u  et  »  par 
tili)  du  n"  63,  tious  Irmivproiis  que 

■      ,  =   Btf.t*  —  AF+ K*  —  CF)        AD-\-  BF, 
\    *  2(Ä-i-C)(BD—AE)  U4-C)* ' 

j|    „,  =  BjfP-AF+lP—CF)  _  CK  +  BD 
\    P  -2(A  +  C)  (BE—  CD)  (yl-f-  t'J*  ' 

1  Si  li-s  »08  soiit  obliques,  on  trouvera  de  la  ra£me  mauere  que 


BF  «n-B/Qsintft 

'   2(AE-BD)        -2iÄ-\-  C—  äBwa«)   '    [J  +  O—  2ÄCO80)1 


/JM-fleosW  +  Etfl  —  ^cosfl)  v 


7-1 


BD)8JA*B 

ÜCÜSÖ)"1*  (-1  +  C- 
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57.  Equation  de  la  directrice.  La  directrico  est  parallele  &  la 
tangento  au  sommet,  cn  memo  temps  qu'  cllo  passe  par  le  point  (<t\ 
ß')\  son  Equation  est  donc 

xVC—yVA  =  «VC-  ß'VA. 

Mettons  ä  la  place  de  a'  et  ß'  leurs  valeurs  (IX),  on  trouve 

(XI)  *  VC-y  VA  -  __;L_r 

pour  l'equation  de  la  directrico,  pour  des  coordonnßes  reetangulairos. 

Si  Ton  fait  disparaitre  les  radicaux,  on  verra  quo  cette  Equation 
peut  encorc  affecter  les  deux  formes  suivantes. 

nrm  n       n        B(I)*  -  AF+ &  -  CF)  t 

(XII)  Lx-By  = 2{BI)-AE) 

(XIII)  Bx-A* WD-bTI) ' 

*  Si  les  axes  des  coordonnecs  etaiout  obliques,  on  trouverait, 
par  la  memo  mßthode,  quo  l'equation  de  la  directrico  serait 

(XIV)  (VC-  cos  6  VA)x  —  (VA  —  cos  0  VC)y 

_L  F(A  +  C  —  2/JcoaÖ)  —  (1)*  +  K2  —  2DEcosß)  __ 
•"  2(7;  V  C—  E  VA)  ~~ 

Cette  equation  peut  encore  sc  mettre  sous  les  deux  formes  sui- 
vantes 

(XV)  (B — A  cos  6)x  —  (vi  —  B  cos  0)y 

BF(A+C—2Bcos6)  —  B(  D*+E*  —  2  DE  cos  ß) 
~*~  2(CD—BE)  =     ' 

(XVI)  (C—  B  cos  6)x  —  (B  —  Ccos  0)y 

BF(A  -f  C—  2B  cos  fl)  —  B(D2-\-  E*  —  2DEcos  6)  _ 
*"  2(BD  —  AE)~  ~~0, 


§  VIII.    Paraboles  assujetties  ä  des  conditions  donnees. 

Nous  nous  proposons  de  determiiicr  les  principales  conditions 
analytiques,  auxquellcs  doivent  satisfaire  los  coeftieients  de  l'equation 
generale  de  la  parabole,  pour  quo  Torigiuc  et  les  axes  de  coordon- 
necs aient  des  positions  donuecs  par  rapport  ä  la  courbe. 

Nous  supposerons  les  coordonnecs  reetangulairos,  et  nous  reprä- 
senterons  la  parabole  par  l'äquatiou  generale 


des  foyers  et  des  dirtclricis  duns  les  seclions  com'ques.  165 

(I)  (xVA+y  \/B)2+2Dx+2Ey  +  F  =  ü. 

79.  L'origrine  est  situee  sur  Taxe  de  la  parabole.  Pour  quo 
Taxe  de  la  parabolo  passe  par  Torigine  des  coordonneos,  sou  equa- 
tiou  (II)  da  ii°  39  deyra  etre  de  la  forme  mx-\- ny  =  0,  co  qui  exige 
que  l'ou  ait 

(IJ  DVA+E\/C=~0, 

ou  bien 

D E   _ 

vc  ~  ~  Va  ""  ' 

oü  A  represcute  uno  indeterminee  quelconque. 

On  eu  tire 

D  =  kVt\    E  =  —kVA, 

ce  qui  cliange  notre  equatiou  (1)  daus  la  suivaute 

(xVA+y  VC)+2X(x  VC—  y  VA)  +  F  =  0. 

On  eu  conclut  quo  l'equation 

(I')  (mx-\-ny)~-\-2k(nx — wy-f  p)  =  0 

represcute  toutes  les  paraboles,  dout  Taxe  passe  par 
l'origino  dos  coordonneos. 

80.  L'origine  appartient  ä  la  tangente  sommet.  Daus  ce  cas, 
le  termc  constaut  de  Tequatiou  (V)  du  n°  43  est  uul,  co  qui  douue 

<m  v     ^va+evcy 

(II)  *  =  {A  +  O*         ' 

Reraplacous  F  par  cette  valeur  daus  Fequatiou  (1);  cellc-ci 
devieut 

/           ,             ,   DVA+EVC\*  ,  ^DVC—EVA,     ,„         ,  ^ 
(xVA+yVC+ j^—  j  +2 A+c       (xVC-yVA)  =  0. 

II  s'ensuit  que  l'equation 
(II')  (mx+ny-\-p)2-{-2k(nx—  my)  =  0 

represcute  toutes  les  paraboles,  dont  la  taugeute  au 
sommet  passe  par  l'origiue  des  coordonneos. 

81.  L'origrine  des  coordonnees  est  au  sommet  de  la  parabole, 

L'origiue  so  trouvaut  ä  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  tangente  au  som- 
met, les  deux  conditio™  (1\  *t  (11)  devront  e*tre  satisfaites  cn  memo 
temps.    Ou  a  donc 


\QQ  Dostor:  Nouvelle  dttermination  cmdlyliqu* 

(III)  DVA+EVC<=0,    -F=0, 
ce  qui  transforme  l'äquation  (1)  en 

(xVA+t,vc)*+^-c(xvc-yVA)  «a 

On  yoit  ainsi  que  l'äquation 
(1H')  (mx+ny)*+2k(nx  —  my)  —  0 

represente  toutes  les  paraboles,  qui  ont  leur  sommet 
k  rorigine  des  coordonnäes. 

82.  Porigine  se  troure  snr  la  droite,  men£e  par  le  foyer  per- 
pendiculairement  k  Faxe.  L^quation  du  cottc  droite  (VIII),  n°  55, 
qui  passe  par  rorigine,  doit  avoir  son  terrae  constant  nul;  on  trouve 
ainsi  Tegalite  de  condition 

(IV)  (A  -f  C)*F  =  (Z>2—  &)  (A  —  C)  +  4DeVaC 

=  (A+C)(n*+I>?)  —  2(EVA  —  nVC)*. 

83.  L'origine  est  an  foyer  de  la  parabole.  Pnisquo  rorigine  so 
trouve  snr  Taxe,  on  a  d'abord  (n°  79) 

DVA+EVC=Q, 
ou 

AD+BE  =  CE+BD  —  0. 

En  introduisant  cette  condition  et  celle  de  et  =---  0,  ß  =  0  dans 
les  valours  (IV)  du  n°  53,  on  obtieut  on  outro  Tegalit6  BF—DE=0. 

Ainsi  Torigine  sera  au  foyer  de  la  parabole  (1),  si  l'on  a  en 
memo  temps 

(V)  D  VA  -f  E  VC  —  0,     BF—  DE  =  0. 
Ccs  relations  de  condition  nous  donnent 

D  E 


A/  A  *> 


VC  VA 

d'oü  nous  tirons 

D=>kVC,     E=—XVA, 
et  par  suite 

BF+  V^'ÄC^O,    ou    F=  —  X2. 
L'equation  (1)  de  la  parabole  devient  dans  co  cas 

(xVA+y  VC)*+2k(xVC—  y  VA—  ^j  —  0. 
On  en  conclut  que  l'^quation 


„(,„-, „,+!)=<, 


represento  loutes  los  paraboles,    ■  j  m  i   aont  rapporteea   ä  lenr  foyor, 
joniinc  origioe  des  coordanaäei. 

M.     I/nrlirine  pst  sllute  snr  In  dircctrlce.     La    diroctrico    (XI), 
."•7.  paMäimt  par  l'ini^iur,  011  a 

il'ofi  on  Uro,  |iour  la  condition  damaadäa 


(TJ) 


L'fiqnatJon   generale   des  parabolcs,  dont  la  diroc- 
trico passe  par  l'Drlgine,  est 

VI')         (mx+ng)*      (*'+  O  [«(2* -«0  +  0(3*-  0)]  =  0. 

86,     L'oriirine  «st    tui   pied  de    la   directrk-e.      L'oritfiuc    lloxA 
'Um'  .i  l:i  fois  snr  Taxe  et  !a  Uireclrice,  on  a  la  double  condition 

(VU)  DVA+EVC  ---  0,     (,I  +  '')F=  />J+Ea 

■jTi i  dornte 

/;-  =  t'F,    B*-  .!/■■ 

Sjntion  generale  dos  paraboles,  <|tii  soutrappor- 
pied  de  lour  diroctiice,  est 

[«*+«,)*+^(»«+n"3  (m  -  BW  +  |)  -  0, 


Deuxieme  Partie. 


KOliriiiiiiation  annlrli<|ue   das  fo.vers  daiia 

les  Beetions  eoniques. 

S  I.     Conditions  pour  qu'  une  fonetion  homogene  du   second    degre, 
a   trois   variables,    soit   un   carre. 

88,    La  nHbode  BUivantc,  i|"i  foorait  lea  figoationa  am  foyara, 

dosc  sur  la  mittlre  des  conditions  analytiqne»,  ans  ijaollea  est  assu- 

j^polj  nüiiit:  botnogeno  du  second  degre,  «  troii  variables,  pour 

i  facto  nr  constanl  prea. 


i 

Nous  allouB  determiner  ces  condftions  au   m 
des  central  des  würbe«  du  secood  d 

Snpposons  que  1c  polynöuie 

que  nous  pouvous  aus»!  designer  par  /*0r,y,a),    soil  uu  du 
facteur  cotisl.iiil   prts. 

Dans  cg  eas,  l'eqaalioii 

(1)  /(",*,•)       0 

reprüst-nti-ra  evidemment  dorn  droitos  paralleles,  qui  so  confofldent 

|]  s'ensait  que  chaquo  poiut  do  In  conique  (1)  eet  nn  oentre  de 
1a  ligne;  par  conseqnent  les  coordonn6e8  de  l'un  quelconqae  dw  poiltt 
do  cette  coniqne  verlfient  les  ileux  equtiou 

A-0,      /"„=". 

Mais  Pequation  {1),  dont  lo  premier  membrp  ort  homogene,  prat  taai 
i  nettre  sobb  la  forme 

comrao  los  ooordonnees  de  chaenn  des  poiuta  de  la  ligne  umulent  ;"': 
£/'„,  ces  coordonnees  reduiront  ausai  a  sero  la  d6riv< 

Les  trois  equations 

(2)  /'•  =  0,  r'„  -  0,  /',  =  0, 
se  trouvant  satisfaites  par  leg  coordonuees  de  tous  loa  poiut«  <)■  - 
deux  droites  COOfondllCS  P=0,  repnisuuterunt  pmrisüiueui.  diai:utje 
de  ces  droites. 

II   ost  d'ailleurs  evident  que,  si  les  trois  equations  (2) 
lifo  simultan  ement  par  toutes  los  valcurs  de  a,  .</,  ;,    qui    Batisfonl  I 
1'cqualion  (l),   eitle  eqn&tion  repreaentera  aae  coniqoe  iloni  clm<iut< 
point  est  nn  centre,  et,  par  svite,  representora  deux  ilroites  confou- 
;s,    Donc 

Pour  qu'  nn  polynöme  homogene  du  second  degro.  a 
trois  variables,    soit  un  carre,    ä  un    facteur   consta 
pres,  i!   faut  et  il  auffit  quo  ce  polynflme  eo!1 
prodait  d'une  constanto  par  le  carre  do  l'uue  <]iielco 
quo  de  sog  deriveeB. 

.    Ces  conditions  peuvent  e'eiprimer   par  certainea 
analytiques,   auxquellcs   devront  Batisfaire  les   cuel'lk'-iaits   .les   .livi-rs 
■snnea  da  polyaöme.    Ces  relationi  bodI   simples  et   s'obtienneol  <le 

la  nianiere  suivante. 

Premier  caa,     Lo  polyuömc  P  est  complct,    en 

termes,  los  sii  coeffidenta  a,  b,  c,  </,  t,  f  soitt  lous  diffiüreui  ■  il" 


i'nisil'"'  les  trrjis  fiqnfttions  (2)  ou 

■ 


Repräsentant  ti  n 
x  ulttk'iii  ainsi  1 


Da  ilroiic,    fi-urs  coefficieDta  sunt    proportionnels. 
egalitiis  de  rapports 


/       rf      e     f 
(l'iji-  relatious  de  conditio^ 

<d  =  Od,      ftfl 


Do  b  dans  ee  cai 


4/ 


/'.'. 


arre  de  ruue  das  variables   maoque 

■■!y  ininiu.     Si,  par  osemple,  lu  coefficient  a  du  earre  de 

i  variable  x  est  nul,  il  faudra,  pour  quo  las  troia  equations  (3)  pula- 

i  Fepreseitter  l;i  memo  droit«,  qno  las  tonn«  an  x  disparaiaseiLf 

ssi  des  iieu\   dernieres  de  cos   cqnatioilH,  du  q»o  l'on  alt  en  otitre 

■      a 

La   prämiere    des  i'i[iiatktiiä   (3)  represciitera   alors   uue    druite 
qneicooqna,  pendaul  qua  las  dotn  aatres  sc  redniruut  a 

«■,  +  »■•.      e, 

les-ei,  pour  represeuter  1a  memo  droits,  6X%ent  qua  Von  ait 

-  —  -  ,      Uli      c1  =  cf. 

Ainsi,  lorsque  le  polynömo  /'  est  prive.  du  carrc  do 
ine  des  variables,  il  laut,  pour  qii'il  sott  an  earre  quo 
BS  lim',  aatres  tertnes,  <\n\  nontionnent  catte  variable 
anqm  n !  aussi  dans  le  po  ly  m'tiite. 

Tfeebteme  caa.  L'iia  des  trois  reetanglee  des  variables 
:n.i!i!)iie   dans    le    polynömo,     Admettons,  par  tutemple,  que  u 
:  inglo  ty,  do  sorta  qu'  ou  a  4  =  0. 

%  reduirout  aux  suivantos 
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ax+0  -fcfe  =  0, 

0+^+^  =  0, 

<lx-\-cy-\-fz  «  0. 

Pour  que  cclles-ci  repröscntent  la  meme  droite,  il  faudra,  ea  oatrc 
quo  Ton  ait  c  =  0,  e  =  0.  La  sccondo  6quation  scra  alors  iudctcr- 
minäc,  et  lcs  dcux  autres  devicndront 

ax-\-dz  =  0, 

dx+fz  ■=»  0. 

EUcs  reprGsenteront  la  m£me  droite,  si  Ton  a 


«/• 


Donc,  si  lo  polynömc  /'  manque  de  Fun  des  trois  rec- 
tanglcs,  pour  qu'il  soit  un  carre,  il  faut  quo  Fune  des 
deux  variables,  qui  cntront  dans  ce  rectangle.  manquo 
totalement  dans  le  polynömc. 

89.  En  rtaumä,  pour  qu'  un  polynömc  homogene  du 
second  dogre,  ä  trois  variables,  soit  nn  carre  exaet,  ä 
un  facteur  constant  pres,  il  faut  et  il  suffit 

1°  quo,  si  le  polynömc  est  complct,  le  coofficient  du 
carre  de  cbaquc  variable  soit  la  quatrieme  propoftion- 
uclle  au  demi-coeffiejont  du  rectangle  qui  ne  contient 
pas  cettc  variable,  et  aux  dcmi-cocfficionts  des  deux 
autres  variables. 

2°  quo,  si  lo  polynömc  est  in  complct,  Fune  des  va- 
riables manquo  totalement  dans  le  polynömc,  et  quo, 
dans  los  trois  termes  reetants,  le  dcmi-cocfficiont  du 
rectangle  soit  moyen  proportionuel  entro  les  coeffici- 
ents  des  deux  autres  termes. 

90.  Si  lo  polynömc  r  est  uno  fonetion  du  second  dcgr6  da  dcux 
variables  x  et  y,  on  fera  z  =  1  dans  tout  ce  qui  precedc ;  lcs  cou- 
ditions  d'un  carre  exaet  scront  encore  exprimees  par  les  meines  re- 
lations  que  ci-dessus. 

1°.    Supposous  quo  lc  premicr  membre  de  l'equation 

axi-\-2/jxi/-\-ci/2-\-  Mx-\-2cy-\-f  =  0 

soit  un  carrö  exaet,  ä  uu  facteur  constant  pres. 

Cctte  equation  represcutcra  deux  droites  confoudues,  et  ses  c 
ficients  verifieront  les  trois  egalites  de  conditiou  (u°  88) 


des  foyers  et  des  directrices  dans  les  sections  coniques.  J71 

(I)  hd  =  ae,    be  =  cd,    bf  =  de. 

Chacuno  des  droites  confondues  sera  exprimöe  par  Pane  quel- 
conque  des  trois  Gquations 

Iax-\-by-\-d  ^  0, 
bx+cy  +  e=>0, 
dx+cy+f=0, 
et  Ton  aura 

(II)  ax2+2bxy+cy2+2dx-\-2ey+f 

=  \{ax+by  +  d)2 

=  -(bx  +  cy+e)2 
~j(dx  +  ey+f)*. 

2°.    Si  lo  premicr  membre  de  chacune  des  trois  equations 

ax2-\-2bxy-\-cy2  =  0, 
ax2-\-2dx  +  f  =  0, 
cy2  +  2ex  +  /=0 

est  an  carr6,  üt  an  factear  constant  pr&s,  les  relations  de  condition 

(IU)  52  — ac,    rf2— «/;    e2  —  cf 

seront  respectivement  satisfaites,  et  Ton  aura  les  identitßs 

ax2-\-  2b  xy  -f-  cy2  =  -  (ax  -f-  by)2  =  -  {bx  -f-  cy)2, 
ax2+2dx  +/  -  \(ax-{-d)2  =>  j(dx+f)2, 

cy2  +  2ex  +/=  \(cy  +  e)2  =j(ex+f)2. 

91.    Les  polynömes  da  second  degre,  k  cinq,  qaatre  ou  deux 
termes,  tels  que 

ax2 + 2bxy  -f-  cy2-\-  2dx  -\-  2ey, 

ax2-{-cy2-{-2dx-\-2ey-\-fi    etc.; 

ax2+cy2+2dx+fJ 

ax2  -\-  2b  xy  -f-  cy2  -f-  2da-,     etc. ; 

ax2-{-<#2,     ax2-|-2£a?y, 
a«2-|-  2cfo,     a#2 +/,     etc. 
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ne  sauraicnt  jaraais  etrc  lcs  produits  d'un  carr6  cxact  par  an  facteor 
coustant. 


§  II.    Equations  generales  aux  foyer»  des  sections  oonlques. 

02.  Considcrons  uno  conique  quclcouquc,  qui  soit  representec 
par  l'equation  la  plus  generale 

(1)  f^,y)  =  Az*+2Bsy+Cy*  +  2njc+2Ey  +  /'=  0. 

Transportons  rorigine  cu  uu  poiut  quelconquo  (er,  ß)  de  son  plan, 
en  faisant 

*  =  *'+«,     y^  yIJtß\ 

l'equation  (1)  deviendra 

(2)  Ax'*+2Bx'y'+Cy'*+xr«  +  >/f'fi+f(«,  ß)  =  0, 

et  la  distance  ö  d'un  point  quelcouquc   M(x\y)  de  la  courbe  ä  la 
nou volle  originc  sera,  pour  des  axes  reetaugulaircs, 

Si  la  iiouvellc  origine  est  un  foyer  de  la  coniquo  (1),  la  distance 
ö  sera  unc  fonetion  rationnelle   et  lineaire  des  eourdoiuiees  x    et  y 
du  point  M\   daus  ee  cas  l'expressieu  *'2-f~#  *  est  uu   carre  exaet  a 
uu  faetcur  coustant  pres. 

Or,  cu  vertu  de  l'equation  (2),  nous  avons  identiquement 

(3)  A(aJ'^'*)=(^+A)x^+2^V/+(C'+%'^^'/'„+^y  V+fK  ß), 

oü  X  est  uno  constaute  indcterniinec. 

Pour  quo  lc  second  membre  soit  un  carre  eu  x'  et  y\  ä  un 
facteur  coustant  pres,  il  faut  et  il  suffit  que  los  trois  relations,  ana- 
logues  aux  egalites  (I)  du  n°  90 

bd  =  ae,     he  =  tv/,     bf  =  de, 

soient  identiquement  satisfaites. 

Nous  trouvons  ainsi,  entre  lcs  coordonuees  «,  ß  du  foyer  et  la 
coustante  A,  les  trois  relations 

(   Bf'a-(A+k)ffr 
(5)  4/?/(«,  ß)  =  f'af'fi. 

Si  nous  eliminons  la  coustante  A  entre  les  deux  premieres  (4) 
de  ces  egalites,  nous  obtenous  la  relation 


levtonl   satia&ire   lea  coordonnäee  «  et  0  du  foyer  de  tu 
mlqäe  (1). 

Si,  dans  cetta  dcrnt&re  egaim  (ü),  uous  remplarotis  le  prodnit 
'../V  p«  soa  äquivalent  -lß/'(fi,  ß),  quo  founiit  l'equatiou  (5),  hqus 
trana  aus  aosvelle  relatiou 

■utre  les  coordonaäüs  du  loyor  («,  |f), 

Nons  bh  condaoas  que  les  foyera  de  la  eoniqtie  (i)  suui  lea 
inte  d'intersection  du  dun  qtu'leiHiqiies  dos  trots  lignes  du  BeeoBd 

.TO 

J  4^(r,y)-/V'ti    ■  0, 

(  /V  -  4(4  -  C)/U, :/)  -  ,-'„■  -  0  *). 

-    royora    des  courucs  du    second  degr£   soiit 
;itues  sur  los  axoa  de  eus  conrbes, 

Ott  la  premiörc 

fl/v- (./-'■,/-,/'.,- ß/v  =  u 

*  truia  rt'hitiiiii^    | •  i- ■ . ■ .. . 1 .  1 1 r . ■  ^.  ,-t   imVi^iHciil    (n°  1)  lVqaalimi  aus 
axes  de  la  coniqne  (l). 

94.    Coiiiqni's  rocalc«.    Lea  deux  antres  eqnatioaB 

wcond  degrt,  qui  passest  chaeuue  par 
(byara  le  la  conlqac  donnfio  (l). 


*)  CMta  imiliuilc  ■  fM  iodiqnea,    il'une  mnnit'ro   ties  mecinte,  pnr  M,  E, 
i  clöve    du  lyerfe    de  Bein«,    flau   I«    NouTOÜei    Annnies    de 
'.■im-.-;     ■•  töne,    luiuc   XVH.    19TB,     p*g»   3B.      L'auteaf   fttttft, 
iMBtlftd    dl  In  meine  ennrä  d'uii  poljrnSnw  du  se- 
comi  licgn:  h  denx  vuriabtw,  loi  i 

J*  =  u/,    **  =  </,    cb  -  6/. 
Ku  pMtftat  Jo  In,  il  Dbllanl  lea  i 

Utf(«,?)  =  f'«f'fI     l(^-Q;>,j3)=/V-/y, 

miiis   rien   prejiicer  ra ■   Je  In  miliue.    |jj  du  Kilo  de   ec« 
t    tu    ualrult   et    SOn    nllk'le. 
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Nous  donnerous  ä  ces  courbes  lc  nora  de  coniques  focales. 

La  uaturo  et  la  position  des  deux  coniques  focales  se  dätenni- 
nent  ais6mcnt,  si  Ton  a  soiu  do  dcvclopper  leurs  6quations. 

95.     Identitls  k  Pusage  du  dlYeloppement  des  öquations  focales. 

Nous  nous  proposons  de  calculcr  le  carr6  de  chaeune  des  d£rir6es 
de  la  fonetion,  qui  forme  lo  premier  membre  de  l'äquation  de  notre 
coniquo  donnce  (1),  ainsi  quo  le  produit  do  ces  deux  d6riv6es. 

1°.    Carrä  des  d6riv6cs.    Puisqu'  on  a 

A  -2{Ax+By+ D), 
il  vient,  en  Glcvant  au  carr£, 

/V  =  A{A*x*+2ABxy+2ADx+B*y*+ZBD*y+Z>% 
Mais  on  a 

±Af{x,y)  --=  <k(A*x*+2ABxy-\-ACy*  +  2ADx+2AEy+AF). 
Rctrancliant  la  seconde  identitß  do  la  premiere,  on  obtient 

f'J-AAf^y)  =--  i[(B*-AC)y*  +  2(BD-AE)y+D*  -AF\ 
d'oü  on  tire 

(V)  /V  =  ±Af{x,y)+±[(B*-AC)y*+2(Bn—AE)y+D*— AF^ 

On  verrait  de  memo  quo 

(VI)  /',«  =  4(7/(0-,  y)  +  4[(Ä*  -AC)x* + 2(BE  —  CD)x  +  E*  —  CF]. 

2°.    Produit  des  döriv6cs.    On  a 

f'x  =  2(Ax+By  +  D),    f9  -  2{Bx+ty  +  E), 
d'oü  on  tire,  en  raultipliant, 

fxfy  =,  4[ABx*+(B*+AQxy+BCy*+(BD+AE)x 

+  (BE+CD)y+DE]. 
Mais  on  a  aussi 

4Bf(x,y)  =  4[.ABx*  +  2B*xy+BCy*+2BT)x  +  2BEy+BFl 
II  vient  par  suite,  en  retranchant, 

/'«A-Wtoy)- 
—  4[(Ä2  —AC)xy+(BD  —  AE)x+  (BE  —  CD)y+  BF- 

~*n  en  tire 


-i[vB*~AClxv  +  (BD—Ai:)*-\-(BE~Cn)u-\-BF-  /)/.]. 

tas    oi'i    la    cnniqiic    (1)    est    nne    paralinle.      Ou    a    alors 
-  ii,  it  i|ui  rfidnil  tes  ttoifl  idoutitöa  precedentes  a 

,  /'■■'  -  .U/(-'-..v)-h  l[2(SD+A%  )-D*-AF% 

'   /',-  -■   lf/-(,...yj-j    \\-ABI-;-CD)x-\-I-?-CFl, 

87.  Pooale  oajnvfotfqne  mix  diiGrlioiis  coordoiiTi<;es.  I.a  pre- 
niite  conique  fötale  esl  representee  par  l'iqnation  (1!!.).    Cotte  Sqaa- 

,  cii  vi'i-lii  de  riiliiilitv  (VI!),  BS  ruduit  & 

X)    (B'—AQsy  +  iBD  —  . -tIfa-\-  (*B-  CD)>j  +  BF—  DE  =  0. 

ite  dos  hjrperbole  conoentrique  (nu  5)  i'i  la  coni- 
qnc  doimfa  (i.l,   el  sos  asymptotes  soiit  paralleles  aus  axes  de  coor- 

'kililltTv 

Nom  Ini  donncrons  le  nom  du  foc&Ie  asymp totique  anx 
diroctions  coordonnees. 

Si  l'on  rapportB  la  conique  donnee  (l)  et  cetto  hyporbole  (X)  i 
leor  ceotre  coiammi,  suppose  uniqae  et  i  distanee  iiuic,  leurs  tqua- 
iirms  dcvicwlront 

.!.<■--[-  Bfity-)-  <V  +  "=0, 
(XI)  (B-— m  ),-!/ -\-  Uli  -   0, 

oti  If  est  figal  au  discriminanl  näg&tif  de  la  CQBique  dönnee  (l),  divise 


La   demi-axes    de    miU'    liypcrbolo    sont    fonrnie   fii"    11)    par 
l'oquation 

(ßs  —  A(-)W~\tf'Hi  =  0; 

mite  l'iypcibole  est  aqnilatere. 

96,     Forale  ü  «sm  paralleles  anx  coor(Iflnu<>es.    I/t'qnatioii    (IV) 
■präsente  la  seeondo  eoniqpe  focale;  comme  on  peut  l'ecriw 

/V-l  [/■(..-.  V)  ■     f,r-    U 

,  paz  Ins  itk'iililus  (V)  et  (VI),  qft'eBe  anVeto  la  forme  simplo 


[S(BD    CD)*  -2{ffÜ— JiSfcfE*— CF— 2JH  \F  ■■"». 

■Hi'iiii.'  nne   liyperbole,    qui  a    mtme  ceotre  4ne  la 
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conique  dounce  (1),  et  dont  les  axes  sont  paralleles  Ui  axes  de  COOT- 

donnees. 

Nous   lui  dounerons  le  noro  de  focale  a  axes  paralleles 

aux  coordonneca. 

Si  l'on  rapporto  cette  focalo  ä  son  centra,  son  equation  deviendra    ' 

(XIII)  (B*— Aty{K*~  rt+U— Qffwtt 

Lcs  domi-axes  de  cette  hypcrbole  sunt  donnees  par  l'eqnatioa 

IB*—  AC)Rl  —  (J-  O*H*  =  0. 

Cette  byperbolo  focale,  cominc  la  preeädeute,  est  donc  Äqui- 
Utore. 

911.  Si  1c  rcctanglo  des  variables  manquo  daos  l'cqusition  (1)  de 
la  conique  dounee,  ou  aura  B  —  0,  et  la  premierc  byperbole  focalo 
(III)  so  rodnit  ä  ses  asymptotes,  ou  au  systema  des  dcax  axes  de  la 
courbe   (1),  qui  lui-nicinc  est  represente  par  l'equation 

f'z.f  ■„  =  <), 

ou  par  lcs  deux  droites 

fm-U,     f't  —  O. 

Daus  co  cas,   lcs  axes  de  uutre  umiquo  (1)  sout  paralleles  aux 

axes  de  coordouuees. 

II  faut  alors  faire  usago  de  la  secoudo  focale,  dout  l'equation 
(XII)  sc  reduit  a 

AC(x*— vs)+2C'üar—  2AI&+D*— AF—  Ä»+CF-=.0, 

C{^ar*+2ttc+F)  +  /Js  -  A(<Cf-\-21&+F)+&. 

100.  Si,  au  contrairc,  les  carrüs  dos  deux  variables  mauquent 
daus  l'equation  (1)  de  la  coniquo  dounee,  on  aura  A  =  c=0,  et  la 
secondc  conique  focalo  (IV)  se  reduira  an  Systeme  des  deux  axes  de 
la  courbe  (1),  qui  lui-memc  est  repr6scute  par  l'equation 

/V-/y  =  o, 

ou  par  lcs  deux  droites 

/'.+/'* -ü,  /'--/'*  =  o. 

Dans  cc  cas  lcs  axes  de  untre  couique  (1)  sont  paralleles  aux 
biasectrices  des  augles  compris  entre  les  axes  de  coordouuees. 

101.  En  reasrae,  lcs  foyers  des  couiques  se  determi- 
aent,  en  general,  par  l'intersection  de  deux  d 


«/«  fyftr*  'i  •!,-;  äfft- 


1« 


[ui  8ont  les  axeadeU  courbc,  avcc  l'nno  on  I'antro  des  denx 
yperbolea  iqnilaterea  (III)  et  (IT),  quo  Bona  avooa  appeleei 

10*  focalos. 

La  premiero  (111}  du  ces  liypcrbolcs  a  si-a  asymp  totes  parall&lpg 
:  ixea  de  caordonneee;  dana  In  soconde  (IV),  ce  aoat  las  axes  de 
gure,  qnJ  sniit  paralleles  am  fixes  de  eoerdomiees. 

Dana  lea  ras  uartieslfora ,  l'nno  on  l'aatre  de  cps  dem  cuurbes 
focales  so  confond  kvm  Ich  axes  meines  de  la  couique  douiiee;  il  fant 
alors  avuir  rueours  ä  l'aulre  byperlmlc  focale. 

*  102.     MtenifautlOl  «Irs  fojtrl  ponr  iti's  coonlonnecs  oblique*. 

i  di&taiiec  i  d'iin  poiat   quelconquo  M(-r'.-i)  de  la  coniqae  (2)  au 
foyer  (a,ß),  qui  ra  cbI  l'orlgiot,  est,  dnns  ce  ms 


d  =  yV  ■■ 
On  ,i  doac  identiquement,  an  lien  de  (3),  l'egalHe  auivanto 
K*'»+y"+aeVci»fl) 


i-aoy 


fueteur  conslant 


Pour  quo  lu  sccond  membre  aoil  im  carrf,  ;i 
t,  il  bat  et  il  siiilit  quo  Tun  ait  (n"  90) 

-  (S+Uos«)./',,  -  U  +  i)/>, 
j  (fl+icosOJ/V-tC'+i)/',,, 

.  i(*-HcM*)/<«,ft-/W- 

Lea  deux  premiüres  de  ces  relationa  duuocnt  pour  1  los  raleura 
,        B/\—  Äff 


fr- 

Bf?- 


Cfa 


f'm—coaSf'p' 
qoi,  Ctant  egalics,  fournissent  röquatiun 


-Cew0)/V— M  — C3/V>-(#— JaMtvy  —  0 

Atiu  d'aTcir  npe  antra  relation,  indipendanle  de  i,  entn  a  et  (J, 
[ui  aoit  symetriqiH'  par  rapport  a  o  et  ji  et  los  derWeea,  mnltiplioBl 
x  iTni\  lea  dem  premicres  dea  relatiom  (7)  par  la  troiaieme;  00M 
i,  aprei  redoctions,  lea  egalitta 
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qui,  par  l'elimiuation  de  A,  iious  founiis  seilt  um:  dcmütee  I 

0)  /  V-  MA  -  C)J  (a,  ß)  —ff  =  0. 

An  moyea   des  egnlites  (8)  et  {!)),  on  pcut  obtenir  dei 
rolaüona  eutro  o.  et  ß. 

Dans  l'equatiou  (8)  rcmpla<;ons  /'js2  par  sa  valcur 

tiree  do  (9);  eettc  eqaation  devieiit,  apres  divisiou  par  A  — 

(10)  cos fl/'0*+4(fi—  A cos *)/(«,  W  — /V>  - 
On  trouvcrait  de  meine,  du  eliminaut  /V  entro  (8)  et  iß) 

(11)  cott>ff+HB  —  Ccoa6)/<«, /»)— f'mfp  =  Q, 

Noiib  voyons  aiiisi,  d'apres  los  rclatious  (8),  (9),  (10)  et  (11),  < 
les  foyera  de  la  conique  (1)  sunt  les  poiuts  d'intersection  des  dl 
prenüerea  lignea  du  aecond  degre,  entro  ellea,  uu  avoc  cliacuue  i 

dem  autres 


'  (ß- 


MB«/V 

.*+4(3- 


-  (A— Q/V»  —  (fi—  -I  eosfl)/'* 

-4(.i-O/V,</)-/V  =  0. 
-.lcosft)y(J-1.v)-/-'I/'(,  =  0, 


.  om*/'*+4(*—  ffcoB0)/(*,|O  — /'«/*» 


0. 


*  103.  La  premiero  do  cos  equations  est  colle  des  axea  de  uol 
COniqae  (u°  3),  lorsquu  les  euordoiiuecs  sonl  obliques.  Ob 
donc  eueore  ici  que  les  foyers  des  courbes  du  secoud  degr 
sunt  situ  es  sur  les  aXBS  du  eei  euurbes. 

*  104.    La  socondo  des  equations  (XIV)  est  eclto  de  I'byperUi 
equilaivre   (IV),   qui   a  meine  contre  que  notra  coniqno.    i 

axes  sout  paralleles  aux  axes   de  coordounues.    Elle  a Beete  la  mt 
forme  quo  dans  lc  cas,  oa  les  axes  sout  reclangulairca. 

*  105.    Les    deux  derniercs  des   equations   (XIV)   ropre« 
denx   byperbedea,   dout  les  asymptotes  sout  paralleles   aux   axes 
OOordoniiees,  et  qui  ont  memo  centre  quo  la  conique  donnee  (i). 

Si  l'on  rapportc  ces  courbes  focalcs  ä  leur  centre,  leurs  i-quatl 
ifarieaaent 

(fi!— AC)xs-\-{B~  4cosö)//  =  0, 
{B* -  ACfo+iß—  CcOBÖ)//=0, 


Lorsque  les  coordonnees  lOnt  reetüiigiilaires,  ces  dcux  hypcrboles 
)  cuufoudcut  bvoo  1'liyperLule  fötale  (III). 

G.  Eqnstions  des  directrlces.  Lorsqu'  on  counait  les  coor- 
dOMiees  d'an  '•■')•]■  f«,|3)  de  la  conique  (1),  im  peut  trouver  im- 
m cd ial erneut  Tuijuatmii  du  la  directrfeo  eorrespondauto. 

Car,  si  a  et  jJsont  les  coordouuoes  d'un  foyur,  le  secoiid  membre 
de  l'identite  (8}  Ben,  d'apreB  !a  formule  (II)  du  Un  90,  egal  & 

r  coiiBeijucnt  l'equatiou  de  la  directriee  est 

,  par  le  retour  ä  l'andeaae  origine, 

(z-«}fa  +  <y-ß)f'ß  +  2A«,ß)  =  0. 
Comme  on  a 

S/fcr,  ß)  =  «f*  +  ßffi+W  +  Eß+Ph 

1'equtttioD  ilf  uotre  direclricc  su  lYduü  a 
XV)  rfa+ä/-ß+2(D«+l-;ß+F)  -  0. 

Ou  retrouve  aiusi  la  polaire  du  foyer  (o,  ß). 


S  in 

Equations 

ux  foyers  des 

conlques 

i  equation  reduite 

1UT. 

i  e  ii  t  p  a  s 

Premier  uas 
le  rectal 

I. '  fi  q  11  a  1 

gle  des  va 

on    tlc 

rUbUe 

a  conique   u 

l  i|uatiuQ  est 

1) 

/(*,  y)  - 

***+<v+ 

2Djr  +  2£j-f  F=0, 

t  devk-ut 

Ax?+c.r-+yf'<.-\-  ¥f'?+f(",ß)  - 

r  lu  transfert  de  1'origiDc  au  foyer  (",  |S). 
Nim 3  avons  douc 

W+f*)  -  (-i-|A^'^  +  (''+i)//-  +  ^/'<.+?//->+/>,fJ). 
Le  socond  liicmbru  BOpOUt  iü'e  uu  earre,  que  ai  l'ou  a  en  müiiiu 


A+l  =  0*   A-0,   /y--l(C+l>/(«,Wi 
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OU 

(3)  C+A-0,   /'/j-0,    /'«*~4U  +  A)/(a,fl. 

Chassant  rindeterminße  iL  do  chacun  des  systömes  (2)  et  (8),  on 
trouve  que  les  foyers  de  la  coniquo'(l)  sout  les  intersections 

de  Taxe  f'x  =  0  avec  la  courbe  /V +40,1  — C)/(ar,y)  =  0, 

et  Celles 

de  Taxe  f\  =  0  avec  la  courbe  /',*+4(C— A)f{x,  y)  =  0. 

Or,  pour  B  =  0,  l'äcuation  (U)  des  axes  (n°  93)  se  räduit  & 

la  premiere  conique  focalo  (III  du  n°  94)  se  confoud  avec  cea  axes, 
tandis  que  l'öquation  (IV)  do  la  seconde  focale  (n°  94)  conserve  la 
memo  forme 

/'**-4(.l-  cy(*,y)-/V  -  0. 

Les  foyers  do  la  couique  (1)  sont  donc  detcrminöes  par  le  Sy- 
steme des  deux  equatious 

(i)  !  >w*=o 

\f'x2-  Mä  -  C)  f(x,  y)  -/ V  -  0 

Co  cas  particulier  rentre  ainsi  daus  le  cas  gcneral,  si  Ton  a  soin 
d'adjoindrc,  ä  l'equatiou  des  axes,  celle  de  la  couique  focale,  qui  reste 
di8tiucte  des  axes. 

108.  Second  cas«  Le  carrö  de  Tuno  des  deux  variables 
roauque  dans  l'äquation  de  la  couique. 

Si  le  terme  en  y2  no  so  trouve  pas  daus  Täquatiou,  celle-ci  af- 
fecte  la  forme 

f(x,y)  =  Ax*+2Bxy+2Dx  +  2Ey  +  F=  0, 

que  la  trauslatiou  de  Torigiue  au  foyer  (a,  ß)  trausforme  eu 

Ax**+2Bxy+x'f  .+&'?+/(*  ß)  =  °. 

Nous  avons  par  suitc 
X(x'*+y'2)  =  (A  +  X)x'*  +  2Bxy+Xtf*+x'Sa+¥'f'ß+f(a,  ß). 

Pour  que  le  second  membre  soit  un  carrö,  il  faut  et  il  suffit  que 

Ton  ait  (u°  90) 

Bf'a  =  (A  +  X)f'ß, 

Bf'ß  =  Xf'a, 


ittoirt  ■'"■'■   Bflalogues  i  Celles  (-1)  et  [f>)   ilu  cas  gcneral 
93);   |mv  i:uHSL'i|iii.'iit  li's    foyors  sgtit  lug  puiuls  d'iutcrspctioil  dß8 


i  (j  u  o  manq  u  e 


Bf 

««-  AfmS 

V-Bf 

1  _  | 

la 

cotilqno 

focalu 

UT/telÖ- 

fwft 

=  0 

ffo 

is  rentroni  ainsi  de  nonvaao  ilans 

!e  cas 

gl'IKT.ll 

109. 


Trolsif-me  en*t.    L'cquatiou   ilo    la  i 
arria  Jus  variables. 


Getto  coniqnc  csl  repri-scutOe  par  l'eqnation 

Ea  traasporta n  t  l'origine  au  foyer  (a,  (J),  oii  In  cbBDga  DB 

8&V+«'A+yy>-J-/{«,  P)  =  0, 
gorte  aus  i'uii  a 
i(/Hj';)  =  **'*+2Ä*V+V,+*'/'.+fVV+''(««,». 

I.c  Becoud  membre  scra  im  carre,  ii  uu  factcur  eoDslant  [ins.  sj 
■n  a  simaltauentent 

Bf'«  =  If'ß, 
Bf'ß  -  V«, 

&W*,ß)-f*f'ßt 

qui  fournit,  ponr  les  equations  aux  foyurs,  lu  syatemo 

Nous  nous  trouvons  em'ore  ratneae  au  cas  geucral,  oü  il  sufara 
pOHt  .1      ■  0,  C  =  0. 

110.    'tiiiihri'iiic  hi,    Le  carre  d'une  variable  et  le  ro et- 
igle  dos  doDX  variables  m anquellt  Jaus  l'tquation  de 

:i>iiii|  BB 
L'i'ijnatiou  de.  cdlc-ci  est,  par  exemple 

C,? +■<!>..  + 1  l-::r\-  r      0 
Eu  transportant  fortging  an  foyer  («,  p),  on  la  traasfortne  i 


Nous  avons,  par  CQLSiqawrt, 

I.e  Becond  membro  Ben  uu  carri,  a  un  factcor  constaat  prta, 
si  l'ou  a 

1  -  0,   /'„  -  0,   ff  -  4(C+l)/(o,  j3)  =  0, 

C+A-O,   />-0b   /V  =  41/(«,fl. 

Or  rindetermiuee  A  ne  aanrait  ßtre  null-.';  par  suito  les  MBdl 
Lions  (4)  sont  seules  admisriblos. 

Im  foyen  »out  dora  determinäa  par  les  dem  cquations 

/'„=u,  /•I+4c/fJ-..,)=a 

Ces  den«  i-quations  rentrent  cnci.ro  dans  Celles  (II)  du  n"  93  et 
(IV)  du  a"  94,  rjui  apparliewieiit  au  «is  general. 

111.  II  y  aurail  >acoro  ä  eongiderer  Ic  cas  oo  les  tarmee  da 
premirr  degrö   manqucnt  dana  i'eqtiation  de  la  coniqne,   i 

la   cnracteristique    K'—AV  est  egale   a   zfero.     Nous  les    traiterou*, 
iure  slereloppemi  nta,  da&a  les  deui  paragraphea  suivants. 

On  j  verra  qu'ila  eonl  önssi  coinpris  dans  Je  cas  general,  <lo 
sorta  (jiie  le«  trois  iquatious  (I)  da  n°  92  suffisent  toujnurs  pour 
trouver  les  foyers  des  courlios  du  seamd  degre,  quelle  qtifl  .-uit  Ili 
nature  des  equatimis,  qui  roprcsontenl,  cos  eourbas, 

S  IV.     Determination  des  foyers  et  des  directrices 
dans  les  coniques  ä  centre. 

112.  Les   eqaations   aux    foyers  (I)  du  n"  iü',    quo  nous  avons 
Irouu'i's    pour   des   coniques   rapporteea   a    uue   origine  .; 
prennent  unc  forme  bien  plns  simple,  lorsqne  la  conrbe  da  Bttsoäl 

t    donee   (1*1(11   ceutro   unique   et  qu'elle  est  rapportee  ii  Mi 
centre  eomrao  origtue  des  coonlonnees. 

SoppOBOHB  quo 

(1)  /V,  ,vl  =■  4e»H-*ito*+  (V+ff=0 

Boit  l'oquation  de  la  coniqne  doauee. 

Les  coordonneos  de  chaque  poiut  (x,  y)  d'nu  axo  ctnul  propojp. 
tionnelles  anx  dfrivecs  de  la  fonetion  /(r,  y) ,  prises  par  rapport  a 
ces  coordoDnees,  on  a 


n  fqprt  <t  du  äreOrkst  ,lu„,  k,  wetin*  rtn^w..  183 

■  i|m  transfbrnrc  n-quaium  axa  tum  (II)  du  u"93  daus  la  suivaiiLi; 

a**— (-*— cj*»— $*»  —  & 

Eusuitc,  puisque 

2/(.r,.v)  -»/',  +,,/-„  +  ■_'//. 

uHiniion  iJII),  n°  <H,  de  la  premiürc  eonique  foeale  pourra  s'feri« 

2&/',  -|-  2Bgf\  +  I  fl/f -/",/'*  =  0, 

,  com  qic 

/',  — 2^  =  2^    SÄ— /'» Mfe 

e  &qaattoo  so  ri'duira  a 

(B*—  AC)xg  +  BU  =  0. 

Pour  avoir  I'equation  de  la  seconde  conique  localo,  uous  n'avons 
. 1 1 ' i'i    tlim iner   le  rectangle  ry   entre   les  dfinx  equations  (2)  et  (3). 
o  euuatiou  est  done 

(B*-  AC)<s°- -S*)  +{A~  C)II  =  0. 
voyous  ainsi,  par  (2),  (3)  et  (4),  que 

Bz*—(A—C)slj—n./  =  i\ 

(B*—AC)xy  +  BIf  =  Ü, 

{B--  AQ{&— *■)+£*— G)H—  0 

Bont  les  equationa  aus  foyers  des  ooniqnes  &  ceutre,  qui  soiit  rap- 
■orteea  a  teur  cent«  nomine  origine  des  caordoaneee, 


113.     Coorilonni'-'s  des  foyers.      L'eqimlion 
composc  dauä  les  equatiens 

m _ A— C±S 

j       C—  A  +  M 


ä  (2)  se  de- 


i  uous  avoiis  pose  la  valeur  absolue  du  radical 

L'6qvation  (öl  de  la  focalo,   nsymptotiquc  aux  aics  du  coordon- 
,  uous  doime 
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Multiplions  cctto  6quation  succcssivement  par  (5)  et  (6),  et  d6- 
signons,  en  gänßral,  commo  plus  haut,  par  a  et  ß  les  coordonnäes 
de  Tun  quelconque  des  foycrs.  Nous  obtenons,  pour  les  carräs  des 
coordonnßes  des  foyers,  les  valeurs 

a  —    2(B*—AC)  '     P  "     2(JB*—  AC)    ' 

Si  nous  mcttons,  ä  la  place  de  9t,  son  expression  (II),  il  nons 
viondra  les  öqnations 


H  C— A  +  V*B*+(A—  C)* 
w»a  —  — 

an)  

Ri     h  a-ctV±b*+(a-c)* 

P   "  2  "  B*  —  AC 

qui  donnent  les  coordonn6cs  des  quatre  foyers  de  notre  conique  ä 
centre  (1). 

■ 

Dans  ccs  expressions,  lo  radical  donno  son  signc  an  nunrerateur 
do  la  fraction  correspondante;  par  suito  los  deux  valeurs  do  o2,  ainsi 
que  celles  de  ß\  sont  de  sigues  contraires.  Douc  deux  des  quatre 
foyers  sont  r6els  ot  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
D'ailleurs  les  deux  foyers  r6cls  sont  situ  es  sur  lc  memo 
axe. 

114.  Equation  aux  abscisses  et  tfquation  aux  ordonnees  des  foyers. 
Dans  les  valeurs  (II)  do  «2  et  de  ß\  los  sigues  supdrieurs  se  cor- 
respondent  ontro  eux,  ainsi  que  les  signes  iutericurs ;  mais  ces  signes 
correspondent  inversement  avec  les  signes  des  axes  (2)  ou  (3),  sur 
les  quels  se  trouvent  ces  foyers. 

Si  nous  säparons  les  signes  de  ±Stt,  et  quo  nous  representions 
par  +  a'  et  ±tt"  les  abscisses  des  quatro  foyers  do  la  conique  (1), 
nous  aurons 

f2      (c-^i-«)//         wf  _  (C-A+W)H. 
a  2{B*  —  ÄC)  '      "     ~~    2(B*  —  AC)    ' 

nous  cn  tirons,  en  ayant  egard  a  la  uotation  (II), 

«'*  4-«"«  =  (C—A)H 
a    +a     -  B*—AC' 


(B*  —  AC)* 
L'äquation  aux  abscisses  des  quatre  foyers  est  donc 


»in 

'  B*~AC  = 


Paisqno 


da  fiigtri  tl  dei  dt'rcccricei  dant  1 

)  (B'—AOa'  +  iA-OITit'- 

L'eqnation  aux   ordonnees   des   quatro   foyera    est   de 
Wir1 

115.    Eijuation  tu  directrices.     La  türoetrice,  qui   correspond 
foyer  (ff,  ß),  a  pour  eqnation  (n°  106) 

.-2(J«+Bfl,       ff  -  2CÄr-f-q», 

;te  i'quation  revient  a 

commü  culle-ci  pent  B'ecriro 

«U*+Bj,)+|J(B*  +  C»-|-ff=0. 

Od  voit  donc  quo  lYquation  de  la  directrice,  qnl  correspond  au 
fCT  (a,  0),  est 
)  *f,  +  fi/,9+2H=Q. 

La   directrieü   parallele,   qni   correspond   au   foyer   (— ",   —  ß) 
ue  sur  le  meine  axe,  ft  do  memo  ponr  equation 

ßf'g  +  2ri  =  0, 


L'ciinaliou,  qui  donuo  a  la  fois  ces  des  directriecs,  scra  donc  le 
iduit  des  deux  equations  (S)  et  (9),  on 

nous  effectuons  le  carre,  nous  aurons 

«VV  +  fa£/Vi  +  Wt  =  w. 

Dans  cette  cqnalion,  remplacoua  ns  et  ß*  par  leurs  valeurs  (III), 
a  aß  par  aa  valeur  -pa-_-  -,  tiree  de  (7);  eüo  devient,  apres 
luction, 

A~W)f'I'+{A-C+,iR)f\i  —  iB/'1/'ll-8{B*-AC)H=Q, 
quatiuii  am  qiiatre  directrices  de  notre  co- 
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Cctte  equation  est  (Tun  emploi  peu  commode. 

Lorsqu'on  connait  les  coordonnecs  d'un  foyer  («,  ß)  do  la  co- 
nique  (1),  il  est  plus  avantageux  de  faire  usage  de  la  polairo 

*f'z  +  ßf't,  +  2H=0 

du  point  (er,  ß).    En  y  rempla^ant  a  et  ß  par  les  valeurs  obtenues, 
on  a  immädiatement  l'equation  de  la  directrice  correspondante. 

116.  Nous  allons  appliquer  la  m&hodo  pr6cedento  ä  quelques 
cxemples  num6riques. 

Exemple  I«    D6terminer  les  foyors  et  les  directriecs 

de  rellipso 

5**-f  4*y+2y*-f-24  -  0. 

Puisque  nous  avons  ici 

i  =  5,    B  -  2,    C  —  2,    H  —  24, 

il  vient  

J5* — AC 6,      9t  —  y4B*+(-4—  C)*  —  5 ; 

par  suite  nous  avons 

.       (-3X5)24  f    16. 

a   =*  — ZIi2 —  —  6  ±  10  «  j  __4 » 

(3  +  5)24  _  (       4 

<** 12- 6±«>-  J_16- 

Les  coordonnäes  des  foyers  ont  donc  pour  carr6s  les  nombres 

«*'2  =  16,     0'2  =  4;        „"»  =  -4,     0"2=-16. 

Pour  savoir,  quels  sont  los  signes,  qui  doivcnt  sc  correspondre 
daus  les  racines  carrees  des  abscisses  et  des  ordonnees,  il  suffira  de 
delermincr  lc  signe  du  produit  des  coordonnecs  pour  un  memo  foyer, 
au  moyen  de  la  courbo  focale  (7),  qui  donne 

0       —2.24       0 
aß  -  - ■— -  =  8. 

Ainsi  les  coordonnees  des  quatro  foyers  sont 

«i=4,    0i  =  2;     «2  =  —  4,    02=  —  2; 
«3  =  2*/— 1,    03=—  4V—1;      «r4 2%/— 1,    04  =  4^—1. 

On  trouve  ensuite,  pour  les  deux  directriecs,  qui  correspondent 
aux  deux  foyers  reels,  les  Gquations 

2s+y+2  — 0,    2*+y  —  2«=0. 


Exemple  II.    Truuver  los  foyers  Bl  les  directrices  de 
t'hyperbole 

3^  +  12:rv-lV+]4  =  0. 
L'equatioa  aux  axes 

Gi»  —  an/-}-  (V  ■     0 
lounc  ponr  ies  den*  axos  les  Gqnationa 

2  _  5  _hV25  +  14.|  _  5  ±13 


12 


12 


i  obtiont 


•2x—  Zy  =  0,       Sar-f  2y  =  0. 

L'equation  de  riiyperbolo  focalc  est  d'ailleurs 
—6.14  _ 

Resolvant  d'abord  le  Systeme  des  dem  eqtiations 
Ja'—  3(3'  =  0,      a'fT 2, 

«"— s,    p*» —  f 

La  resolution  du  aysteme  des  dem  üquations 
3(t"+20"  =  O,      a"ß"  =  -2 

Les  coordounees  des  quatre  foyef)  sunt  donc 

«,  =  v=3,  ft-iV^i   «,  =  -y-3,  h —  iv^ 

*„  =  |V3,      ft V3;        «.i-  —  1  V'3,     &=  V3. 

Les  directrices,   qui  correspoadeat  aux  dem  foyers  reels,  soiit 


Exeniple  III.    Diterminor  les  foyers  ot  les  directric 
!  l'li  vpcrbuli' 

4j-ji  — 3ff*  +  10  —  0. 


LY-quatioii  aux 

aiQS,  i'tant 

3*»-3*y   -V 

-  0, 

(iiation? 
■       5 

Doitor:    JfymtOt  dfler 


■  —%  =  (>.     2*-fy  —  Oi 
L'equatiou  de  l'hypörbole  Focale  est 

ry  =  —  5, 
Risulvant  le  double  Systeme  de  deux  cquatkius 


on  trouve,  pour  loa  carr£s  dos  coordoances  des  Foyers,  les 

«" — 10,  r1— ii  «'"  =  3,  rs  =  io; 

ee  ijui  donne 

c,  —  V—io,   ß,  =  }V— 10;    «„  —  V— io,   p,  =  —  lY—i 

^  —  JVIO,     ft. V10-,      fl4— —  JV10,     |S4— VlOj 

ponr  les  coordoituees  des  ipiatrc  foyers. 

Los  dinctricei,  gm  eorwspondent  uux  deux  foyon  rMs, 
repr6flent6ea  pur  los  AqoaÜons 

— *-^»=°.      '-2»+,u  =  ° 

Exomple  IV.     Trouver  les   coordounees    des    foyers 
les  equatious  des  direelrices  pour  l'liyperbule 

3»y— 4  -  0. 

Lei  6qnatioiW  des  deux  axes  sotit 

K— f  —  0,        i+J-O, 

pendant  que  l'hyperbole  focalo  a  pour  cquation 

■'■-'  —  8- 

Ou  a  douc 

d'oü  Ten  tire,  pour  les  cuordonuües  des  quatre  foyers, 
;  %  V6;       «„  =  (3,  — - fVftj 

Au*  deux  foyers  reels  corrospondent  deux  directrices, 
equations  BOüt 


V6(*+y)-4  -  0,      i/6(«+y)-M  -  Ü. 

Exeinple  V.  Calculer  les  coordomiees  des  foyers  et 
determiuor  les  dircclriees  de  l'ellipse 

4**+%*  — 3G  =  0. 

Oh  a  ici  II  =  0;  par  suito  la  premiere  liypcrbole  focnle  (4) 
so  coiifoad  avec  los  deux  axes;  il  faudra,  en  coüser[ucncc ,  avuir  re- 
cours  ä  I'&ntre  conrbe  Focale  (ü),  dont  PÄqnation  m  rednit  a 


oii  i 


AC(ft*— F»)— (A— O)fl-a=0i 


,1  =  .],     C  -■'.>,     ff-    —36, 
L'eqnfltioD  de  cette  fetale  eat  douc 

36(*s— sä)  —  5,36     ou    J—y*-- 
Les  tquatiuüs  des  den  axes  etant 

y  -.  0,    m  —  0, 
j  carrca  dca  coordonaees  du  foyers  seront 

»'»  =  5,    jS'"  =  0V      o"8  =  0,    ß"' 
ce  qui  doiiuo 

c,  =  v'5,    &  —  Oi        **  =  —  V5, 
b,  =  o,    &  -  y'^5;    »*  =  o,    A  = 


-V=5. 


Nous  obtenous,  par  satte,  pour  les  deux  direetrices  reelles,  lea 

'■'liuii.iims 

i  V '5  -J=  0,       r.  Vb  +  9  =  0. 

Exemple  VI.    Trouvcr  les  foyers  et  loe  directricos  do 
l'bypcrbolc 


Les  equations  des  azea  sont 


=  0; 


et  celie  de  l'bypertolo  foealc  est 

<****<«*  —  f)  —  (a*+h*)aW  -=  0, 


On  a  doi 


fl'«-Oi 


=  0,     p"* («•+*■)! 


•»  =  0,     &- V-t-M-^J;     *4  =  0,     P» *'  —  (**-*-**> 

pour  los  coordonnÄes  des  quatre  foyers. 

L'equatiou  de  la  directrico,  qui  correspond  au  premier  foyer  t 
(«r,.  ft),  est 

par  suito  loa  e.quations  des  deux  directrices  reelles  seront 
My^+i»  =  fl»,      ry(7*+i» «». 

$  V.     Foyer  et  Directrioe  de  la  parabole. 

117.     Equatlgns  an  foyer  de  In  parabole.     L'equation 

(1)  f(x,s)  =  AJ-l-SBey+Cp+SDx+iEf+F-G 

represente  une  parabole  pour  H-  —  AC  =  0. 

8i  los  coordonn&es  sont  reetangnlaires ,  les   axes  de  la 
som  fournis  (u°  1)  par  l'equatiou  generale 

Bff  —  tA—Oftf't—Bff  —  Üi 


Puisqu'on   li   B1  =  AC,   le  radieul   se   redtiit  u  A-\-C,   et  li 

eqiiatious  des  deux  axes  sont 

(2)  Bf'r  -  Af\  =  0,     Bf'x  +  Cf\  =  0. 

La  premiere  de  ces  deux  oquations  represente  une  droits  ntal 

a  l'iütiui;  lu  secoude  qai  revient  j 

est  seile   d'une  droitc  perpcudiculnirc  ä  la  premiere,  et 

l'axe  de  la  parabole,  qui  sc  trottve  a  unc  distauce  tinie;  le  de\i 

peincnt  de  cctle  Oqiiation  est 

(3)  (A  +  C)(x  \  A+y  \'C)+DVA+11VC  -  Qj 
La  premiere  ligue  focale 


dt>   fogtra  ti  de«  dirtctrices  dans  In  teclionn  romquts.  \Cf\ 

'apres  l'idctititc  (IX)  du  n°  9t),  se  redoif  & 

(BD-AEte+itiE—CU^j-lf-BF—DE  -  0, 

[4)  (DVC-EVA)kvA~.jVC)  +  BF—DE  =  Q; 

■iidmit  quo  t;i.  sccondc  ligne  focale 

/V  -  4-1  f(r,  <j)  -  ff  -  tOffa  f), 

l  vertu  des  idoulitüs  (VIII),  devient 

2(BE—  CD)x  —  2{BD  —  Al-Au-\rEi—CF—Di-\-AF  =  0, 

~2(i:>\  <:—  F.\  Aj^VC+!/VA)-\-Di-AF~Ei+CF=  0. 

Le  Cover  de  la  parabole  (1)  se  trouve  Jone  ä  l'interacctioü  de 
t  iiuelcouques  des  träfe  droites 


xVC-\-vVA  + 


DVC—EV A 

(Di-AF)  —  (E*—CF) 
•2{DVC—EVA) 


HB,  Coorilonuf-es  da  foyer  du  In  parabole.  Cfl  foyer  est  l'intw- 
section,  par  exemple,  des  dcni  prämiere«  droites  (I).  Ajontant  et 
retranelmnt  succcssivcment  Kurs  äqnationa  et  represeDtant  par  a  et  ß 
les  coordonnees  du  foyer,  un  trouve  que 

BF—  DE    _  ])VA-\-EVC 
"       -J(AE  —  BD)~    S(A+0}VA.  ' 

BF—PF  DVA  +  EVC 

?  ~  2(CD—BE)  ~   Bp  +  C) VC 


i-2(AE  —  BD)       %A{A-\-Cy 
BF—  DE    _   CE+BD 
P  *"  2(6'D— BE)       SC(A-j-C) 

iar  les  valeurs  qui  determinciH  le  foyer. 

Ces  valeurs  peuvent  eueore  se  mettre  sous  la  forme 
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(HI) 

/ 

—FVA                     D                     E(D\'A-\    1 

1  " 

HDVC—KVA)       i{A+C)    '    2(.4+<7>{,Dl  i 

(  />- 

FVA                        E                   I>\1>\  A  +  E\  C) 

SIDVC—EVA)       2U  +  C)       2{A-\  MiM'C- A'Vj 

quc  nous  avous  dejä  obteuue,  au  uc  53,  par  une  aulre  nutbodo  mo 
directe. 

119.     Eqaation  dp  In  direclrice.     Cettc  droit e  est  la  polairc 
foyer  (",  ß)  et  a  pour  iMjuation 

(5)  */'.+?/>+ a(a.-H!p+iO  -  o. 

II  nous  suftira  donc  de  cakuler  les  derivevs  de  l'cquation  (1) 
la  parabole  par  rapport  aus  cotirdcmii^es  a  et  ß  da  foyer*. 

Or,  le  foyor  («,  ß)  etant  sitae  sur  Taxe,  un  a  la  relation 

(6)  V-l/'.+  VX'/^O. 
D'aulre  part,  jiuiscjuc 

/'n  =  2Mn+B(J  +  il)  =  2VA{aVA  +  ßVC)-\--l/>. 
f'p  -  2(A»-fC0  +  A")  -  2v't'(«V  A  +  ßl ■■C-J+SA', 
on  trouvo,  par  l'üliniinatiou  de  nvM-f/Jv'C',  l'idenÜU 

(7)  VC/'«—  V-<*/>  =  -1(D\  C-E\  A). 
Celle-ci,  etant  combiueo  avec  (6),  nooa  donuo  de  suite 

i     ,      %nvc—i:vA)vc     %cd-bb) 


(IV) 


ff 


A  +  C 

2(KVA  —  DVC\VA 


A+C 
2(A1C—BD) 


m 


A+C  A+C 

Nous  avons  ensnitc,  par  les  valeurs  (III), 
_f_.D»  +  A' 
2      2M-J-C)"1" 


Z>«  +  1;|J+.F  = 


D«  +  Eß  +  F  = 


2M  +  C) 

Si  houb  substituons  les  expressioaa  (IV)  et  (8)   Jans   IVquat 
(6),  nous  trouvous 

2(CD—  BE)x  +  2[AE  —  BD)y  —  D*  —  AF+&— VF 
Tequatiou  de  bi  directrice. 


■    foyer»  rl  ihs  ilirtctricei  dam  tct  »tction»  cnuiipiet, 

i  l'on  observe  qw 

CD— BE  =  (i)\  C—i;\a)VC, 
Ati  —  BD  =  (EVA-DVC)VA, 
[OAtSou  prticädente  pourra  cncore  so  mettre  sous  la  forme 
D*  —  AF4-E*—  CF 

120.     Appliquons  cette  metbode  ä  quelques  equations  immeriques. 

btufli  I.    Determiner   le   foyer   et  la   directriee  de 
l  parabole 

9^  +  2-4/^+1^+2^  +  40^+9  -  0. 
Daus  ri'i|tnUiou  de  Taxe 

l  A/'t+v (■/■'„  =  0 
t    i  -  3,    VC—  4, 
f    -    :v.i,  +  i-,-j-ii).    f't  -  S(12M-16H-23), 
;  deviendra 

8(9*+  1-J.V+- 1  Ü  +  -l(llV+  16.V+23)  =  0, 
,  en  effectuant  et  divisant  pai  26, 

3e+4»+5  — tt 
Dsau  l'equation  de  la  droitc  focalo 


,„  ,       BP— DE 
^_,VC+____  = 


0, 


VJ  =  3,    VC  =  4, 

i  tatest 


=  12,     J5  =  11,     E  =  2^,     /■  = 


3ie—4j+V  =0. 
Getto  derniero  equation,  etant  corabiuee  avec  celle  de  l'ai 

3j-  +  1j  +  5  =  0, 
a  doLuc  ponr  les  cuordonuücs  du  foyer 

•=- i  ?=-/,- 

Nnus  bd  concluoua  qne 

/'«  =  —*,    fß  —  6,    2(/.)«  +  £0+F)  =  17; 
s  sera  douc 
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4*—  3y~ V  =0. 

Eiemple  II.     Trouvor  1c   foyor  et  la  directrico  de  1a 
parabolo 

ixt-\-4ry-\-!f'—&x—2g  —  l  =  0. 

Nous  ferona  usage,  pour  determiuer  lo  foyer,  des  dem  eqnationa 


DVC—EVA " 

doiit  la  premiere  est  cello  de  l'axc,  et  l'autre  celle  d'uue 
droite  passant  par  !e  foyor. 

Puisquo 

VA  =  2,     VC=  1,     13  =  2,     D  =  —  3,     £  =  —  1,     K«-l, 

ces  deux  equations  deviennent 

2z  +  'J-i  =0, 

fa-H-4=*a 

et  domicnt,  pour  le  fuycr,  les  coordonuees 
D'apres  cela,  il  vient 

r«« —  t  rv-i 

L'cquation  de  Ja  directrice  Bora  douc 

Eiemple  III.     Calculcr   les   coordoiinees   da    foyer   et 
trouver  l'eiiuation  de  la  directrico  pour  la  parabolo 


Cette  parabolo  touche  les  deux  axes  de  coordonuees  ä  des  di- 
stances  de  l'origine  respectiv  erneut  egales  in  et  b.  Son  6quation  peut 
sc  raettro  souB  la  forme 

4***— 2H*ay+aV  —  2«6*r—  'ia^hj -\- aH*  =  0. 

Nous  avons  par  suito 


\  I       .    vo     —•>,    i>  -■=  — 
■  i[Ut  tonne 

fo —  oy-f-oA 


1+ :::;:;=" 


wir  IV'iuation  So  l'aifl. 

i    de  la  lignc  focale 


irt 

i,x-\-,l;i — oi  =  o, 

;+!->-»■ 

l.i.'s  eoordonnces  du  foyer  sunt  donc 


■  1.  ,-/,■■ 


-r  +  ^ 

2(/>«+/-/3+/')       o, 
i'v'iiiiitji.'ii  de  la  directriee  bb! 

M+ly-0, 

:ellc  passe  jiar  l'origrae  des  coordonneaB,  et  coape  Taxe  de  la  para- 

-a»)  ___«»/,(«.'—/.*) 

*"    '^+W  '  '"  ""!■■■ 

Exemple  iv.    Döterminer  t«   roye»  aJ  la  directriee  de 
i  fitrsbole 
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par  suite  les  coordoimees  du  foyer  soiit 

a  =  Y,    ß  —  — *f- 
On  en  dcduit 

f.-l,     ffi  =  -l,     2(Da+Eß+F)^-h 
ce  qui  fonrnit  l'eqnation 

*-*— J-0 
pour  celle  de  la  directrice. 

Exemple  V.    Troaver  le  foyer   et  la  directrice  de  lt 
parabole 

«*—  tes+v'+V  —  0 

L'axe  a  pour  6quation 

*-y-l  =  o, 

pendant  que  la  cordc  focolo  est  representee  par 

x+S  -  0. 
Les  coordonnßcs  du  foyer  sont  donc 

■  -(,   s--i, 

ce  nui  fouruit 

*+»-J-  l> 

pour  l'eqnation  de  la  directrice. 

Exemple  VI.     Calculer    les    coordonnecs    du    foyer    et 
trouver  l'eqnation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

y*— 2pz-  0, 

Les  equations  de  l'axe  et  de  notre  secondo  corde  focale  sont 

y  =  U    et    z=|; 
de  sorte  que 

—%  ,-o 

sont  les  coordonnecs  du  foyer. 

L'equation  de  la  directrice  est  donc 
2i-f  p  =  0. 


i .'  ifa  dir,  i-. 


Troisifcine  Partie. 

b  Cmilques  A   centre   iWtenüneM  par  leur  centre  et   les  extrCuiltei 
de  donx  rtpnii-f] innif -ti-os  eoiijutmcs, 

i-'l     Bapposons  qu'  unc  coniqne  a  centre  soit  rapporti 
utcs  qnelconqnes   Om  et  Oy,  issus  de  snu  Centn  0. 

Soiont  .-:'   et  </,  V  et  y  loa  coordonnees,  qni    determinent   li-s 

■xtremitoes   du   Jenx  deim-diametres   cunjuguüs   ijuekompies    <>!>'    et 
>". 

Si  la  coniqne  est  une  ellipse,  cca  &  ■  ■  irdenueai 

lOBl  reels;  si  In  coorbe  est  huu  hyperbole ,  le  premier  Systeme  Beul 

■  sin'iniil  steine  est  iuiiigiriiiiri',  de  aorte  que  nous  pour> 
roos  poscr,  tlans  co  cas, 

/'=ifgV— i,  y— hV— 1, 

sont  dem  qnantites  reelles. 

Oonique  est   evidemmont   determinre  par   le    centre  O  et  loa 
nites  W  et  I>"  de  detuc  domt-diaroetres  conjuguecs.    C'cst  ee 
t.  aisf  il'ilubtir  direetemeüt. 

L82,     t<|iiiitiini    de   lu   cuulqne.      Notre   coniqne   (ellipse    OH 
hyperbole)  est  represonttie  par  l'nquation 

(:-■','/  —  ,vV.|--|-('.r  ":/—>/  "«)'  =  {./,/'— ,//■)-, 

En  Bffet,   l"  l'eqnaüon  (I),    etant  du  gecond  degre"    pal 
(  variables  j-  et  y,  represente  une  coniqne. 

Cette  coniqne  a  uu  centre  et  se   trouvo    rapportäe   &    K 

;entre,  comrae  »rigine  des  eoordoiiiiees,   pnisqno,  n'etant  pas  liomo- 
;eni',  Peqnation  (1)  maiujuo  de  terines  du  premier  degrä  en   ■  el  y. 

3".    Les  poista  ii ■'.  la  conrbe: 

si  Ton  rem  place,  Jana  1'äquntion  (Di  «et  y  d'abord  par  -'  et  j/' 
i  par  x"  et  .'/",  oette  eqnttlon  est  ohaque  foia  identiquement  satis- 


Les  droites 

x',,  —  ,/'x  —  0,      B*» — »"*  =  0 

,nt   [■"■  ilin  iii-H-  iL'  deux  diamctroB  conjngneea  de  la  coniqne. 

b  denx    carrca  in  premier  membro  do 


. 


peut  s 
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PO  (r  +  j'V-2i/,'+  *V) 

et  faü  niusi  voir  qoe  les  coefficienta  (uagulairw 

»  __  &L 
'"  ""/'      '     =? 

de  nos  deux  droites  (1)  satisfont  ä  la  relation 

A+B(m'+w")+(  -'  =  0, 

(|ni  enste  eatre  d-.ux  diamolrea  conjugn£a  quelconqoe« 

,</  —  '"'■'■■     ii  —  »•"« 
de  la  coniqnc  a  eantre 

puisqn'on  a  ideatiqncraent 

j"+./"-<*y+zV)  (?+*")'+<>"+«"')  ro'  =  "■ 

123.  EqiiAtlon  des  dem   Innrentes  ineitepü  par  les  BXl 
de  chacuu  des  deux  diauietres  coiij  u^ufs.     Hans  1  ,-\  ci 
l'equation 

(II)  &v~*'*)*  =<fiY-v'«?y 

est  ccüo  dos  deux  tangontcs  mcnfics  par  los   o 

du  diainetru 

/■;,-!/■,■  ~0. 

En  eilet,  la  premlire  des  deux  droites 

/,'/  —  //■<•  -    t  (■>''.'/'—  ?/V) 

passe  eridemmant  par  le  point  U",  y") •  de  plua  die  ronconlro 
coniquo  (I)  ä  ses  poiuts  d'iiiterseetioii  avec  los  deux  droites  co 
fonducs 

(x"y-;/"x'r  =  <>. 

c'esl-a-ilire  cn  un  point  uuique  (3;",  y"). 

On  ferait  voir,  de  la  memo  moniere,  qno  la  deuxiemo 

■'»—»'«  -  —  (■"■'.'/"— JfV) 

fa    droites   (II)   est  la   tangente  inende  par   la   socondi 
( — r",  —y")  de  nutre  dianittre. 

124.  Equation  aus  axes  de  nutre  coulqae.     I/Oquaticin 


vsß 

.■'■■:--,/>  -j-  \/\j  -,,".,■)  U.r"-\- >,>,")  =  o 

les  doux  axes  de  la  eoiiique  (I). 

Eu  effet,  puiaqoe  le  eeatre  de  ta  courbe  du  sccond  dcgre  (D  «.-sr 
i  l'origine  dos  coordunnecs,  IViiuatimi  aux  axes  B'obtient,  da 

■  L'iil.iiii-s.  eu  egalaut  Je  rapport  des  dtrivfea  ;'i 
eliii  des  variaMea  correapondentea  (nn  7). 

Or  les  denii-deriwes  de  Initiation  (I)  sunt 

—  Wv  —  u't)<j'~-  (r"!/—>/'.r),/\ 

<.-r'!l  — '/>■)-':'+{*">.'        ;/"0-'": 

:•  mite  iV'iu.iiiiHi  ;nr\  axes  bcth 

-  fc'ff  —  !/'*).'/'  —  (■'■"u  —  ff  "*).'/"  _  * 

[Ui  n'est  autre  que  requntion  (III). 

126.     Graadenr  des  uxes.     Les    earres    des    dem    demi- 
in<8  de  la  coniquo  (I)  Boot  donnfs  par  l'üquatiou 


Vi 


^-0-'M-?/H-^"-+;/'J)^-l-(A"- 


Representoiis  par  Äfol  w  les  dein  taraee  napectift  d 
ii-lj.ju  [8);  neiis  anrons 

i    u  -  r.v'ä-i-i/'v—  (jry+*y)?/. 


i   l'&lQfttion  (3)  donnera 


W 


M        N 


■ 


Mais  il  est  faeile  de  voir  qu'eu  vertu  de  feqa&tion  (2)  t 

m,  +  -vy  =  (*',/'- .//')*; 
fftüleura,  -i  R  designe  de  le  demi-ftxe,  qni  abontil  au  Bommel  (-<■..'/ 

81 

(jl-fyl  =  ff. 

ramenent  Jone  k 


w 


equatic-116 


H*Jtf—  («V—  yV)^K  =  0, 

qui,  en  vertu  de  (4),  rcviennent  ä- 

Elimiuant  te  rapport  -  cntre  cos  dem  equations,  on  en  dAdaS 
l'equation  en  R 

«W-f  *V)*  = 

[(1C'*  +  a."*)ß«-(^y'-j,'x")'][(j,'»+j,"*)Ä'-k'./'-///')^. 

Si  Ton  effectue  los  calcnls,    quo  Ten  ordounu  par  rapport  !i  K1, 
puis  que   l'oa   divise  par  Wy"—  ///')-,   on  verra  que  cette 
n'est  autre  qne  L'equation  (IV). 

120.    TMoreraes  d'Apullonius.    Soient  '-1,  et  i--  Ic«  denx  racin.es 
de  l'equation  (IV).    Nuus  aurons 


(5) 

«'  +  '•'-''=  +  .«"+'"'  +  »' 

(6) 

:  !.' '.'/"—  /.'  "); 

Si  nous  designons  par  «'*  et  ti*  los  carres  des  demi-  ■ 
conjuguös,  qui  auoutissent  aux  points  rospcetifs  {/,  ./)  et  (z", 
nous  aurons 

„'S  =  x--\-y'*,       V*  =  *"*-|-j,"* 

On  sait  d'füUeurs  que  /ij'—y'x'  eet  la  surface  du   \ 
grammo,  au  signe  pres,   dont  les  deux  cötca  sunt  ,<'  et  6'.     Ri 
represeiitons   par  fl  rangle  compris  cntre  ccs  deu.x  demi-diametrea 
conjuguos,  il  ueus  viendra 

(Iy-yV")i  =  «rs*'Jsin*9. 

n   e'ensnit  qne  nos  deux  egalites  (5)  et  (6)  reviennent  ans  sui- 

a»+8«=  (!'■+&'■, 
<A*=  0'*i'*  sin*«. 

Ces  deux  relations  prouvcni  que,  dans  l'cllipse, 

1°  la  somme  des  carris  des  axes  est  egaleälasomrae 
des  carres  de  deux  diametres  conjugucs  quolconquos: 


2"  lo  rectangle  eonstruit   sur  les  axes  est  equivaleut 
,  Parallelogramme  constrnit  sur  Lee  meines  diainetroB 
conjugnes. 

si  U  conique  i  centre  ert  anc  hyperbole,  !  et  /.'  sont  imagi- 
n.iin-s  et  pouY«nt  6tre  repräaentes  par  ftjV — 1  et  6,'V— 1,  de  sorte 
qno  mms  aurons  //*  ——Vi  //*  —  —  /,/-. 

Les  deux  rt'latioua  j>rt;i:Oili.-iJl'-.    ili^icimunt  ainsi 


,,-/,  .- 


siu*0. 


On  dit  alors  quo,  daus  l'hyporbole, 

1"  la  difference  des  carrfia  den  axes  est  egale  &  la 

.iffürcneo     des     eumjs     de     dftvi    dinmetres    conjugues 
rjelcoDqaes; 

2°  le  rectangle  eonstruit  sur  les  axus  est  äquivalent 
an  Parallelogramme  eonstruit  sur  les  memo  9  diametros 
Donjngues, 

127.  Etjuation  d'une  coiiifju«  h  centre,  cn  funetion  AM  HMh 
Juniircs  [V,  */)  et  (:/',  •/')  des  d*ux  sommets  iloii  oppusr1-.  Alt- 
rittii.' na  qne  loa  coordonnees  j-',  i/  et  x",  >,"  loleiit  Celles  de  deux 
■ommete  oon  opposea  de  notw  coDlqne  II  centre.    Les  equationa 

■fy—  j/'ir  =  0,     x'y  —  j/'sif  —  0 
■nnit  ■  ■  ■  1 J ■  i  lies  deux  axes  de  la  courbe. 

Cos  axes,  etant  perpomJictilaiWfl  Biitro  eu\,  Icurs  uoeflicieuts  au- 
ulnires 


latisfont  a  la  conditiun 

»'-"+1-0, 
!>ii  ttriate  poM  des  coordonneee  reclangulaires. 

Ces  eoordonnees  sont  ainsi  lieee  enlre  elles  par  la  rclation 

x'i"+!/-!)"  =-  0. 

(I)  dr  la  conique  punvaut  sc  mettre  sous 


2()G  Hoppe:   Ahaicktlbare  MitltlpunllißStttn. 

Dieses  verschwindet  für 


Ist  —  =  0,  so  ist  A  abwickelbar,  und  statt  dessen  »-  =  0.     Im  er- 

9t  » 

sten  Falle  sind  die  Linien  v  —  coust,  im  zweiten  die  Linien  u  —  contt. 

Kürzeste  auf  A.    Die  Resultate  lauten: 

Eine  Fläche  hat  immer  und  nur  dann  oinc  abwickel- 
bare Mittelpunktsflachc,  wenn  eine  der  2  Scharen  von 
Krümmungslinicn  zugleich  Schar  von  Kürzesten  ist 

Die  zweite  (bzhw.  erste)  Mittelpunkte  fläche  einer 
nicht  abwickelbaren  Fläche  ist  immer  und  nur  dann  ab- 
wickelbar, wenn  die  ersten  (üzhw.  zweiten)  Krümmungs- 
linien  der  Urflächc  Kürzeste  sind. 

Im  folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  rtass  A  nicht  abwickelbar 
sei,  und  dciiigcmiiss  (3)  zur  notwendigen  Bedingung  machen. 


S.  2.    Lage  der  abwickelbaren   Mittelpunktsfläche. 

Infolge  der  Gl.  (!!)  hat  man  jetzt  nach  (2):  J£t=0  und  Fs  =  0- 
Daher  reducirt  sieb  die  Gleichung  *) ,  welche  die  Hauptkrllmmungs- 
riebtungen  von  B  bestimmt,  auf 

Diese  Hauptkrümmungsriehtuugen  sind  die  der  erzeugenden  Geraden 
und  der  Evolvente  der  Gratliiiic.  Ihnen  müssen  einzeln  entsprechen: 

8i-  =  Ü    nnd    e3 du+  f3Bc  =  Q 

Es  sind  demnach  die   2  Falle  zu  berücksichtigen,   wo  die  eine  und 
wo  die  andre  Gleichung  die-   Gerade  darstellt.    Voraus   bekannt  ist 

nur,  dass  die  Gleichung  du  «—  0  eine  Kürzeste  ausdrückt,  die  im  all- 
gemeinen mit  keiner  KrUmmuiigsliuie  zusammenfällt 

In  Parametern  der  Krümm ungsl in ieu  «,,  c,  dargestellt  haben  die 
Gleichungen  einer  beliebigen  Abwickelbaren  die  Form: 

»,-/«.  9-i  +  C».  — >-,)»• 

•)  Fllchenth.  g.  9.  Gl.  (38).     Arch.  US.  p.  E36. 
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/?,,   y,   dir;   RlohtnngICOKiniia   der   ilnn.li    den    Punkt   (a-»yss*) 

Jenden  Tangente  der  Gratlinie,   u,  —<.-,  nie  Strecke  derselben  vom 

fpriihruDgäiPuiiki  1ms  ni  jenem   Punkte,  c,   den  Bogen  dei  Gratlinia 

i  ■■um   I ;<■  führit ii-s] hiitiki  ausdruckt    Wir  untersuchen    nun   die  8 

/.'■i<liii.-ti'ti  falle  einzrln. 


Er  itoi  Fall. 

Ist  8*  ■=  0  die  Gleichung  der  Geraden,  ao  ist  sie  identisch  mit 
i  '-,  Function  ron  »  allein.    Da  ferner  Sw  =  0  die  (iici- 
:  einer  Kürzesten,  ao  ist*),  wenn  y(«)  sogleich  an  die  Stolle  lex 
«tauten  gesetzt  wird: 


v(«)  ■ 


-/e, Sahir, 


(5) 


den  Ki'ltmiimiigswinkel**)  der  Grat.Ünie  bezeichnet,  welcher 
:  vjllkflrlich  constanten  Addenden  zu  denl.ni  ist,  so  dasa  letzterer 
1  Tangential  rieh  tnngen  m   vertreten  vermag,  hior  jedoch  aichl  in 

■■■liiiiin.'.'  kommt.     Difl  vollständige.  Differentiation  ergießt: 


dtp(u)  =  S«,  sin  *,+(», 


(6) 


iffcrentiirt  mau  jetzt  eine  der  GL  (4)  und  führt  5»,  auf  £«  Koruck, 

■   Ivtn i: 

,  Function  von  n,  also  von  u  unabhängig  ist,  so  hat  mau: 
%*  _  »i  -  "i  Ü5  ß«> 


siiir,  —  u,  eoär,)  J 


(8) 


Nun  lai  aber  bekannt***),  dass  die  Normale  der  Drflaehe  dieMittei- 
punktefUehfl  und  anl  ihr  die  Cnrvi  berührt,  welche  der  KugehorigM 
Krümmungslinio  (hier  u  =  const.)    entspricht     Daher    müssen    difl 

Kielitungsi'osinus  der  Normale  p,  </,  r  in  dem  Verliiiltmv- 


dx3  m  dy$  _  8ij 


(9) 
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Hoppe:  Abwickelbare  MittelpunhttfiSdMu 

8«i   . 
|>  =  g~ßlIlT1 — CfjCOSV,     ete- 

Demzufolge  sind  p,  <j,  r  reine  Functionen  von  v,  und  man  bat: 


(10) 


dp 
du 


1&'  A 

= 57  =  0;    etc. 


Da  nicht  x,  y,  z  sämmtlich  Functionen  1  Variabein  sein  können,  so 
folgt: 

Die  Fläche  A  ist  abwickelbar,  d.  h.  die  Annahme  unzulässig. 


§.  4.    Zweiter  Fall. 

Ist  8t?  =  0  die  Gleichung  der  Evolvente  der  Gratlinie,  so  ist  sie 
identisch  mit  dut  =  0,  also  Uj  reine  Function  von  r.  Die  Gl.  (5)  (6) 
(7)  gelten  wie  vorher.  In  (7)  haben  wir  jetzt  umgekehrt  drt ,  mit- 
telst Gl.  (6)  auf  du  und  di^  zurückzuführen.    Dies  giebt: 


dx%  =  cfj  dut  -f- 


folglich  ist 


8  g>(u)  —  ?Mj  sin  tt  dot1 

COS  Tj  8tj 


x*       (  da*  M       \  du* 


8*2 

8 


woraus  mit  Anwendung  der  Proportion  (9): 

8«i  . 
p  =  ofj  cos  rx —  g—  sin  Tj 

mithin  p  reine  Function  von  v2  oder  tx  und  nach  (6) 


dp      dp  8tj       8p 

du      8tj  8?*        8tj  («j  — i^JcosTj 


dp       dp   8tj 

dv       8^  8t> 


8/>    tg  tj     8?«, 
8rx  «tj  —  rj  8w 


Ist  S  eine  beliebige  Curvo  auf  B,  so  ergiebt  sich  aus  (G): 

'8  q)(u) — dut  sin  tA  2 


folglich,  da 
sein  muss: 


=  w+ (! 


COSTj 

8/S2  =  eftdui-\-2fidudo'\'gidv2 


1 


dl) 


(12) 


(13) 


(14) 


Hoppe:  Abwickelbare  Mittelpunktsflächen. 

—  j  ?_' W  1  2     f  —  _  y'ftOBin^  8t*,  /    1     8uA 

*        l'cosrj   5    h~  cos*^      8*;     *«  -  \C08T!   dv ) 

daher  ist  nach  den  Gl.  (1) 

8ü  r  •/*  COSTj    &U 

K-Ä  =  -'''(''),s*' 
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2 


2 


woraus: 


1 


1  + 


Ve 


Qa 


(15) 


e*=y>(^8r1-tgr'a',tt) 


=  /  (8%  cos  r,  —  (wj — v1)siu  rt  8  Tj) 
=  wx  cos  rx  -f-  /t>x  sin  r,  8  Tj 


(16) 


Nun  muss  sein 


also  nach  (15)  (6) 

!  =  {  __£*_       *'W      \  2  8p»+8g'+8r» 

Hier  ist,  wie  Gl.  (12)  differentiirt  giebt: 

&  *   i    • 

g-  =■  -PitgAjSinTi 

wo  i?!  zugleich  den  Richtungscosinus  der  Normale  von  J5  und  den  der 
Binormale  ihrer  Gratlinie,  A1  die  Krümmungsbreite  der  Gratlinie  be- 
zeichnet*): daher 

(STjCOSTj)2  •©     l-o     l 

Ferner  ist  nach  (16)  (5) 

=  COS  Xx  +  

«1— »,  «1  —  vl 


sin^/SytCOST! 
cos  Tl  +  v(ii)-/8r1BinT1 


•)  Curventh.  §.  2.  Arch.  LVL  p.  48. 
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und  die  GL  (17)  hat  nun  in  den   ü  D~nal  b 


>(«)-*(*,) 


=  I 


wo  um-  <J>(u)   ohne  geometrische  Wirkung,    F(rt)    mit  B] 
der  Flache  /•'  conatant   gesetzt  werden  können,   die  '•',  Bbi 

tiouen   hingegen    notwendig   variabel   sind.    Offenbar   Ute 

(ileii-liiiTL-i  uiilil  utiabliLiiiuiir  von«  und/',  erfüllen;    folglich  fuhrt  tejrl 
der  3,  Füll  *ii  keiner  Lösung. 


§,  ö.    Mittelpunkts  fläche  einer  Abwickelbaren» 

Nach  dein  Vorigen  bleibt  es  allein  noch  möglich,   dass  eins  a 
fjj&elbare  MiltelpunktsHäehe   einer  abwickelbaren  Ui-fläche 
Es  wird  sich  sogleich  ergehen,  dass  dies  allgemein  und  bediugungsl» 
der   Fall   ist.      Die  Untersuchung   der   cylindrischen    und    konisch 
Flächen,  welche  sehr  einfach  ist,  schliesseu  wir  hier  KB, 

(iili'ii    wir   von   der   beliebigen  Abwickelbaren  -1.   dargestellt    t 
der  obigeu  Form 

„  =fuSe-\- («  — ,-)(,;    ate. 

aus,  bo  findet  man  als  Wert  des  zweiten,  d.  li.  einzigen  Hauptkrüm 


Ps  =  {» 


o)eotl 


as 


unter   f.   wie   oben   die  ErKnimnngsbrcite  der   Gratliuie  t>  verstand» 
Daher  sind  die  Gleichungen  der  einzigen  Ifittelpuoktsfllche: 

gt  =/«Äi4-(«— »)<«4-i»0oti);    etc.  (2 

Sie   sind  linear  iu  u,   alau  die   Flüche  erzeugt  von   einer 

ti  =  coust,  deren  Uiehtuugscosinus  =  nsiiU+/<coä  A,  etc.     Diese  G 
rade  wird  einen  Cohieideiiiqninkt  haben,  wenn 

I  «-j-j.cotA    3{«-fpcoU)    d\f*8v— i-(«+pcotl)|    I 

p+«coU    8(0  +  «<»tl)    31/pfc  — <<|J+7Coti' 
L  r+rCOtl     %+eeoU)      i)i/rÖe-c(y  +  rcotl)|     | 

ist.    Der  zweite  renn  der   3.  Verticalreihc  Betzt  sicli  aua  den  2  ■. 

Kten  Vertical reiben   zusammen,    es   bleibt  darin  mir  kBc,    ßcv ,    yl 
Da  nun 

ß(tt -(-p  cotl)  =p5cotA 

so  ist  die  erste   Reihe   zusammengesetzt  aus   der  zweiten  und  red« 
■tun  dritten,  mithin  die  Determinante  bedingungslos  null,  und 
t  den  Satz; 


Hoppe:  M„-;d<!U,<  mulfwladUäto. 
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Die  KHttolpuiiktafl&cbe  einer  Abwickelbaren  i 

t  ab- 

»  ickelbar. 

Iu  Parametern  der  Krümmungslimen  >.,,  <■,   sind  die  Gleichungen 

der  KittelpnnktaS&che  S  die  in  (i)  aufgestellten,  also 

/ß8P  +  (,(_,)(t,+rCotA)=/(fia,-1  +  K-.1)Bl;    etc. 

(21) 

nud  7w.iv,  wie  schon  bemerkt, 

<*i  =  «sini-f-pcos*.     etc. 

(22) 

Dies  differeiitürt  giebt: 

s— '  Er,  =  (ocoal  —  /)sinl)3l 

Woraus : 

(23) 

s«, 

r,      =  Ktosi— ^siu  A;     ele. 

<  - 1 1 

• 

„    an. 

»     8«, 

Sa                  c/J                  3y 
-«.'     '■-3.'     '1_8t 

DiffereutÜrt  man  die  Gl.  (21),  so  kommt: 

«a«H-pi<8«—  Si.')cotA  +  (u— «)8coU|  - 

*S+h-*>fe«*- 

(«siui4-^cosA)p"1  +  (»,  — i',)(ocosA  — paini)öi 

unabhängig  von  a  und  p,   BOferD   ili<'  E  Axe  willkürlich  ist, 

daher 

pit  ■=  sin A öw, -f- ("i  —  t'iH'osAJU 

(25) 

&VJcotl+(w— ejacotiÄcoaiSii,— (%— «OräiiSl 

and  nach  Elimination  van  9a: 

oa-Ma— t)   -  v      ,=-^-12i 

(36) 

Gl    (25)  integrirt  gic-bt: 

H  =  (a,  — c.Jsini+y'c^süU 

(27) 

Dadurch  geht  Gl.  (26)  über  in 

M-(/aw|gafn^„ 

MS  ffoppt:  MmiA  tbart  M,r,;: 

Das  Integral  hiervon  ist: 

y  =/Si'1siuA  —  t<;  i  _/"£>,  cos  1 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  Drflftche  einet  gagebi 
irfckelbareil  MitklpuiddshVii-lie  m  linden.     Aus  den  Gl.  (38J  j 
Ofl  [281  ergiebt  rieb,  indem  wir  noch  die  willkürlichen  ( 
6,  t,  C  und  />  sichtbar  machen: 


X  = 

■   T,  +  Ji 

<J 

=  & 

,  +  ! 

"= 

:  a,  sin  (i 

',+«)  + 

coKi 

,+fli 

etc 

p  = 

fi,  C(>s(r,-J-ä)  — 

3r, 

■illfr 

,  +  «)i 

etc. 

8« 

u  =  („1-t.1)«.i(Il  +  (!)  +  /B.-,9iii(T1+a)+C 

»•  ~/&y,  sinfr,  +  *)  —  tg(t,-f  S)fBv,  C08(t,+  fl)+  C 

wo  ff  den  Torsions  bogen  der  Gratliuic-  bezeichnet*),    Die  Oooi 
tengleiebuugen  ergebeu  sich  am  einfachsten  ans  der  Relation 


nach  Einfiilirung  der  Worte  (81)  (19),  nämlich: 

*-/,-((», -i-,)«»(r1  +  a)  +  /3i-lcos(tJ  +d)+  "(.-:. 

Die  Drfläche  variirt  demnach  bei  fester  Mittclpunktsflache  noch  i 
6  ond  £>.    Es  liat  sich  ergeben: 

Jede  Abwickelbare  ist  Mittolpunktsfiächc  eines  doe- 
polt  unendlichen  Systems  abwickelbarer  Flachen. 

Sehr  leicht   erledig!    sieb    nun    binsidifüdi    Al>wir  ladbarer  die  ii 
meinem  vorigen  Ani'sii/.  **.i  iLai.-'Wiii'ii'nr  Fra^e;  Welche  Carvena 
auf  der  Grfiache  entspricht  den  Kürzesten  auf  ■. I ■-_=■  i-  Mitklj. 

imlich  Gl.  (33)  ohne  weiteres  der  Ausdruck  einer  Kürze« 
auf  B,   wenn   man  u  constont  setzt***),     Diese  .ariirt  mit  n  und  i 
Setzt  man  also  in  der  Gleichung  der  Kürzesten  u  —  fc  und  ii-(-j  f 
6,  und  verbindet  damit  die  Gl.  (27)  (28),  so  hat  man: 

»)  Curvenlh.  §.  2.  Arch.  LIV.  p.  4». 

»)  V.  p.  81. 

***)  Vcrgl.  Ol.  (5). 


Hoppe:  Abwickelbare  Alitttlpunktsflächtn. 

u  =  («j  —  vt)  sin  A  +/  8*'!  sin  A 
v  =/3rjSinA  —  tgA/Sr,cosA 

woraus  durch  Elimination  von  ?*,  und  r,: 

t*sin(A-f-g) — rsinfcosA  =  fcsinA 
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(35) 


(36) 


Dies  ist  die  gesuchte  Curvc  auf  A,  welche  der  Kürzesten  (35)  auf  B 
entspricht.    Für  £  =  0  geht  sie  über  in  die  Krümmuugslinie  u  =  k. 

Hinsichtlich  anderer  Fragen  ist  es  nötig  Hj,  vt  in  w,  /*  darzu- 
stellen.   Löst  man  die  61.  (25)  (2t>)  nach  ut  und  vt  auf,  so  findet 


u  —  v 


«1 


sin 


T-+/St'sinA 


dv 


(37) 


r,  =/5üsinA — afcos^ 


i  Bemerkenswert  ist  die  hieraus  hervorgehende  Beziehung  zwischen  den 
Gratliuicn  von  A  und  B,   bestimmt  durch- «  =  ??  und  t*j«=r„  das  ist 


CO 


u  =  v    und    u  =  v — «,  sin  A  cos  A 

Bezeichnen  also  x0  uud  x{)1  die  Coordinateu  der  beiden  Gratlinien,  so 
'-  giebt  die  Einführung  der  Werte  von  n  in  die  beiden  Flächengleichun- 
•    gen  (20)  (18): 

r0i  =  fa  dv  —  b  i  cos  A  («  sin  A  +jp  cos  A) 
=  Xq  —  SÄ  C0S  *  (a  S*n  *  "1"^  C0S  *) 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  der  rectificircndcn  Geraden  *) 
der  Curvc  *>,  dio  inverse  Abgeleitete*)  ist  daher  bekannt.  Man  hat 
also  den  Satz: 

Die  Gratlinie  der  Mittclpunktsflächo  ist  die  Einhül- 
lende der  rectificircndcn  Geraden  der  Gratlinie  der  ab- 
wickelbaren Urfläche. 

Unmittelbar  erhält  man  aus  Gl.  (20),  indem  man  n  =»  0  setzt, 
den  Satz: 

Die  Gratlinie  oiner  Abwickelbaren  entspricht  sich 
selbst  auf  der  Mittclpunktsflächo. 


*)  Nachtrage  4.  n.  Arch.  LX.  p.  394.  Gl.  (100)  (102). 
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Bemerkenswert  ist  ferner  die  Beziehung  zwischen  der  Gratlinie 
von  A  und  den  ihren  Evolventen  entsprechenden  Curvcn.     Setzt  man    ; 
nämlich  in  Gl.  (20)  n  constant,   so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
bekannten  Begleitenden  *).    Es  zeigt  sich : 

Das  System  der  Krtimmungslinien  einer  abwickel-  \ 
baren  bildet  sich  auf  der  Mittelpunktsflächo  ab  als  > 
eine  Schar  von  Geradon  und  eino  Schar  von  reeiproken  ■ 
Binormal-begleitenden  0.  Ordnung  der  Gratlinic  der  -\ 
Urfläche. 

Schliesslich  ist  bekannt,  dass  alle  parallelen  Flächon  eine  ge-  ^ 
meinsame  Mittelpunktsflächo  haben.  Folglich  muss  das  mit  2  Para- 
metern variirende  System  von  Flächen  A,  welches  einem  B  entspricht, 
in  Scharen  paralleler  Flächen  zerfallen.  Dies  zeigt  sich  in  der  Tat,  \ 
wenn  man  mit  Anwendung  von 

p  =  er,  cos  k  —  TT-  sin  & 
Gl.  (34)  folgendermassen  schreibt: 

x  —  s2  —  (T+7%;     k  =  r,  +  d 

Ist  dann  d  constant,  während  D  variirt,  so  variirt  (xyz)  längs  der  \ 
Normale  um  constante  Strecke,  und  A  bleibt  sich  parallel.  Jedem  i  . 
gehört  dann  eine  besondere  Schar  paralleler  Flächen  zu. 


•)  Nachträge  2.  b.  Arcb.  LX.  p.  .387.  Gl.  (51). 


.    i 


IX. 

Mis  cellen. 


«er 
Micl 

rade 


Sie  Keg-el  fluchen  nm  Drei  kaut. 

Eine  interessante  Anwendung  der  von  mir  in  Nr.  XVI.  des  59, 
indes  des  Archivs  hergeleiteten  Formell),  welche  sich  auf  die  Func- 
luen  Sinus  und  Cosinus  einer  dreikantigen  Ecke  /•-'  und  diejenigen 
*  durch  eine  neao  Gerade  oder  eine  neue  Ebene  mit  den  Kanten 
■  Ebenen  der  ursprünglichen  Ecke  bestimmten  Teileeken  Tu  T3, 
,  oder  %u  %s,  %*  beziehen,  nämlich: 

Cos/-.'  =  CosY'^ens^-j-Cos  Tt  .cus^-f-Cosifj.cosds, 
Cos  T,  =  CoBft.cos<i|  —  Cos  7i.eoB(?+f!osra.co9i  etc., 
Riii/'.'  — —  SinS,. cijs Ä,  — Sin Xj.eosij  —  Sin I3. 
SinI,  ——  SiiiA',eos<3l-j-Siii3:,.e..s;' ■■( ■■  Sin^.eos/J  c(e 

in  weichet)  T,(%)  die  durch  die  Gerade  (Ebene)  mit  der  /weiten 
u ml  dritten  Knute  (Ebene)  hedingte  Ecke,  rf,^)  den  Winkel  zwischen 
der  Geraden  (Ebene)  und  der  ersten  Kante  (Ebene),  e(y)  den  durch 
erat«  and  iweitc  Kante  (Eheue)  eingeschlossenen  Winkel  bc- 
chiiet,  —  bietet  der  Fall  dar,  dnss  die  Gerade  (Ebene)  mit  doli 
iten  (Ebenen)  der  Ecke  denselben  Winkel  ti{6)  bildet  Die  Ge- 
le iät  alsdann  die  Axe  desjenigen  Umdrehung»  kegeis ,  welcher  um 
die  Eck'1  tir-<  liiiiliiii  werden  kann;  im  anderen  Falle  ist  die  auf  iet 
Ebene  im  Scheitel  der  Ecke  errichtete  Normale  die  ixe  desjenigen 
Onadrehnngskegels,  welcher  sich  in  die  Ecke  einschreiben  läset. 
aaf  die  um-  ■  i  ..|ie  bezüglichen  Gleichungen  nehmen 

nach  (1)  nnd  (2)  folge 
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da   2Sin£=  sina.sinp.siny    und    - — =g  Q.    F  ist 

'         '  sina       bin  a 

Weil  jetzt  die  Verbindung  der  Gleichungen  (13)  and  (14)  das 

Resultat 

2 .  [sin  Ja] .  cotg  Ja  =  — .     J   %    oder 
L      *  J      ^*         C08(tf  — er) 

(15)  cotgia.cos(a-a)  -  Jjffifi 

gicbt,  so  gelangt  man  wegen  (12)  zn  der  einfachen  Beziehung: 

(16)  cotgd  =  cotg  Ja.  cos  (tf — a). 

Eine  der  vorstehenden  analoge  Betrachtung,  welche  sich  an  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  anknüpfen  würde,  führt  zu  einer  ähnlichen 
Relation  für  den  Winkel  <5,  welchen  eine  durch  den  Scheitel  der  Ecke 
gelegte  Ebene  mit  jeder  Seitenfläche  der  Ecke  bildet;  sie  lautet: 

(17)  cotgd  =  tgj«.sin(# — a),  wenn  *  =»  i(«+*+<0  ist. 

Man   findet  nämlich    hierbei   nach   und  nach  als  Corrclate  zu  den 
Gleichungen  (7),  (9),  (11),  (12),  (13),  (14)  und  (15)  die  folgenden: 

Sin  /•; 

COSO  =       m  "» 

SR  =  -l.Vjtf  .(p—cos  ja).(ß — cosj0j.(ft— cosjy), 
wo  n  =  J(cos}«+cos^-}-cosJy)  ist, 
2.[cosJcr] 


sin  d  = 


9t 


cotg5=s2^rjär 

Cos  E 
6*         sin«,  sin  («  —  a) 

,  _       sin*. Sin/v 
2.[cos}«]  =  -5(^r-    und 

Denkt  man  sich  zu  einer  Kante  der  ursprünglichen  Ecke,  etwa 
der  dem  Winkel  a  gegenüberliegenden,  den  ergänzenden  Gegenstrahl, 
oder  auch  zu  den  beiden  anderen  Kanten  ihre  Gogonstrahleu,  so 
hält  man  in  jedem  Falle  ein  Dreikant,  dessen  Linienwinkel 


,5-i 


«,    180"  —  h    und    180»— «, 

und  desson  Flaebonwiukel 

b,    180°—  ß    und    180°  — j-    Bind. 

Statt  die  dem  Linieuwiukcl  «  gegenüberliegende  Kante  zu  ver- 
um kann  man  auch  die  den  Flärheiiivinke]  a  einschli' 
tnon  -irli  erweitert  danken,  and  statt  die  den  Linieuwinkel  a  eiu- 
Itessenden  Kanten  zu  verlängern  kann  mau  auch  die  dem  Flächen» 
rinkel  tt  gegenüberliegende  Ebene  über  den  Scheitel  der  Eeko  hin- 
■  fortsetzen. 

In  jedem  dieser  Falle  entstellt,  ein  Nebeudreiknnt    des    ur- 
(prttngueoen,   in  welchem  die  Summe  der  LtnienwinkeL,  die  als  Um- 
!  desselben  bezeichnet  werden  möge, 

860°—  £6+c—  «)  =360»— 8.C<— «3 

betragt,  and  iu  welchem  die  Summe  der  Flltchenwinkel,  die  Inhalt 
u  heisseu  soll, 


360"— (ß+y~  «)  =360°      ».(«■ 


«0 


ausmacht,  so  dass  der  Umfang  eines  solchen  Nebendreikants  von 
(*— n)  und  der  Inhalt  von  (ff  — o)  abhängt.  Hiernach  kann  man 
deu  Formeln  (16)  und  (17).  da  ans  ihnen  hervorgebt,  das?  [.■■■  ■  ■■) 
allein  durch  S  und  n,  (o  —  o)  aber  nur  durch  ä  und  a  beding!  wird, 
folgende  Deutung  geben: 

1)  Wenn  man  sich  auf  einer  Umdreliuugskcgelfiiiclie  zwei  Seiten- 

Iliuien  fest  und  eine  dritte  auf  dem  einen  der  beiden  zwischen  den 
■  mli.'ii  Teilen  der  Ki ■.-■  1  !l^<  Im ■  beweglich  denkt,  so  haben 
alle  diejenigen  Dreikante,  welche  durch  die  festen  Geraden  und  den 
Geganstranl  der  beweglichen,  oder  dnrcli  die  Gegcustrahlen  der  festen 
und  die  bewegliche  Gerade  selbst  als  Kanten  bedingt  werden,  den- 
selben Inhalt. 

2]  Legt  man  an  eine  Umdrebungskegelflacoe  zwei  feste  sie  be- 
rührende Ebenen  und  eine  dritte  ebensolche  auf  dem  einen  der  bei- 
den zwischen  jenen  befindlichen  Teilen  der  Kegelfläche  bewegliehe, 
i  haben  alle  diejenigen  Dreikante,  welche  durch  die  festen  Ebenen 
i  die  Erweiterung  der  beweglichen,  oder  durch  die  Erweiterungen 
■  Testen  und  die  bewegliche  Ebeue  selbst  als  Seitenflächen  bedingt 
,  denselben  Umfang, 

C.  Hellwig,  Professor  in  Erfurt. 


Uniili'  de  l'errcur  que  Von  cominct, 

in  MiWituuiit,  dnus  uu  culcul,  kl  moycuue  aritlniitMiijüt» 

de  deux  noiubrea  il  lcur  mojeniie  gtanelritiui-. 

l     Soinit  h  ii  .v  iliii-,  nombros  inggaux;  ou  a  I'idontiU  frvldOo| 
Ou  cii  tire 

.,.,■■ 

Dt,  en  extrayant  In  meine  curoe, 

1  Mi  < 


*  +  ■■ 


Done   la    nioyeunu   gfiometriejue    de    dous   

eganx  est  plus  petita  que  loar  moyonno  arithmfetiqoo, 

'-'.     Appelona   <■   l'esces   de    la   mojeuno    at-ithm£tii|n< 
DOHlbres   n  et  -V  sur  letir  imiyomio  w.mn.'iiiijiii',  di;  surto  i|i"' 


ualt.plia.nl  i't  divisanl  Ic  second  merobre  par  —  .,-+1  iV»,  od  dB 
tisnt 

_    (A'+,,)*-iA',t (.V— «)' 


s  ;■■■    •--'».   V.\»>i'<> 


Ainsi   l'errcur  quo  1'on  coramet,   en  remplac,anl   i 

yeuue  gtoini' trique  de  dous   norabros   inegauj    pftr    im 

yenuc   arithmetiiiue,   est   moiudro    <|  n<-  le  es 

differeuue  entre.  .üb  deux  nombres,  divise  par  .'octui.li 

dn  plus  petit  il  i'  cea  nombres. 

Georges  Dostor. 


Prttprie'tes  Demente  Iren  des  nombre«. 

1.     Tont  nombre,  terminc  par  nn  7  ou  par  an  3,  est 
factear  d'nn  multiple  do  10,  augmonte  do  1. 

Car   tont  nombre,  terminc  par  nn  7,   est  ncccssaircment  do  la 
forme 

lQp-J-7; 

et  tont  nombre,  terminc  par  nn  3,  est  de  1a  forme 

10g +  3. 
Od  en  tire,  en  mnltipliant 

C10p+7)(105+3)  =  100m+30p+70«z+21 

=  10Q?i$+30p+70g+20+l, 
(10p+7)(10«+3)  -  lO(lOpq+3p+lq+2)+l, 


3.7  =  21  =  20  +  1 
13.7=  91  =  ÖD+1 
23.7  =  161  =160  +  1 
33.7  =  231  —  230 

.2.    Tont  nombre,  terminc  par  un  7  on  par  tin  3,  est 
ansei  facteur  d'nn  multiple  de  10,  diminue  de  1. 

Denx  nombres,  terminfis  chaenn  par  nn  7,  pouvant  ctro  repre- 
sentes  par 

10p+7    et    10«+7, 
od  a,  pour  lenr  produit, 

(10p+7)(10g+7)  =  100P<i  +  70|.+70g+49 

=  10pM+70p  +  705+50— 1, 
on 

(10p+7)(10H-7)  =  10(10p9+7p+73+50)-l. 

Ainsi  on  a 

7.7=  49=  50—1; 
17.7  =  119  =  120—1; 
27.7  =  189  —  190—1; 
37.7  —  259  =  260—1;  etc. 


ce 

qn'U  follait 

pronver. 

Ainsi  nons  avons 

7.3  = 

21  = 

20+1 

17.3  = 

51  - 

50+1 

27.3  = 

81  = 

80+1 

37.3  = 

111  = 

110+1 
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On  dcmoutrc  de  la  meine  maniere  que  tout  merabre,  tcrmine  par 
un  3,  est  facteur  d'un  multiple  de  10,  diminue  de  1. 

3.  Tout  norabre,  termine  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
facteur  d'un  multiple  de  10,  diminuö  de  1. 

Puisquc  9  =  10 — 1,  les  nombres,  termines  par  9  ou  par  1,  sont 

de  la  forme 

10p —  1    ou    10g +  1. 

Coramc  on  a 

(10p  —  1)  (10fl  + 1)  =  lOOpq + 10p  — 10g — 1 

le  principe  est  d6montr6. 

Ainsi  on  a 

9.1=    9  =  10  —  1;  1.9=    9=    10  —  1; 

19.1  =  19  =  20  — 1;  etc.        11.9  =  99  =  100  — 1 ;  etc. 

4.  Tout  nombre,  tcrminö  par  un  9  ou  par  un  1,  est    ] 
aussi  facteur  d'un  multiple  de  10,  augment6  de  1. 

Deux  nombre,  tcrminds  cbacun  par  un  9,  pouvant  etre  reprä- 
sentes par 

l()p  — 1    et    10tf  —  1, 
on  a 

(10p  — 1)(10</  — 1)  =  lOOpq  —  10p  —  lO^+l 

=  10(10pq— p  —  <z)  +  l. 

La  secondc  partie  est  evidente. 

5.  Theor&me  I.  Un  nombre  cntier  -West  divisible  par 
tout  diviseur  a  de  104  +  1,  lorsquc  la  difference  entro 
le  nombre  d  des  di  zahl  es  de  Ar,  et  A  fois  lo  chiffre  i*  de 
ses  unites,  est  divisible  par  a. 

Nous  avons 

N=*  lOtf+w, 

et,  cn  multipliant  par  A, 

(1)  NA  —  10 Ad + Au. 

Mais,  puisque  a  est  un  diviseur  de  104  +  1,  on  peut  6crire 

10-4+1  =  02, 

ou  q  est  un  nombre  entier.    On  en  tire 

10A  =  aq—1, 
ce  qui  change  (1)  en 


\ 
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NA  =  («q  —  l)d+Au, 

en 

NA  =  aqd—(d—Au). 

Puisqne  a  divisc  aqd,  a'il  divise  d — Au,  il  diviscra  aussi  NA. 
omme  a  est  prcmier  avec  A,  ü  diviscra  A'. 

6.  Corollaires.  Lc  nombro  7  est  un  diviseur  de  10.2+1; 
dooc  7    diviscra  N,  a'il  divisc  d  —  2u.     Ainsi 

Un  nombre  est  divisible  par  7,  lorsqne  la  difference 
cutro  le  nombre  de  ses  dizaines  et  le  double  chiffro  des 
nnites  est  divisible  par  7. 

Le  nombre  17  est  diviseur  de 

10.5+1  =  51  =  17.3; 
dooc  17   diviscra  A*  a'il  est  un  diviseur  de 
rf— 5u. 
Le  nombre  27  est  diviseur  de 

10.8+1  =  81  =  27.3; 
donc   27  diviscra  N,  s'il  divise 

;  d— 8u. 

Le  nombre  37  est  diviseur  de 

10.11+1  =  111  =  37.3; 
37   diviscra  donc  N,  a'il  divise 

d— 11«. 

7.  Theoreme  II.  Un  nombre  entier  N  est  divisible  par 
tont  diviseur  a  de  löA—1,  lorsque  la  nomine  entre  le 
nombre  d  des  dizaines  de  N,  et  A  fois  le  Chiffre  u  de  ses 
nnites,  est  divisible  par  a. 

Puisqne 

iV=10d  +  u 
on  a 

AM  =  MMd+4U. 
Mais  t'egalite 

1(U— l  =  aq 
donne 

MM  — og+l| 
de  sorte  qu'il  vient 

NA  =  (aq  +  Vjd  +  Au  =  aqd+(d-}~Au). 
Ainai,  n  a  divise  rf+^lu,  a  divisera  iV. 


8.    Corolluires.    Le  nombre  7  divise  50—1;  il  di\i? 
s'il  est.  an  diviscur  de  >t-{-'>u. 


Le  nombre  17 
>  d-f  12t», 


diTfaanl  I2H  —  1, 


i  «d  diviseur  de  ff,   »*9  ■ 


y,     Bcninri|ue.    I.e  caractere  de   divisihilite   par   7. 
n°  G,   a  ete   dounii   par  M.  Zbikowski  dans  les   Melan  ..  ■ 
matiques  et  astrouoiniques  de  St,  Peterabonrg,  tonn?  III,  12 
eembre    1860.    Voir  la  Nouvelle  Correspoudanca    n 
tique  de  M.  E,  Cataian,  tome  IV,  1878,  ptge  157. 

10.  Probleme,    Truuver  le  plus  petit  uombre  possible 
divise    par  s,    doiine   pour   reste  a  —  r\    divise  par  t 

d«BnG    pour    raste   b—v;    divise   par   c,    iltniui'   pour    restO 
e — r;  etc.;  et  enfin,  divise  par  t,  donno  pour  reste  l  — 

Designons  le  nombre  dierclie  par  A'.    Nous  ilovons  avoir 

JV=  «7i  +  "-r  =  «fo-f  l)-r, 

flu  Sh  5j'  •  ■  •  'Jn  desigueut  des  ijuotients  entiers. 

Nnus  voyons,  par  e«s  egalites,  que  le  nombre  N  angmentä  de  r 
est  divieible  ä  la  fois  par  a,  '-,  e, ...  /.    Donc  ce  uombre  ff  est 
an  plus  petit  commnn  de  a,  6,  o,  ...  /,  diminoe  de  r. 

11.  Commc  application,  cherehous  le  plus  petit  nombr 
possible.  i|ui,  divise  par  2,  doune  pour  reste  1;  itrii 
par  .1,  donno  pour  reste  2;  divise  par  4,  donno  p 

:;.  etc.;  et,  enfin,  divise  par  10,  donno  pour  reate  9 

Daus  tuutes  ces  dimions,  chaque  reste  i  al  ■ 
rospondant  diininue   de    i.     Lo  oombre  demandü  csl    d 
plus  petit   cnmmiüL  multiple  des  dix  premiers  nombres  entiers  1,  3 
...  10  dimiuue  de  1,  ou  egal  ;i 

6,7.8.9  —  1  —  2520  —  1  =  8619. 

fette  ipiestion  iminüriquc  avait  ete  proposeo  cn  France,  dans  la 
clasBC  de  Troisieme,  au  Coocours  göneral  des  Lycees  pour  1)^73. 

Georges  Dostor. 


Entwickelung  aller  Eigenschaften  der 

Logarithmen    und  Kreisfunctionen   ans  dem 

bestimmten   [ntegral. 


Herrn  Dr.  A.  F.  Entleutner. 


\:n'listi'li(;ti(li.'  Zeilen  huhen   den  Zweck,  ein  Verfahren  su  VGt&U- 
laulichuu.  durch   welches   alle   Eigenschaften    einer    unbekannten 

iuetion  F(*),  welches  durch  ein  bestimmtes  Integral  ffvBu  darge- 

tellt  ist,  aus,  dem  Üe-rille  dieses  lutegralea  seschüpft  werd' 

niction    F(x)  als  eine  solche  roraosgetetii  wird,  die  sitti 
durch  .iir  vorhandenen  und  bereits  bekannten  Functionen  nicht  aus- 
:.  sii  köunea  wir  von  il«r  indireeten  Definition  eines  In- 
tegrals,  welche   auf   eilte   gewisse  unter  den  vorhandene q  Functionen 
;il     deren   Ableitung  die  tu  tntagrirende  mittelbar  oder 
mittelbar  zu  erkennen  Bei,  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  müssen 

dircett  i nii i;  -.  inn-r.ij-.  /"..,■,".■■,  als  amer  Summe  von  nn- 

i'li  vielen  Gliedern,  zum  Ausijuiissp linkte  wühlen.  Demnach  ver- 
stehen wir  anter  den  Symbol //W8w  jenen  bestimmten  Wert,  welchen 
die  Summe 


unmi 
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in  welch«  }Sch  i  dem   Verschwinden  nahe«  und  (,-(-%- 
■=«  —  (1191,    unter  Voraussetzung   d< 

■   und   .'■,    bekanntlich   zur  Ui     ■ 

das  Integral  y  fa9u  als  eine  Summe  von  Producten    dl 

Function  /'«,  deren  Variabio  zuerst  den  Wert 

(im  ein  unendlich  kleines   Incrcmcnt  i  wachst,    in  -jmnitlktie. 

menie  der  Reihe  nach,  dure.li  welche  die  Variable  vou  a  bis 

steigt. 


In  dieser  Definition  sind  zunücltst  die  Grenzen  a  und  a-,   so* 
dii:   Incit rui.-uu-   f,.  !.;,  f;y,  ...  i„  reell   gedacht     Hieran 
jedoch  die  Frage,   ob  uud  unter  welchen  Bedingungen  die  durch  d 

Symbol //h B«  bezeichnete  Summe  auch  dann  mich  gegen  eines  ca 

liehen  Wert  convergirt,  wenu  mau  die  Grenzen  a  und  x  mit  den  * 

gemeinen  Werten  «-\-ßi  und  y-\-6i  vertausch!  und  die  Variable  tc 

tiiiigr  eines  beliebigen,  imi'iidlivh   Abwechslung  fuliii^iii  \  >  ; 

der  Grenze  tr-J-jJ*  in  die  Grenze  y-\-ti  übergehen  laset;    mit  andej 

Worten:  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  bei  Anwem 

oBrer  Grenzen  und  imaginärer  Incremente  irgend  eine  dem   liitegr 

f/udu  analog  gebildete  Summe,    zu  deren  Bezeichnung  vorläufig  <1 

■/+ ''/ 
Svnibul  £        (uBu    dienen     mag,     die     Bedeutung     des     Symbols 

-,  +  -f. 
/  /«S«  erreicht.     E-.  lä>st   sieh   iirm   beweisen'!,    du=S   die   Su 

ir+Jft 

v+,i, 
£         im  Allgemeinen  durch  die  Heilte 

(,"'•'  +  /'*)  +  (/'"-  +  *-<■'■. 

/^■.-i  r.  ,.  ..      \+  /£.        +£        \ 


+ 


ausgedrückt  werden  kann,  und  dass  jede  Summe  £ 


-1+/J 


erster©,  wenn  /"(«n-!  +  **)  'zwischen  deo 
/(«+(3„0  zwischen  den 

I)  B.   Oraocrt's  Atfhiv  der  Miithcn..  Teil  8.1.  AbbnndhniR  XIV. 


V-lMf* 

eilen  Grenzen  (j„-i  und  3,„  letzter 
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i  Grenzen  c„_i  und  rr«  euutinuirlich  ist,  gegen  einen  bestimmten 
t  convergirt    Es  steht  also  Esst,  dass  die  Summe  ^       ,  so  ge- 
Idet  werden  kann,  dass  wir  berechtigt  sind,   sie  durch  das  Symbol 
/iißw  zu  bezeichnen. 

S  3. 

Ist  dio  Function  fu  schlechthin  continuirlirb,  il.  b.  gibt  es  nb- 
t  keinen  [reellen  oder  imaginären]  Werl,  für  welchen  dicFunc- 
0 ■üiuuirlicli  wird,  so  fahrt  die  Betrachtung  des  Integrals 
hi  zwischen  imaginären  Werten  m  keinen  neuen  Ergebnissen, 
u  es  sind  iu  diesem  Falle,   nie   in  der  ühen  eiürten  Abhandlung 

v  +  ,IV 

gleichfalls  bewiese«  wird,  die  unter  dem  Svinhol  J        /«S«     denkba- 

reu    Summen    ihrem    Werte    nach    nicht    verschieden,   oder  sie   sind 
sämmllieh  gleich 


ichbedeutend  ist  mit  dir  Summe 


und  daher,  wenn  (J  =  0,  3  =  0,  «  =  0,7  =  «  gesetzt  wird,  übergeht 

iu  fl'udu,   so  dass   man  auf  diesem  Wege  kein  anderes  Resultat  cr- 

bUt,  als  OM  durch  die  Betrachtung  des  Integrals  ffudu  zwiseben  re- 
i'licii  Grenzen  bereits  gewonnen. 

AuUers  aber  verhüll  rieh  die  Sache,  wenn  die  Function  fu  zwar 
zwischen  den  Grenzen  a  und  ac  euutinuirlich  ist,  aber  für  einen  ge- 
iriBBeu  Werf   von   der   Form  p+gt  discontiuuirlieh    wird.    Während 

nämlich  iu  diesem  Falle  das  Integral  /fit 8u  unendlich- vieldeu- 
tig ist,  liefert  die  BetrachtUD)  B  den  reellen  Grenzen 
a  und  x,  bei  ausschlief m'Iüt  Anwendung  reeller  Iiiereincnte,  nur 
■mihi,  ainzigen  Beiner  Weile,  und  alle  Eigenschaften,  welche  aus 
der  Definition  desselben  unter  Voraussetzung  reeller  Grenzen  und 
reeller  IitereiiKuie  geschöpft  worden  sind,  gelten  nur  innerhalb  der 
Grenze«  n  und  x  und  nur  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen. 
Jetzt  also  ist  die  [li  i  ■■■  zwiwiicn  imaginii- 
ren  Grenzen  "Hl  zur  Ersehüjifuug  seines  Wesens  uo- 
erlllsslicb     Denn  i                                             liicchthin  cuntiiiuirlicji, 
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- 

bo  haben  die  unter  Am  Symbol  f       fu!ht   denkbaren   Summen  Ufr 

i+ft 
neawegs  gleichen  Wert,  sondern  unterscheiden  sich  von  einander,  wie 

a+ih  J+i» 

von  der  Summe/       fubu4-f       fudo  um  Vielfache  einer  bestimm- 

ten  Differenz  J,  so  dass,  wenn  die  Betrachtung  des  Integrals  ffmdw 
zwischen  den  reollen  Grenzen  a  und  x  einen  gewissen  Wert  desselben 
<£(?)  ergeben  hat,  dessen  allgemeiner  Wert  7(2),  den  wir  ans  der 
Betrachtung  desselben  Integrals  zwischen  den  Grenzen  «-J-0«  und 
y-\-ii  erhalten,  wenn  wir  zuletzt  ß  =  0,  3  •=•  0,  »  =  a  und  y  =■  * 
setzen,  durch  dio  Gleichung  tp(x)  =  Q(x)-\-m4,  wo  m  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  seinen  erschöpfenden  Ausdruck  erhalt. 


Dieses  hiemit  in  Beinen  Hauptmomenten  angedeutete  Verfahren, 

— ■     Yeran- 

scliaulichen.  Die  Function  -  ist  zwischen  den  Grenzen  1  und  x,  wenn 
*  eine  beliebige,  aber  positive  Zahl  bedeutet,  coutinuirlich-,  folglich 
wird  die  Summe : 


,     1 

in  welcher  t  unendlich  klein  nnd 

«,  +  1,+.,...  +i.  =  «-l 

ist,  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Wert  /  —    convergiren,    den 


wir  durch  das  Symbol  Log*  bezeichnen.  Diese  Function  Log  x  wird 
als  völlig  unbekannt  vorausgesetzt.  Die  elementare  Betrachtung 
der  Logarithmen  und  Kreisfunctionen,  sowie  deren  Vervollständigung 
durch  die  Analysis,  ist  also  für  uns  gar  nicht  vorhanden-,  wir  ab- 
strahiren  überhaupt  von  der  Keuntniss  irgend  welcher  Trans- 
cendenten  und  setzen  nur  die  algebraischen  Functionen  nnd 
ihre  Ableitungen  als  bekannt  voraus. 


Aus  dir  in  $  l.   util'gesk'Hti'i]   Definition   eines  Integral«  //»8a 
>  der  bestimm teti  (»rcnze,  gegen  welche  die  Reilic 

ich  s  den  Verschwinden  nähen  and  e,-f-f(...-J-fti=A — « 

,  convcrgirt,  ergeben  sich  sofort  folgende,  für  unsere  Eni  Wickelung 
(  besonders  wichtige  Sütze: 


l    ffi*3u  = 


-ffuBu. 


auch  darstellen  durch  die  Summe: 
*,^'(6-f,— tu— — i.,)-\-t/i>>-tä-i:l...~i«)+...+tn-llXt,-t,.-l-f,. 

Schreiben  wir  diese  Summe  in  umgekehrter  Ordnung  und  setzen  da- 
i>ri  Eoersl  für  die  Differenz  4  —  (,. ,  dann  für  6—  *■— i,  dann  für 
i,—  f,._j,  zuletzt,  für  s—t],  jedesmal  also  '<,  so  erhalten  wir: 

...+'i«»-'.-'«-i...-^4#-h-w,..-%-(l), 

Bezeichnen  wir  nun  —  f„  durch  *,',  —  fH_i  durch  tt',  ...  — f*  darch 

('„_i   und  —  f,  durch  (,/,  so  finden  wir: 

während  *j'+*«'+*s'-f"  ...  +  «•'■"  * — *  ist  Folglieh  können  wir 
die   eingeklammerte    Snmme    durch  f  fubu    bezeichnen   und  erhallen 


/>?„ 


-/,,8„. 


II.  fr„i>u- J  [„},<+ f[,r«,. 

wo  c  >«<;.  ist,   welche  Gleichung  sieh  sofort  ergilit.   wem 
berücksichtigt,  dass 

«+!,  +  »,+  .. .+>.-.■     und 
*+<„,.+  <„*+...+«„-.+..-*. 

und  dass  daher 

i»t,  von  welcher  Summe  der  erste  Teil  offenbar  durch  ffadu  zu  be 
zeichnen  ist.    Aus  der  Gleichung  II.  folgt  aber  auch 


ffadu  =  [fndn-ff»%n. 

Man  kann  also  bei  Bestimmung  eines  Integrals  zwischen  den  Grenzen 

■  und  a  auch  aber  die  letztere  hinausgehe >d  dann  wieder  zu  i 

zurückkehren,   wenn  nur  die  Function  fit  zwischen  den  Hu 
und  h  coutinuirlich  ist. 

III.    /M»—JV>flfV)fcfc 

vorausgesetzt,  dass  nicht  nur  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzt 
und  u  —  <jy,  sondern  auch   die   Function  <p,  zwischen  di 
:enzcu  v  =  a  und  v  =  ß  continuirlieh  ist.    Dcun 

»— *'/W+v/(i»i+i'i)+.-+i'iirt».+«,i-Kf+w4*8 

vahrend  ?>«-(-«',+ t's+  ■■■  +  s'»-i-f-*'i.  =  <P,i  's'i  wobei  di 
Biveu  Incremento  i'  der  Function  <p,    von  ?><.  bis  tjy  den  suecessive 
|  Incrementen  e  der  Veränderlichen  r  von  a  bis  ß  entsprechen,  also 
1  o+%+ifc+ ...+*-!+■„.- 0  ist. 

Vermöge  der  Contiuniliit  der  Function  71,  zwischen  di 
*  und  ß  finden  folgende  Gleichungen  statt: 

?(«  +  *,)— -*(«)  —  *j<pV)       s',. 
iaher  auch 


ii/u   Jnltijml.       2'M 

<pC«H-*.  +  *=>— <«  +  f.)  =  mp'(«-K)  =  tf„ 
ilior  au  dt 

»(«  +  *!  +  **)  —  T«+f,  +  ^v'"f',  —  *»+«Vf  ■*« 

iher  auch 

fl»(*+*i  +  **+£a)  —  Vs-Ki+4  +f.iT'"+',  +  ',  =  ?"+£',+''i+!';ii 

urli 
p(«-K+vh ■.+*»>-  v-+., f. +-+*—i+'"V'«^.i '.+-+*—  > 

fennacfl  vorwandell  rieh  die  du  Iuteprul  /  /«3«  Toretelleode  Bunins 
i  folgende: 

'i »VW + ft ?'•+*) / (f«+f,) + fj ?'«+fttf,/'(p«+i1+/1 4-  •■■ 


; 


ich  als  die  Definition  des  Integrals  fip\  f{pt)St   . 


IV.    D>ffit9»-m, 
•im  diu  Ableitung  Dt//it3u  bedeutet  das  Verhältuiss : 


I  ;j|sn  gleich 

f.lll 

it./y«)+v(«+»i)+-+f..  /-"-  -  yi 


Aj    Die  Betrachtung  des  Integrals   /         zwis 

Teuzen  1  und«  (zwischen  welchen  die  Function     continuii  lii 

eine  positive   Zahl   bedeutet}  unter   Voraus 

schliesslich  reeller  Incremoute. 


Wie    bereits   in  g§  2.  und  ö.   im  Allgemeinen   aiigcdctiUM   wurde, 

/9m 


B)    Die  Betrachtung  des  Integral: 


:   /    —  zwi 


zwischen  den  imaginären 


C8azen  a-\-ß!  uud  p-\-ql  nnter  Voraussetzung  teils  reoller  teils 
infacher  imaginärer  Incremente  von  der  Form  Bi,  wobei  die 
erämierlielic  w 

I.  durch  lauter  reelle  Incremoute  von  der  einen  Grenze  c-j-ßi 
imächst  bis  p-\-ß>,  sodaun  durch  lauter  imaginäre  Incremente  von 
+jJt  bis  zur  andern  Grenze  />-)-</''  furlschreitot,  oder 

II.  zuerst  durch  lauter  imaginäre  Ijurciricnto  aus  der  einen  Grenze 
-\-ß!  zunächst  in  a  +  gt,  sodann  ans  «+gt  durch  lanter  reelle 
oeremente  in  die  andere  Grenze  ?> -[-•/'  überseht,  oder 

III.  zuerst  durch  reelle  Increnietile  tt-j-ßi  bis  zu  ciincm  ■ 

ivert  «i+pV,  sodann  durch  Imaginäre  Incremente  von  t»j-f-tf/  bis  za 
iuein  andern  Zwiachcnwert  b,-|  ß,;  u.  s,  f.  abwechselnd  durch 
•etile  und  einfache  imngiiiiü'o  Imniiniitc  bis  p-^qi  anwächst 

C)    Die  Betrachtung  des  Integrals  /     -  zwischen  den  imaginären 
-\-ßt  und  p-\-qi  unter  Voraussetzung  complexer  iina- 
iniror  Incremente  von  der  Form  y-\-ti. 

/du 
—  zwischen  reellen 

Grenzen  unter  Voraussetzung  reeller  Increiuenic. 

8  1. 
Von  den  unendlich  vielen  Werten,   welche   das  Integral   /   — 
tu/olgc  der  beschränkten,  nur  zwischen  der  Einheit  und  einer  posi- 
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tiven  Grenze  x  stattfindenden  Continuität  der  Function  -  haben  muss, 

linden  wir  bei  ausschliesslicher  Anwendung  reeller  Incremente  nur 
einen  einzigen,  welchen  wir  durch  logx  bezeichnet  haben.  Es  ist 
also: 

,        _     1,       J     ,  1         ,     ,  1 

log*  -  iL  i+h1+i +13^+1  ^-^H^y^ 


Setzt  man 


■/ 


X 

du 


u 


*i  =  * 


h  —  *(*  +  * ) 

«,-f(l+«)« 

so  hat  man 

=  (i+'Ott-i; 

folglich 
also 

Folglich  findet  man 

log*  -  f  i+ *(l+0  q^-Hd-H)8  (i^l+^+gd+O^1-  (i^n-r 

lso,  wenn  sich  n  der  Grenze  oo  nähert, 

loga;  «  lim(nc). 
Da  nun  aus  der  Gleichung 

1 

für  t  der  Wert  xn  —  1  gefunden  wird,  so  folgt 

i 
loga  =  lim{n(a;H — 1)}, 

wenn  sich  »  der  Grenze  oo  nähert. 


§8. 
Aus  den  Gleichungen  I 


234  Entleutner;  Entwickelung  aller  Eigenschaften 

xu  1  xu  xy  x 

rdu     p9n  ,   rhu     rdtt      pd»     , 

J  Ü=J  -n  +J  ü  -/  17  -  /  ü  "  logqr-log«. 

z  z  1  1  1 

Setzen  wir  abor  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 

ß  9ß 

/tp'v  —  dv  =  /   -  3m 

statt  g>©  die  Function  sv,  also 

q>a  —  a;«,     g>0  =  xßy    g>'„  =  s, 

so  finden  wir  für  a  =  1  und  /5  =  y 


i 
das  ist 


/x  — 3t\ 
XV 


i 
also 


pBu      . 

/9m 
—  gefundenen  Werte  ergibt 
M 

X 

sich 

loga-y  —  loga;+logy, 

welcher  Satz  auch  die  folgenden  drei 

X 

log-  =  log  3  —  log  y, 

log(«m)  =  mlogaj    und 

I         1 

log(aj»*)  =  -log*, 

wo  m  zunächst  eine  ganzo  Zahl  bedeutet,  selbstverständlich  macht. 
Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  der  Satz  log(«m)  =  mlogx  für 
jeden  beliebigen  reellen  Wert  Yon  m  (und  für  jeden  posi- 
tiven Wert  von  x)  Gültigkeit  hat. 


i*  ■■  .  -.1 


ätt    L'i'jnnili.K'  ■ 


Es    sei    log*  =  =.      Verstehen    wir    unter    »•    denjenigen    Wert, 
reicher  der  Gleichung  löge  —  1  Genüge  leistet,  so  ist 

Iog(*«)  =  zloge  =  i, 

log*  =  logfe»), 

;oraua  sich  die  Gleichheit  x  —  t?  ergiebt,  in  der  die  vorige  Iujij-  =  ;■ 
iro  ümkcbrmig  hat.    Nun  ist  nach  §  7.  für  «  —  ■» 

tOgfl   ■--   Jim;«:,.'" —  1)]   =  .:; 


Iglieh  immer  noch  auter  der  Voraussetzung,  dass  sieh  »  der  Grenze 
nähert  i 

e>  -  limf^-r  I  ) "• 

tuen  wir  a  =  -.   so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  sieb  u  der 
snae  Null  nähert, 

md  man  erhält  endlich  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 

lobe  Reihe,   so  lange  tu  <  1.  also  ■  <;  -  ist,  mithin  für  jeden 
ollen  Wert  von  *,  couvergent  bleibt. 
Ist  also  i  =  1,  so  finden  wir 


Ifetraeblung  des  Integrals  /  —  zwischen  imaginären 

Grenzen  unter  Voraussetzung  einfacher  imaginärer 
Incremento. 


i  «wischen  don  imaginären  Grenzen  a-\-ßi  und  y-{-di  für  alle 
"i  §  6,  Begemmigen  Falls  möglichen  Uehergangsartcn  der 
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auszuwerten,   behandeln   wi 


wir   zu 


nächst  die  beiden  einfacheren  Fälle,  in  welchen  sich  jene  Grenzei 
entweder  nur  in  dem  reellen  oder  nur  in  dem  imaginären  Teil« 
unterscheiden. 

a+Ji 

— »  d.  h.  die  Summe 
.     1        ,  1  ,  1 , 

,        . 1 

wo  t1+et+...-j-«i,  ■=  d — ß  ist 

Aus  dieser  Definition  folgt: 

o+rfi  <r  <r 

also 

/rfw         P_vdv__         ,  P  ctdv 
u  aJ  a*+v*  +  \J  a*  +  v* 


Setzen  wir  in  Gleichung  III.  des  §  5. 


du 


I  q>\  —  dv=l   — 

J  <Pv  J       U 

P  9>ß 


ry"     I     «ja 

statt  <pa  die  Function  — | — »  also 

<pd  =      cs        und 
2v 


V  »  =  Ää 


so  erhalten  wir 


/ 


2t;   1_ 

a 


das  ist 


a4 
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/*   vdv 

2 


weil 

ist  (s.  §  8.) 


Setzen  wir  aber  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 

9>ß 


statt  Wv  die  Function  -•  also 


so  finden  wir 


ß  8  1 

W  — i'    9>*r  — -  und  <p'«  =  - 


/-  • »tft>    oder 

d  « 


folglich 


a 


a+jft  0 


a 


Gehen  wir  nun  zam  2ten  Fall  über  nnd  betrachten  das  Integral 
-^9  das  ist  die  Summe 

_1 ,  1  .  1 

1 


...  -(-  ( n 


«-j-f,4-- 


«  *»•» 


*+p 


/V  du        fi  da     __   r  «Ufa  .   /*  frfo 

. . ..  •  ""■/  e+ "•'  ~y  •'+ *  "  V  *■+* 

GleichuDg  III.  des  §  ; 


Setzen  wir  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 


■V  -  ~Ji— 
2t. 

so  folgt 

/    "fli"35-i — ä^"      Oder 

Setzen  wir  ferner  in  der  Gleichung  III.  des  §  ;'>. 

/»'•i+V"*-/i£" 

statt  <p,  die  Function  01   also 


I  folgt 


A 


J  ß'+-*~J  1- 


+v     ./ 1- 


Die  Dntersnchnug  der  Integrale  /   -    und   /  '  '  bat  uns  somit 

,  Integral  /  r-n-a  geführt.    Da  die  Coiitinuitüt  der  Function 

I  keine  unbedingte  ist,  obsebott  sie  zwischen  Null  und  jeder  be- 
i  reellen  Grenze  x  stattfindet,  so  ist  im  Allgemeinen  das  Inte- 


'/' 


du 


Niii4iiljj.li  vieldeutig;  aber  unter  Voraussetzung  reeller 


1  +  - 

renzen  und  reeller  lncremente  bat  es  nur  einen  einzigen  Wert,  den 
r  durch  das  Symbol  aretgx  bezeichnen,    Es  ist  also 


(a)      arctgi  =  ( 


l 


1 


!+■ 


1 


j»+" 


"l+(>,+<.+-..+'.-.)' 


Setzen  wir  in  der  Gleichung  TIT.  des  s  .r 
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1)  statt  gv  die  Function  — t»,  also 


(pa  = 

<pß  = 

9>»  — 
so  erhalten  wir  für  a  =  0  und  ß  = 


—  o 

-ß 

•  x  (vergl.  die  folgende  Anmerkung) 


— X 


/»  1  ,  /»  rft>  /»du 

i)  ,/  -i  r+7*'/" odcr  -/  HR  =J  1+""*' 

0  0  0 


folglich 


arctg  (—  ar)  =  —  arctg? ; 


2>  /-K-: 


+i 


<lv  oder 


0 


folglich 


o 


l 

r 


also 


»  o 

arctg  j:  ^  arctg  (oo )  —  arctg  ( -  1  • 
Demnach  ist  arctg  ar-f-  arctg     eine  constante  Grösse   arctg  (x). 


TC 


die  wir  durch  %J  bezeichnen  wollen,  so  dass  auch 


arctg  (—#)  +  arctg  ( —  -j  =  —  l arctg x  +  arctg- j  =  — , 
gefunden  wird. 

Setzen  wir  x  =  1,  so  ergiebt  sich 


2 


2  arctg  1  =■ 


also 


7T 


n 


arctg  1  =-  7" 


Um  diesen  Wert  annäherungsweise  zu  berechnen,  setzen  wir  in  die 
Gleichung  (a)  für  x  die  Zahl  1,  teilen  die  Einheit  in  n  gleiche  Teile, 
z.  B.  in  zehn,  und  machen  eu  *s,  ...,  e„  =  ^,  so  ist 


4  -arc«1- iö U+i+(Aj^i+7A?+i+(A)2"t',,-"h 


i-KÄ)*l ' 
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erkang.    Hau  könnte  einwenden,  dass,  wenn  man  in  die 


/ 


'"'•rh?3"=fxT2 


statt  o>  die  Function  -,  also  <p„ setzt,  «  nicht  gleich  0  gemacht 

werden  dürfe,  weil  für  diesen  Wert  die  Function  -   aufhöre,    eonti- 

murlich  zn  sein,  und  daher  die  Gleicbnng  III.  nicht  mehr  stattfinde, 
and  es  liesse  sich  nach  dem  von  uns  angewendeten  Verfahren  auch 
das  Absurdum 

arctg(—  a-)+arctg  (—  -J  =  +  ^ 

beweison.      Denn  nun  setze  für  ft  die  Function  — -i  also 


1  wir  für  et  =  0  und  ß  =  x  erhalten: 

/*'    <h>  P   du  /*  du  P  du 

ürctgsc  =-  —  arctg  co  +  arctg  ( —  -)■ 

+  ~  —  arct«(— x)  +  arctg^—  -j- 

Allein   die   Function   -  ist  zwischen  den  Grenzen  +a  und  -\-x  und 

t  und  — *,  wobei  c  unendlich  klein  ist,  entschieden  continuirlit-h ; 

die  Gleichung  III.  gilt  also  noch,  wenn  wir  auch  (dies  ist  der  oigent- 
TMlLXin.  IS 


also 
demnach 
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licho  Sinn  der  Umwandlung  von  +  a  in  0)  fttr  «  den  Wert  +*  setzen, 
und  das  Fehlerhafte  des  voranstellenden  Beweises  liegt  darin,  dass 
die  Umwandlung  — <*  in  0  gleichbedeutend  mit  der  in  +*  genommen 

wurde,  während  sie  den  Uebergang  in  —  e  vorstellt,  also  fbr  - 


nur  —  oo,  nicht  +  <x  gesetzt  werden  konnte. 


r(-0) 


§  12. 


a+Ä 


* 


a+ßi  a+ßi 

gefundenen  Werte,  und  berücksichtigen  wir,  dass  nach  §  11. 


p  du 

<*               * 

0          0 

Ct 

und 

7 

a                            y 

P 

p  du 

J  i+"2~ 

a 

P                                                   P 

P     du       .      P     du                     y                a 

0 


ist,  so  gelangen  wir  zu  den  Ausdrücken: 

a+dt 

(b)  J   -=iloga-,+^--^arctg---arctg-J, 


a|-/S. 


ptu 

J     d 


Lassen  wir  nun  I.  die  Variable  aus  der  Grenze  ct-\-ßi  zuerst  durch  lauter 
reelle  Incrementc  in  jS-f-jfo,  darauf  durch  lauter  imaginären  Incre- 
mente  aus  y-\-ßl  in  y-\-öi  übergehen,  definiren  wir  also  das  Integral 

y+<Ji' 

/     -  durch  die  Summe 
J  0  u 

a\ßi 

v+ß*        _y+* 

/*  du  P  du 

J     w     *J     u9 

so  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (b)  a  mit  y  vertauschen 
und  wir  finden 
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^ilog^v-'^tg^-arctg^  +  ilog^p 


y*-|-d"s        /  o  d  8  y\ 

1  J'°8  «ü^+'\art,,g  ß  +  arCtfc'  ~y  ~  aU'tH  y  ~~  a'Tlg  ß) ' 

wir  aber  die  Variable  aus  dar  Grenze   o-j-d«    zuerst  durch 
lutor  imaginäre  [noremente  in   «-M/,     darauf  durcli  lauter  reelle 
IM  o-f-eV  ia    y  — 1~ Öf*  übergehen,   (lefiniren  wir  also  das 


* 


durch  die  Summe 


/>/> 


)  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (e)  fl  mit  3  vertauschen 

1  wir  erhalten 


--  ftlos  ^_j_  ^  +i  («ctg  3  +  arctg  -  -  iretg  -  -  arctg  Ä  ]■ 


/? 


Bezeichnen  wir  dos  auf  die  eiste  Art  deflnirte  Integral 

/i(n+d/,  y+d'')-   daa  auf  die   zweite  Art   dufmirto  durch   f^a-\-ßi, 

y  +  d/),  sm  ist 

|  a  ß  y  S  ß  f 

i\  —  ft = '  i^'s  $ + wtg  „  +  arc*g  &  +  •uv,= ,.  —  :u'd B .;  -  ard«  ~ß 

a  i\ 

—  arctg  ^—  arctg  -J . 

welche  Differenz,  vermöge  der  Gleichung 

1        « 

aretg£-j- arctg-  =  ^» 

i  in  2n>  umwandelt,  wenn  «  und  d  positiv,  y   i 
mgekchrty,  und  vermöge  der  i 
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arctg(— x)+arctg(^-j 1. 

in  —  2»t,  wenn  «  und  S  positiv,  ß  und  7  negativ  (oder  nmppkehrt). 
in  allen  Übrigen  Fallen  aber  =  0  iHt 


§  13. 

Lassen  wir  nun  HI.  die  Variable*  aus  der  Grenae  *-)-■&'  anem 
durch  lauter  imaginäre  Incremente  in  den  Zwischenwert  n-f-(!,i,  von 
diesem  durch  lauter  reelle  Incremente  in  einen  andern  Zwischenwert 
"i+A*  II-  s.  f.  abwechselnd  bald  durch  imaginäre,  bald  durch  reelle 
Incremente  bis  zu  einer  Grenze  p-\-qi  fortschrei  ton,  so  wird  nns  du 


* 


Integral   /   —  als  eine  Summe  von  Integralen  von  der  Form  ft  er- 


Fassen  wir  zunächst  zwei  aufeinanderfolgende  dieser   Integrale 

:,  so  ist 

"AKW  *V|I*^+l'  -r+l+^+21  artS+-ir+S' 

-/'        *+/  '«'  +  /'  *+/  * 


-f        *+((*+Mw,M  +  /'  * 

Nun  ist  aber 

I.  wenn  fir  und  ßr+i  positiv,  ar  fi  und  jSrfs  negativ  (od.  umgekehrt), 

ft  -  r,+2*{, 

II.  wenn  o,  und  "?,+-:  positiv,  pr  ■-■  und  «,tt  negativ  (od.  umgekehrt), 

in  allen  Ohrigen  Fallen  dagegen 

r,-A; 

folglich  ist  in  allen  diesen  Übrigen  Fallen 


-f  *+*(»+*♦***+*«»+/  £ 

W  Mi*.',,? 

V>.<.,,'  ",|il.,,M'  •,|i*l»,|s'  ".|-,'.|-' 

-f    *+/     ":+f     •':+/'     : 

'!"+  /'  '^-M«.+ßri,«rv+ß,m; 

I     ! 
i  den  baden  AnsnahmaftlleE  I.  und  II.  dagegen  ist 


:  hatten  nun  das  Integral 


/l  r< 
-  definirl 


dui'ili  die  Summe 


blen  wir  nun  in  den  eingeklammerten  Summe»  die  Beprasen  tauten 
,  firn,  fff-fi,  ft>+*  so,  wie  es  in  den  einen  oder  dem  tndern  da 

oideu  AnsiniliTiistjl!''  :t ih^f.-^i-l n*n  ist,  su  iTlifllt  mau 


+  f,  [tum  +  (W,  f>  + '/!)  ±  2»  i''  i 
,   aber  jetzt    die  beiden  AnsTiabmsfilllc   1.   und  II.  nicht  mehr  statt- 
iden,  so  zieht  sich  diese  ganze  Summe  zurück  auf 


f»{*+ßi,p+&±3mn 


elleu  wir  uns  i.  B.  das  Integral 


or  dureh  dio  Summe 


lA&H-ft-a.  +  M  +  M-o.-W 


+{/*(«(  —  ?*'» 


■■.  i  ft 


+  /»(«4  —  ^t'./'+vO 
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fc'jlfl«! 


1 1  SWh 


.-... 


wo  in  den  beiden  eingeklammerten  Summen  die  Repräsentanten  w 
r  nnd  p\+i ,  nämlich  i)  a  und  £,,  2)  «Y  und  ft,  beide  positiv,  di 
gegen  die  Repräsentanten  von  err+i  und  ft^s,  nämlich  1)  — a  Ol 
—  ft,  2}  — «,  und  — ßt  beide  negativ,  itlso  dem  Ausnabmsfallo 
entsprechend  gewählt  sind,  so  finden  wir 


"i 


A--.«,-A0+»* 


Da  nun  aber  jetzt  in  der  eingeklammerten  Summe  die  Repräsentant! 
von  e-   und  ß*yi,   nämlich   a  und  —  ■*,,   sowie   Repräsentanten  ifl 

or+t  und  jJr+a,  nämlich  os  und  -  (JA,  der  eine  positiv,  der  andre  ui 
gariv  sind,  also  weder  dem  Falle  I.,  noch  dem  Falle  II.  entspreche! 
so  erhalten  wir 


ß 


p+i< 


-/■t(«+p,'lff|-/j4o+^(«,-A.-,p+v-j  +  -i«.- 


Stellen  wir  uns  also  das  Integral 


iß 

■■{.• " 


als   eine   auf   unemllb 


mannigfaltige  Art  ausfahrbare  Summe  von  Integralen  vor,  die  sämmt 
lieh  dem  Integral  f.  analog,  d.  h.   sämmtlich  von  der  Beschaffen! 
sind,   daas  in  ihnen  die  Variable   von    einem  Zwischenwertu  a,-\~ß, 
in  einen  andern   Zwischenwort   ",ti-\-ß,\\-   zuerst  durch  imaginl 

i  durch  reelle  Incremente  übergeht,  so  lassen  sich  die  aufeinan 
iden  Zwischemverte  n,-f-j3,i,    «,  |i  +  ft  +  i',    </.  ^-'- .' 

len,    dasa  jede  vou  den  unendlich  vielen  Summen,    durch  welche 

i  Integral    /  —    definirt    werden  kann,    sich    von   einauder, 

dem   Integra]     t's(u  ~\~  ß-\  />  -\-qi) ,     nm   Vielfache    der    Dil 

!  ''■' 
nz  2ni  unterscheiden.    Bezeichnen   wir  das   Integral     /  '— *  n 

H+fh  " 
r  der  Voraussetzung,  dasa  die  Variable  auf  die  angegebene  > 
ald  durch   imaginäre,   bald   durch    reelle  Incremente  von  a~\-ßi  b 

p-f-g»  forUchreitet,  durch   I    /  —    j,  so  haben  wir  die  Gleichung 
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f  I  t> 

»  Jede  positive  und  Jede  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Anmerkung.    Stellen  wir  nus  Jas  Integral 


J 

Endes  wi 

I,  so  ilass 
■al  auch  bei  dieser  Auflassung  durch  (    I   --    \  m  bezeichnen  ist. 


■iiimiM'  vini  Integralen  von  der  Form  /",  vor.  so  finden  wir  d 

i  obigen  ähnliches  Verfahren  denselben  Wert,  so  dass  jenes  Inte- 


!  14. 

Machen  wir  e  =  1,  ß  =  0,    und  nennen  wir  das  unendlich  vicl- 
utigo  Integral  (   /    -    )     den    allgemeinen    Logarithmus     tob 

%»   ' 

\-yi,  den  Itir  im  Unterschied  von  dem  eindeutigen 

Log(p+aO  =  rs(i,p4-g<j 

nli  log  (p-\-ip)  bez eich nen,  so  gilt  die  Gleichung 

:  nun  i<  eine  positive  Zahl,  so  erhaltcu  wir 

!Log(p»+g*)+i[an!tg-+aietgj—  arctgM-f  2»«*! 


— aretg^j  =  —  arctg '-  -  arctg  -  +arctg  -  —  —  g--f  arctg  8 
,  so  folgt 

log(l'  +  7')  =  tf*g<j^+^ +*(»»»+ arctgjj« 
arctg-  eindeutig  und  derjenige  Arcus  ist,  der  zwischen    —  „i 
-  s    liegt,    und  zwar  zwischeu  U  u 
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zwischen  0  und  —  o ,  wenn  q  negativ  ist.    Bedeutet  aber  p  eine  ne- 
gative Zahl,  ist  also  p  =  — p\  so  findet  man 

log(i>+sO  -  iLog(^+^)  +  *(f+arctg^)+2m»s 
und  da 

arctg  ^-  «=  arctg^-  -f  arctg  -,  —  arctg  p=^—  arctg|>  =»  ^  +  arctg- 

ist,  so  folgt  für  ein  negatives  p 

\og(P±qO  =  iLog(p*+(zÄ)H-»(2m+l)  jr±arctg|. 

Man  findet  daher  anch 

log  (+P)  =  Logp + 2m  Jri, 
log(— p)  =  Log|?4-(2m+l)wi, 

wo  Logp  den  einzigen  Wert  vorstellt,  den  man  für  das  aus  blos  re- 

/p 
—  erhält. 
i 

C.  Betrachtung  des  Integrals  /    -   zwischen  imaginären 

Grenzen  unter  Voraussetzung  complexcr  Incromentc. 

§  15. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Variable  durch  complexe  Incromentc  von 
der  Form  e-\-öi  aus  der  Grenze  a-\-ßi  in  die  Grenze  p-\-qi  über- 

f(u)dn  durch  die  Summe 

a+pi 

X\*+e1+i*+(ß  +  ö1  +  62)<}+... 
in  welcher  s  und  <5  reell  und  unendlich  klein  und 

«+*!+**  +  •••  +f>»  =  V 
0  +  ^1 +  *!  +  ...+d„  =  3 

ist,  so  haben  wir  offenbar  dio  allgemeinste  Definition  des  Integrals 
f[u)du  vor  uns,  welche  die  dem  voranstellenden  Abschnitt  zu  Grande 


legte  als  ihre  Unterart  einsehliesst.    Man  könnte  daher   glauben, 
i  die  Constrnction  des  Intej 


[rata  I    /  —    1   unter  Zulassung  blos 


.■her  uud  zwar  mit  reellen  al) wechselnder  imaginlirer  Iucreiuentc 
j  Kl.)   dessen   Benennung  als    des  „allgemeinen  Logarithmus'' 
1  p+qi  nicht  rechtfertige.     Allein   wir  werden  uns  alsbald  über- 


)  Werl  desselben  mit  dem  Werte  des  Integrals   (//wdw)  genau 


Nämlich  zufolge  der  jetzt  voruutgeaefztfln,   im  vorigen  §  ange- 
lenen  Construcliuu  des  Integrals  ffitdn  haben  wir  auch 

Hfl 

i  mm  die  Function  fit  zwischen  den  Grenzen  a-\-ßi  und  ;>-(-', 
rutitiiinirlich,  d.  h.  als  eine  solche  vorausgesetzt  wird,  welche.  Mit" 
nnti  die  Variable  aus  der  Grenze  tt-\-ßi  durth  compleie  luerc- 
äentfl  in  die  Grenze  p+gi  übergeht,  nun  die  Form  /,  annimmt,  so 
wuss  sie,  so  oft  der  Teil  «,  irgend  eines  Wertes  a,-\-ß,i  der  Ver- 
.iii'l'iM'  h'ii  .-■  um  ein  unendlich  kleines  Increment  it  wächst,  eben- 
falb)  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  9r  von  der  Form  &T'-\-9,"i 
erhalten. 

Es  ist  also 

folglich 

/>+«  -/>+<,+«-»,; 

desgleichen  ist 

l'nk'li.  L 


»+',+i.+(|i+«i  +  »:l'l  -  rt«  +  >,  +  <i  +  <»  +  <P+VH.>'1 
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Demnach  lässt  sich  die  jetzt  vorausgesetzte  Construction  des  Integnls 
f  fudu  auch  in  folgende  umwandeln: 

Also  ist 

f  fu  flu  = 

=  / /  u  r/w + /  /*/*  du  —  ^i^i'  +  /         fa <lu  +        f  tndu  —  dtfr3t -f-      etc. 


«4 'i+tf  ■!/•)■■  . 
J  fudu —  OjO,» 
a+/Si      ^^^^_ 

«+T,  »'i»(jS+rf,4«M' 

/  /*<*  — d, fr, *  —  <52<V+    etc. 

« 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  mit  sämmtlichen  Gliedern  der  obigen 
Summe,  so  erhalten  wir  schliesslich 

«+M'»I   .w4(/*Mi4-<',4...4'V' 

f  fil  du  —  '(^1^1  "f"  ^2^2"f"  •  •  •  ^w^»)- 

Achten  wir  aher  auf  das  ßildungsgesct//  dieses  Integrals,  auf  welches 
sich  die  transformirte  Summe  reducirt  hat,  und  bemerken  wir,  das* 
die  Veränderliche  abwechselnd  bald  durch  reelle,  bald  durch  ein- 
fache imaginäre  Incremeutc  in  den  letzten  Grenzwert  übergeht,  so 
ist  klar,  dass  diesem  Integral  kein  anderer  Wert,  als  der  am  Ende 

des  §  13.  durch  {ffudu)  bezeichnete,  beizulegen  ist. 
Was  aber  die  Reihe 

betrifft,  so  zerfällt  sie  vermöge  der  complcxen  Form  von  0  in  die 
beiden  Reihen 

16t  nun  unter  den  unendlich  kleinen  Grössen 
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#•„  #'„  ...  0'„    uud    ö",.  &"„  ...  #"„, 
r  jenen  t>\,  unter  diesen  #",.  die  grösste,  so  ist  die  Summe  232 

i  <L&'(q—  ß)>  B'e  ist  demnach  unendlich  klein  und  folglich  ohne 
innuss  auf  den  Wort  des  zu  untersuchenden  Integrals.    Wir  erhalten 

pW  J't'f 

t/fitdu  =  (//"« rf«),  d.  h.  dor  au  das  Bttdongsgesetz  C.  (S.  232 

6.)   sich   knüpfende  Wort  des  Integrals  jfuda  ist  mit  dem   durch 
i  Bildungsgesetz  li.  III.  bedingten  Werte  dieses  Integrals  identisch. 


Dem  jetzt  vorausgesetzten  Bildungsgesetze  gemäss  verstehen  wir 
r  dem  Integral  /  —  die  Summa 


',+»,■■>- 


B+- 


+  "-  +  '•'> «+,,+,,+  . ..+.._,+((>+»7q^+ ...  +  (,.,)( 


,  —  J,  -  « 


so  linden  wir 

+  ..-L«.--L9/._-Ljl..-l+  ■"  + 


t+pi+Hk+vr 


+  li;+(»-i)(.,+J,/)| 


«+C'+»<f,  +  '',0-j 


Folglich 


1  + 
ist.    Setzen  wir  endlich 


so  ist 


«,  +  V 


wo 

ist.    Offenbar  ist  uun  diu  reclits  stcheude  Summe  die  Definition  des 

rf+9. 

«  I  ,'■> 

Integrals   /      ,    unter  Voraussetzung,   dass  die  Iucreincntc  complei 

um!   sämmtlieb  gleich   e-\-Si  sind.     Folglich   finden   wir  b(3i  Berück- 
sichtigung des  §  IC,  nach  welchem  dies  Integral 


mithin  nach  §  13.  =  log^r-?-.  ist, 

/'du  _p 


Nun  ist  aber  auch 


/+«'  r-ii'  "+?i  pH'' 

M/>)-(./1)+(/?)  = 


-log(l>+3*)-l°S(«+M; 


iltr  L-"i'm!h:acH  md   KnftfitMti    IM   MI   im   heslimmt 

lgiich  ergibt  sieh 
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,  ;'+'/■■" 


o+£," 


mithin  </>+-*<)("+ 00  für  p-|-«» 


r  auch,  wenn  p-\-qi  statt 
reetzt  wird, 

»raus  wir  KhlieBsen; 

logta-y)  =  Log;r.-|-Logjr-+-2mJii, 
ir  für  alle  reellen  und  Imaginären  Wette  von  e  und  y. 


J  V 


Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  CotegralB 


gemeiner  Bedeutung  bildet  ein  Integral  von  der  Fonn       / 

welches  wir  unter  der  Voraussetzung,  das»  die  Veränderlich''  nur 
durch  reelle  Incremento  >on  0  bis  x  fortschreitet,  durch  aretg*  bo- 
xeichnet  haben.  Wir  wollen  nun  auch  diesem  Integral  eine  allge- 
deutung  unterlegen  und  ausbin  ihm  imagim'iro  Incremenli- 
der  Veränderlichen  zulassen.  Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  J 
Banptarteo  B.  und  C.  (8.  232.  g  6.)  des  Wachstums  der  Vertadm. 
liehen  stattfinden,  beide  Arten  indes  nach  j  16.  in  liücksicht  auf 
den  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals  zu  demselben  Ergebnisse 
führen,  so  wird  offenbar  durch  Anwendung  comjdexer  Ineremente  die 
ganze  Bedertnug  dieses  Integrals  umfasst  und  erschöpft.    Wir  denni- 

ren  demnach  jetzt  das  Integral  /  rV-»  durch  die  Summe 


..4  ^■■+d>'^i+jf|+rs+...+tB_1+(Ä)+a,+.,.+ä^)^' 

i  welcher  (.  +  *,+  ...  -Hn  +  fA+^-f-  •  ■-  +d»)i  =  x  ist,   und  be- 
ut] durch  arctg*. 
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Entleutner:  Entwiclelung  alUr  Ekpmekqfhn 


Demnach  ist 

f       _    /   J*L  C  dn  1    f    /<fa  /  du  \ 

arctg-r-J   l  +  »*"y   («+0(— 0  =  S y  ^ ""/  =Tfl ' 
in  welchen  beiden  Integralen  wiederum  die  Incremente  der  Veränder- 

liehen  als  complex  vorausgesetzt  sind,  so  dass    /  "-^f.    durch   die 

o 
Summe 

"  +(gw+'"°«i+«i+---+*^ 

zu  dctiniren  ist. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  beiden  Integralen  u'  für  jedes  w~i 
nämlich 

(TO  für  (Om 

(T'  +  «i  +  *,0  für  (s1+81i)Tu 

(T»  +  «i+«i  +  Pi  +  *J0  für  (h+*i  +  Pi+*f]'"T'\ 

(T<  +  fi  + f*  +  •  •  • +*«-i  +  <*i+  <** + •  •  •  +  *m-i]0  für 

(«i  +  ^  +  ---+*h-i+P,+«j+---+'»i-i10:?:' 

welche  neue  Variable  m'  für  n  =  0  in   ^fi  und  für   u  «  a   in   x# 
übergeht,  so  folgt: 

x—i  x-\i 

arctgx  =  27|y--/-j 


—  I 


— I 
x — / 


(/?+/• 


—  2iJ— ,og(— ;)+log(a?— /')+l0«*— log(a5+0^ 

folglich  nach  §  17. 

1  (  1       14-a*) 

aretgz  =  -  |log(l-|-ar/)  —  log(l  —  xi)  =  2;logl^*j 

1  -f-  xi 
Da  nun  log ---37— .  unendlich  viele  Werte  hat,  welche  sich  um 

x         XI 
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1  von  Sni  nutorsclieiden,  so  hat  aucli  aretg  j1  unendlich  viele  Werte, 
ü  Untencbiede  Vielfache  \<m  .,.  'Jm,  aiso  von  n  sind.    Ist  also 
retg«)  Blner  dieser  Werte,  so  haben  wir 

arctg*  =  (arctgr)+mw. 


i  nun  dem  Ausdruck  für  arctgar,  wo  «=j>+!ri  ebenfalls  die 
i  t'~\~'l'  zu  geben,  brauchen  wir  nur  in  die  Gleichung 
1,      1+.-/ 

r  »  den  Wert  p-f-$>  einzutragen.    Dann  ist 

t  /'  positiv,   also   1 — 5*— p*>0,  J>*+<2a<l,   a°   erhalten  wir 
nach  §  11 

•Mtlp+v)  =  i,  j)Los(J'-'+  ifl  +  ;Arn6  |+S»«ij  , 

ist  /'  negativ,  also  1  —  q3  —  p*<ü,  mithin  tj'+'/^I,  so  haben  wir 

•mg(,,+,;)  -  ' . ' ||Log(;»+  a'J+itofcf +<»»+l)»<l . 


... ■,  ..     (!-«■- r'l'+V    und   «_ St , 

+  '  ~     (P+d'+rV  p-i-,.-,!' 

folglich  haben  wir  im  ersten  Falb 

««'+,1  -  4,l.b  SFiTffW^  +  W*I=fcrt-- 

im  zweiten  Falle 


25G 


Entleutner:  Entwicklung  aller  Eigenschaft** 


§  20. 

Aus  der  in  §  18.  für  aretgs  entwickelten  Formel  folgt  ferner: 

1  f      1  +  xi  1 xt\       1 

I.  arctg *+arctg (—  x)  «=  ^ |log f^E^- + lo« F+^'i  ""  2ilogl=lm* 

II.  arctg*+arctg  ~  -  «,.  (log  j  _-.+log;^j  - 

1   (,     1+a-/  ,  ,     l+y*1 

III.  arctg* + aretgy  =  ^.  ^log  j^^.  +  log  fZT^j  == 

„  L  ,A   »_+«)  G+fO       L        1-^+fa+y)/ 
~  2*IOg(l  — a-i)(l— yij  =  2/    gl  —  sy—  (s+y)»  "" 


1  + 


-  2Zl°S 


*+y 

*+y  =arctgr=^' 


i-r-'-*- 

1  —  ?y 


Es  sei  arctg  :r=«,  so  ist  auch  x  eine  Function  von  «,  die  wir  durch 
tga  bezeichnen;  desgleichen  haben  wir,  wenn  arctgy=0  ist,  y  =  tg/J. 
Da  arctg  x  unendlich  vieldeutig  ist,  oder  a  unendlich  viele  Worte  hat, 
die  sich  um  Vielfache  von  n  unterscheiden,  so  muss  r,  als  Function 
von  a  betrachtet,  immer  zu  demselben  Werte  zurückkehren,  so  oft 
«  um  n  gewachsen  ist  Demnach  ist  die  Function  «=tg«  periodisch, 
und  der  Index  ihrer  Periode  ist  7r,  also  tga  =  tg(a-\-mn).  Substi- 
tuten wir  aber  die  Werte  von  x  und  y  in  die  Formel  III.,  so  er- 
halten wir 


folglich  umgekehrt 


«-4-p  ==  arctg z — t — .-  .»» 
1  *  bl— tgcttgj* 

t„/     .   m        tgrc+tg0 


Anmerkung.    So  wie  wir  die  Formeln  I.  und  IL,  jedoch  mit 
der  Einschränkung,    dass   die  Function  arctg  nur  den  eindeutigen 

Arctg  vorstellt,  der  die  Grenze  a    nicht   überschreiten   darf,    schon 

früher  (§  11.)  aus  der  Gleichung  III.,  §  5.  abgeleitet  haben,  so  Hesse 
sich  auch  die  Formel  III.  unter  der  angegebenen  Einschränkung  aus 
der  nämlichen  Gleichung  entwickeln.  Setzen  wir  nämlich  in  der 
Gleichung  III.  des  §  5. 


Jtr  ZoganBÖMR  IMfi  Krtlsßmclionen  aus  Am  bastluimitn  Integral.      2Tti 


1  +  v»*      t/ 1 


t  9i.  die  Function  = 


•  erhalten  wir  für  o  —  0  und  0  =  ■ 


/* 


W 


./; 


(!-"■)■+ (»+r)> 


-/' 


1  +  »' 


/r 


■/, 


(l+^+^l+jr")" 


Arotg  ^  _; —  =  Arctg£-|-ArctS" 

Diese  Forme]  gilt  aber,  vorausgesetzt,  dass  x  und  ■  beiderseits  positiv 
sind,  nur  so  lange,  als  s  <  -  ist,  da  die  Function  tpx  =  -  _        für 

i  Wert  i  =  -   discoiitinuirlii'b  wird.     Es  war  daher  der  von  uns 
.in   ümc   FoHMl  ungemein  zu  be- 


:    Üntirlrlrlmiif  aller   F.iiJrHithafi** 


Wenden  wir  uns  nun   zu  der  umgekehrten   FuneÖC 
ttäsaaa.    Aus  der  Gleichung 

loga;  =  Log*-j-ämT'' 

■  x  eine  Function  von  Log*+3mm'  ist,  welche  keine  sai 
sein  kann,  als  (iriw+s***  da  sie  nach  $  *J.  flu 
u  «wandeln  muss.     Aus  der  Gleichung   j-  =  «to=t««*l+«"«'  (oigl  a 
iIjiss  die  Function  a*  so  uft  zu  demselben  Werte  zurückkehrt,  al» 
Exponent  .-/  um  ein  Vielfaches  von  2iri  vermehrt  wird,   da*s  als 
t&M   periodische  Function  ist   und   zum  Index 
Ohscbon  ntm  leicht  im  sehen  ist,  dass  die  unter  Voraussetzung 
Exponenten  gültigen  Regel  der  Potenzenrechnung  auf  PoU-ny.en 
der   Form   a+v  auszudehnen  sind,    denn  jedes   beliebige  i>-\-y* 
=  log(/»-j-V').  woraus,  irafl 

log(/'+'A)(/''F'/'i-l">:(''4-tiO  +  log(y       i 
also  auch 

(P^-QVJfp'^Q'j)  .  .,1-k.P+O-HI.,-  ' 

ist,  unmittelbar  folgt, 

,.('+•/'   -   . 

so  ist  doch  die  Potenz  et***  in  diesem  Augenblick  fm   m 
leere  Form,   und   es  bleibt    noch  die    Ufgabf    übrig,    di 

dieser  inmgiuitren  Potenz  festzustellen. 


Diese  Aufgabe  redneirt.  sieb,  da 

et+1'  ■=  tf.cV 
ist,  anf  die,  den  Wert  von  <f  zu  omiittclu. 

Es  sei 
also 


Folglich  naeb  $  11. 

qi—  äLog(/;ä+/',Ä)-f-''^rct8/+L'"171''  wenn  f'i  P"'" 

(,<"=  JLog(/;'-j-/.-)+('Arclg/3  +  v-'"-fI)^''-  wenn  .', 

Seide  Gleichungen  sind  nur  daun  möglieb,  wenn  der  reelle  1 
ist;  folglich 


LogK'+^-O, 


(a)     rj  ==  Arctg  *-f2m;r, 


i  /j  positiv  ist; 


(b)    3  =  Arctgv+(2w+l)w,  wenn  fi  negativ  ist. 

Um    nuu    tlio    übrigen    Eigenschaften   der  Functiuuen    /j(</)    und 
(•i)  m  finden,  geben  wir  der  Veränderlichen  q  der  Reihe  nach  die 

1)  Es  sei  •/  =  2mn,  ho  kann  die  Gleichung  (b)  nicht  statt  linden, 
1111  sonst  wäre 


2mn  =  Arctg^+(2m-f  1)* 


Iglicll 


Arctg 


unmöglich  ist,  (In  der  absolute  Wert  von  Arctg  die  Grenze  5 
lit  nhe-rsteigen  kftnn.  Folglich  ist  mir  die  Gleichung  (n)  anwend- 
ir;  dalier  /;  positiv  und 


t  auch 
(ich 


Arctg  J? 


=  0, 


f." 

i-a 

ff+V  - 1. 
S-+1. 

ft(S»«) hl,     «2»«.)-0. 

2)   Ist  <i  —  27'tir-f-y  und   r<o*    so  kann   die  Gleichung   (h) 
icderum  nicht  stutttinden;  denn  sonst  wäre 

2.,.»  +  y  -  Arctg  'f  +  (2m  +  1)», 
Arctgi --(J.-?)', 


da  diu  y  «Co  'Bl*  B0  "Ire  der  absolute  Wert  Ton  Arctgj  . 
>  g  t  web  unmöglich  ist.    Es  ist  also  nur  die  Gleichung  (a)  t 
bar;  daher  ft  positiv 


Folglich 

also 


3)  Es  aei  g=  2m»+2-    Da  /i(2m*4-y)  bjs  zum 

in  /i(2m«  +  g-l  beständig  positiv  bleibt,  so  ist  nur  die  Gleichtun 
(a)  anwendbar,  und  man  erhält 


Arctgj?  = 

2! 

y  =  oo ,    also 

f,  =  0, 

wahrend  ft 

Also 

poi 

lith 

r,  nud  da 
ft'+ft*  —  1  ist,  - 

— 1-1  ist 
=  0, 
=  +  l- 

4)  Es  sei  ^  =  2m«-\-^-\-y,  so  ist  die  Gleichung  (a)  Unz( 
denn  sonst  wäre 

2*»«-f-g-  +  ]>Ä  Arctgjr  +  2ut*, 


Arctg^  =  2-+rf 


...'  tCreitfkiKtwiH*  omi  dm  b«*timßti»ti  Inttgrat,      gflj 
I  uuiiiöglfch  ist.    Folglich  erhallen  wir  ans  Glcichuug  (l) 


*«*£— (£-r). 


t  (3  11.).  au  folgt 


Il'(—  Aiv.tf:.i). 

-tgn  =tg(—  *), 
i  Arctga  —  «  gesetzt  wird. 

Da   nun    woge»   Gültigkeit  der  Glcielitfrig   (Ij)    fx  uegati' 
,  su  ist  f?  positiv  und 


r,  -- 


i 


V>+«(i~>): 


r.-~fi*$-rj-+Ti 


*Wr») 


^i+ig'("-,) 


fi9**f>Jf«*+ 


Vl-Hgs(*-y) 


»)  Ist  a  ■=  (2*»-|-l)rt,  BÖ  giobt  die  Gleichung  (a) 
9m»4-n  ■  ■  Arutd  '  -J-2mmi, 


Arcojß-«, 

was  unmöglich  ist.    Aus  der  Gleichung  (b)  erhalt  man  aber 


folglich 
raubt 

folglich  i 

Also 


Arctgö-O, 
f,=0; 

v+r.'  -1. 

1  Gültigkeit  der  Gleichung  (b) 
fi 1- 


6)  Ist  4  =  2m»-f-*+r]  so  ist  ebenfalls  nur  die  Gleichung 
anwendbar;  man  findet  daher  fs  negativ  und 


also 
folglich 


Arctg'J  - ; 


/•,(2t»*+*+)>) 
Setzen  wir  »-{-)•  =  y',  so  folgt 

/•,<2™i+,)_- 


ttr 
ViTtgV 


wo  y  >  w  ist. 


Vl+tg"()— ■>)' 


7)  Ist  q  =  2n*»-J--jp  so  folgt  ans  der  jetzt  allein  anwendba 
Gleichung  (b),  daas  f,  negativ  nnd 


ist;  daher 


Arctg«-  +  j 


.(  dem  imtimmUn  bittgriA      Jii3 


>  r,  —  —  ii  nnd  f.,  ebenfalls  negativ   and   /war  =—1   vermöge 
ler  Gleichung  fi'+A1  -  l-    Alsü 


fi^+fj— « 


8]  Ist  g  =  2m9t-|-  .,-f>',  su  norde  aas  .ler  Gleichung  <ii)  folgen, 
is  der  kleinste  Wert  von 


st,  was   nicht  der  Fall  sein  kann.     Daher  ist  nur  die  Gleichung  (a) 
uiwendbar  nnd  mau  crniilt  /",  positiv  nud 


folglich 


ills 


2™»  +  y  +  y  -  Arctg  Jj  +  2»(»  +  1). 

*— (!-')■    ft=-fi'«(i-r)-. 


Arctg 

/■i"+A!lB'(,|-rj  =  l' 
,(2„„  +  f  +  ,)=  + 


*(HL 

r4"J"~/i  so  ergibt  sich 


•+T+r— 


fi(*..+rt=+ 


«2,,,»+,)  = 


yi+tg"(2»-,.)' 

tg(2it  — y) 
yr+(g"(2i^rt' 


J">   ■>     '*<• 


\ 


2Q4  Entleutnerx  Entwickeluny  aller  Eigenschaften 

durch  cosg  und 

durch  sin#,  so  finden  wir  i 

ei*  «  cosq+ismq    und  1 

e(g+2m*).*  «  C05(fl  _j.  2mw) + i  siu(<z -f- 2mff)  —  cv»'  | 

j 
nach  §  21.;  folglich  ] 

cos(g+2ifwr)  =.cosg    und 

sin(# + 2mn)  =•  sin  q. 

Beido  FuÄCÜOJion  sutf  also  periodisch  und  der  Index  ihrer  Periode 
ist  2tc. 

i 

Ist  daher  {    ,       .     >  «•  s,  so  ist  umgekehrt  g,.als  eine  Func- 
tion von  x  betrachtet,  die  wir  durch  \    ,  _  >  bezeichnen,  ra- 

'  (oder  arcsingj  ' 

endlich  vieldeutig,  und  verstehen  wir  unter  Areccts*.  und  Are  sin* 
den  kleinsten  Arkus,  so  ist 

arc  cos«  =p  Arcc00»-fK3f*9r   und 
aresina;  =  Arcsinaj+2m». 

Die  Gesetze  des  Wachsens  und  Abnehnicns  der  beiden  Functio- 
nen cos  q  und  sin  £  ergeben  sich  nach  §  22.  aus  folgenden  Gleichungen: 


1)    cos(2w»)  «+1»    sin(2mrc)  «  0. 

r 

|         2)    co8(2W*+y)=+?=L=.    ri^+tf^  +  ^ll 

[■  Wo    y<2    ist 
■ 

3)  cos^mrc  +  ö"}0  °>      sin(2mÄ  +  2)  ^"K1- 

4)  Wenn  *  >  y  >*  s-  ist,  sa  wird 

cos(2m*+  y)  ==  —  ,/r--j— T: — ==  =  —  coe(*  -^  y), 

yl  +  tg2(7t--y) 

j  sin(2»»*+ y)  -  +  -7— J&==  = +8in(«  -  y). 

t,  Vl  +  Ä-y) 


ihr  togarMmtn  M«rf  Rrti»fiwcti*nm  .■■■■■ 
."0     009(3»« -fc-«)  =  —  U     Biü{l'i-!7l-f  n)  —  n, 


fi)    Wenn  -ff  >  y  >  n  ist,  so  wird 
1 


co91'2bii»  +  )>>  =  —  -j^==---   -  s=  =—  cosfy  —  »)„ 


V  l"-j   WS)'—*) 
8)     Wenu    -^  )>  y  >  '-,-  ist,  so  wird 


siD(2^7T  +  y>   = 


yi+w-yr 


!  34. 

Da 

,:/'i.r>  =  ..-■..  b* 
,  so   folgt 

ä  coSpcoig^  ^isi/f  siiir/-f-f*{sin/>cuay  4;  eos/israg). 
j  dieser  Gleichung  folgt: 

eOt(j>±g)  —  COfljiCOSg      siflpBing, 
sla(|i±g)       rfnpCOBg.  j_  BJogeoap, 

jraus  sich  ilie  hh-Ii  übrigen  Kigenselmileu  der  Functionen  sing  und 
,3'j  leicht  entwickeln  lasseu. 

S  25, 

BeechrelbeD  wir  einen  Kreis  mit  dorn  Radius  1,  legen  durcl) 
seil  TMiticlimukt  0  die  Gooi\linateüaxeu  O^  und  Ol',  und  sctmei- 
i  tob  dem  Dorchschnittaminbt  A  der  AbsdBaenaxe  aus  ein>  . 

ao   Bind  die  auf  den  Endpunkt  Ji  des  abgeschnittenen 

.   in  be/egonon  Courdinateu  fr'nnclionen  von  y,  und  es  sei  die 

—  <-\(<i),  die  AbBCiSBÖ  DO  oder  x  —  Ji{g),     Da 
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nun  f\(q  =  0)  =  0,  Fs(q  =-  0)  =  1  ist;  da  ferner  für  jeden  Werl 
von  q  die  entsprechenden  Werte  von  Ft{q)  und  F,(q)  der  Gleicbans 
Fta(q) -¥■  F»s(q)  ~  1  Genüge  leisten:  so  müssen  diese  beiden  Functio- 
nen F,(q)  und  Ft(q)  von  den  Werten  F,(0)  =  0  nnd  F,(0)  =  1  ab 
bei  jedem  unendlich  kloinen  Zuwachs  des  Bogens  g  genau  nm  so  viel 
zu-  und  abnehmen,  nin  wie  viel  die  Functionen  sing  and  cosg  tob 
den  Werten  sinü  =  0  und  cosO  =  1  ab  bei  jedem  unendlich  kleines 
Incremcnt  der  Veränderlichen  q  wachsen  und  abnehmen.  Folglich 
müssen  die  Functionen  Ft{q)  nnd  Ft{q)  für  jeden  Wert  des  Bogens  g 
mit  den  Werten  von  sing  nnd  cosg  genau  übereinstimmen.  Daher 
lassen  sich  die  beiden  letztem  Functionen  sing  nnd  cosg  durch  die 
auf  den  Endpunkt  It  eines,  von  der  Abecissenaxe  aus  immer  nach 
(krselbea  Richtung  abgeschnittenen  Bogens  Ali  =  q  bezogenen  Coor- 
dinaten  x  und  y  geometrisch  darstellen ,   und  zwar  ist  die  Abscisse 

x  =  cosi/,  die  Ordinate  y  <=  sitiq.  Da  nur  für  den  Wert  q  —  „ 
die  Function  cos-;,  mithin  auch  dio  AbscisBo  x  verschwinden,  hingegen 
dio  Function  sing,  mithin  auch  die  Ordinate  y  den  Wert  1  annehmen 
muss;  jenes  Verschwinden  der  Abscisec  rt  sowie  jener  U ebergang  der 
Ordinate  y  in  den  Wert  1  aber  nicht  eher  stattfinden,  als  bis  der 
Bogen  q  gleich  einem  Quadranten  geworden  ist:  so  folgt,   dass  die 

Zahl   ^,  die  wir  in  §  11.  als  den  Wert  der  Function  Arctg(fr  =») 

detiuirt  und  berechnet  haben,  die  Anzahl  von  Längeneinheiten  angibt, 
dio  der  vierte  Teil  eines  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises 
beträgt,  oder  dass  die  Zahl  n  die  Peripherie  des  Kreises  für  den 
Durchmesser  1  vorstellt. 

Lautruch,  Januar  1878. 


peber   ein   Gliminationsprobleiu   der   metrischen 
Geometrie. 


Herrn  Dr.  Josef  Diekmann 


In  LXII,  pag.  330—332  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  Zahradnik 
iücn  „Beitrag  zur  Trigonometrie"  geliefert,  in  welchem  derselbe  am 
l  ln'kiniiili'ii  Gleichungen  zwischen  Winkeln  and  Seiten  eines  Drei- 
,  durch  Elimination  der  Seiten  eine  Bedingung  in  Determiunuten- 
i  aufstellt,    welcher  er  durch    eine  singulare  Umformung  die  Be- 
lüg des  Satzes   für  die  Wiukelsuiumo   eines  Dreiecks  abgewinnt 
ä  Fernem  erhall  Herr  /.durch  Elimination  die  Bedingung  Bit  die 
Dreiecks,  das  Caraot'scoe  Theorem,  in  Form  der  sonst 
*  ÜOB-Satz   bekannt  od     quadratischen  Gleichung,    beides.  \>i  fahren 
1  Form  min    schon    seil    Längerem   gehriliu-hlich  und   in  die  Lehr- 
bücher   übergegangen    (Vergl.    u.  a.    Elemente    der    Mathematik    von 
Galleiikaini)).   allein   es  ist  das  nur  gewissermasseu   das  Bruchstück 
Bioex  viel  allgemeineren   Auflassung,   die  gauze  Trigonometrie  alge- 
braisr.h   diinh/uiiihiTii.    was   vom  Verfasser   schon   früher   in   einer 
i  Aöbsndfimg  versucht  tat*).    Es  rindet  sich  darin  nicht  nur 
a  Determinante  und  ihre  Bedeutung  für  die  Winkelsumme  in  all- 
DWmerer  Umformung,  sondern  such  deren  Beziehung  zu  dem  aequi- 
i  Satze  vom  Ansseuwinkel  eines  Dreiecks.    Ferner  ist  daraus 


Die  Unii[ilnulgalicu  der  Trigoiinmi'trie , 

i    siiiiLilliiiii-r   GMl 'lumpen.     Programm 
Um  m  Esstu, 


urückgciabrl    >iuf   ein  einiigc» 
ron    Schulj.ihr     I8T6— 77  d« 


I    Üithm 


l'MmifmU<m»pnti-m  4.  <ni*4n*rn  rj<nmnim. 


ersichtlich ,    dass    die   von    den  ■  urem  inw:- 

iirctirte  Gleichung  einer  ganz  bestimmten,    dorcll  ilircu  'itiadratiscbra 
Cnarrttor  ausgezeichneten  Gruppe    »on   Aufgaben    i&gi 
dass  Jas  Camot'scbc  Theorem 

wie  m  sein  moBB,  aus  den  Fuadi intal 

angeführten  „Beitrag"  zu  sehli 

iii'iiMiii    Bedauern  keine  Keimtuiss  *■■■ 

VObJ  die    \n   ihrer   Venjik-utlidiiinv   mil  sich  gebracht  hat. 

Da  die  oben  augedentete    Auffassung    tengteich  eine 
Anwendung  i!es  Determin&ntencalculs  auf  mi  trieche  Probta 

eine  Menge  durch  ihre  A tigernd  «bei t  imsj 

ibe  ieb  nur.  dieselben  in  naelisteJietider  SkitxC   w  ■ 

Soweit  die  Planimetrie  Bezug  nur'  Constructh 
hat,  ist  ihr  wesentlicher  (laug  der,  dii^s  sie,  zunächst  di     >■ 
gangen  aufstellt  für  die    Möglichkeit  der  Cmistruelion  von  Dreh 
überhaupt,     Diesen    reiben   sich   'lif    fnugnieiizsiitzc    an,    ■■  ■ 
Cheerem   beweisen,    d*  i   am  je   3  Stttukea,    wob 

in   muss,    die  (ihrigen   eoustruet»    gefunden   werden  ki 
Als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  eines  Dreieck 

in  mögen,  stellt  nie  zwischen  den  Winkeln  die  Relation  ■ 
(MHrtM) -(«>*) 
(Satz   vom   Aussen,  wink  et)   oder   was   dasselbe   Ul,    die  Win] 
muH       <UZ  sein.    Für  die  Seiten  gilt  die  Bedingung 

,>, 

ist.     Für  dir  Trigon  mir»  Fragcat 

1)  Können  auf  Gruod   allgemeiner   Eigenschaften    von   ! 
und  Winkeln   aus   rein   arithme tischen    t'rinciniec 
tii.Hii.'n    /lUM'lii'ii   iIiti    Si'iten    und  Winkelu  eines  Dreiecks    auf  geil 
werden,  im  Sinne  obiger  beiden  Sfttiei 

3)  Ist  es  möglich,  ans  jenen  allgemeinen  Relationen  dl  n 
liüinetrisebon   Ausdruck  derjenigen    Sätac   der  Planimetrie   her*»- 
leiten,    welche   l'Qr  die    Conitrffctiou   von    Drei    : 

1  wie  formuliivn  sich  demimclisf  die  |>l;tiii metrischen  Cungruen» 
tf  BlfjebraiBCfcer  BfinrinaMMvf 


AB±ÄC—k.AC, 


Da  man   iu   ji-iicdi   Di  di'rki:  dne   S.iti'   /.w-annuen 
■     b    dw  beiden    .iiiil.fii,    -ii   erbalt   mai 


SlbmMimtfiaUtM  d.  b 

''C.osy-f-^eOBfJ  =  « 
<icosy-|-eeosa  =  * 

inen  allgemeinen  Zusammenhang  zwischen  Seiten  uuil  Winkeln  einen 

B. 

j  wir  den  Salz  von  clor  Winkel  summe  in  seiner  allgemeinen 
i  gebeD,  wollen  wir  das  Abhängigkcitsverhattniss  zwischen  Seilen 

i  Winkeln,  welches  durch  obige  Gleichungen  ausgedrückt  wird  etwas 
j  präc-iairon ,  weil  dadurch  sieli  rocht  deutlich  das  Cbarakteristi- 

e  des  algebraischen  Verfahrens  gegenüber  dem  planinietrisehen  zeigt. 

Aus  obigen  Gleichungen  folgt: 


2)    -  cos  y  - 


3) 


i30-r--cos«  =  1. 


s  je  zwei  der  Gleichungen  erhält  mau 
I     CO80  —  cos/  | 


—  COJ  ■/ 


cos/ 


ain-y 


U?r  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 

a  sin*«' 

o  ~  cosfi-j-cosacosy' 

b  _  cosa-f-cos^Cf'!!)' 
c —  sin*}' 

u.  8.  f.  Dieser  algebraische  Ausdruck  für  ein  Abluingigkeitsverhiik- 
niss,  welches  soust  unter  dem  Kamen  des  Sinnssalzes  bekannt  ist, 
bat  auf  den  ersten  AnMick  etwas  befremdendes,  zumal  in  jedem  der 
Verhältnisse,  alle  3  Winkel  VOrkAnuUB. 

Aus  4)  nnd  5)  erhält  man  die  Bedingung 


•0+« 


ncosy  =  sinn  sin  y; 


I    Ditiinann:    Ulbtr  i 


mliT 

iL  ii   ff  eil  n 


wird.    Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kennen  ni 
Innern  wir  daran,  da» 

6)    co8{a+)')  =  coB(icoa)'— sina 

ilmiii  isi  identisch: 

DOSjS-J-COfloCOB)1  =  COS 0-|- ras  (n-(- ;')-)-  sin  f.  Biny, 

und  wir  erhalten  rechts  nur  dann  sin«. sin)1.  Brenn 

COB0-|-CO8(ß-r-J')  —  CJ 

*+?+,. -22* 

ist.    Trigonometrisch  ergibt  sieii  also: 

Das  Abhängigkeitsverhaltniss  zwischen  Seilen  u 
Winkeln  eines  Dreiecks  kann  durch  den  Sinnssalz  an 
gedrückt  werden,  wenn  die  Summe  der  Winkel  in  oine 
Dreieck  gleich  8B  ist 

Für  den  Satz  vom  Aiisseuwinkd ,  der  wie  schon  vorhin  $ 
mit  vorstehenden]  als  identisch  /u  betrachten  ist,  stellt  sich  die 
rolgendermasBem  bezeichnet  mau  die  ^sm lit>'  (ii-nssu  ■ 
wiukels  von  a  mit  r,  das  von  jS  mit  y  und  das  wn  y  mit 
liltlt  mau  analog  den  ersten  Gloickuugen  folgende: 

aemg — tcos?  -=  —  a 
II)  neos*— ccosa  =  —  h 

h  cos  x.  —  a  cos  ß  —  —  e. 
Aus  der  ersten  Gleichung  wird: 

l,  et 

-cos  y— -■ 

nii  Rücksicht  auf  den  Siuussatz 

sinfl  sin« 


Iffichuug 


sin  y         *       sin  y 

v,   sn   erhält  man   mittelst  einer  unadrntiaftj* 
jsj/  — =  —  siuosinj'^costicosj' 


1  -+-  oder  —  gesetzt  werden  muss,  je  nachdem   einer  der  Win 
'  otlor  y  stumpf  ist.    Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  so  wird 
7)    cosy  —  coSBCüsy— sinK.siuj' 


Ditkmamm:   Vtit,  «  Imi  t      i     !■  A  ■*^ii    £wkt*    £71 

cos  j  =  «*  {■  —  f  : 
datier: 

wobei    wir  in  7)   noch  eine*  Äi&ir»-i   ätr  Gäwäsui  *'-  «w:an»»i 
haben. 

Um  schliesslich  den  Sab  t<*  der  WiafcdacMw  nt  *sm  Aason- 
winkel  in  seiner  allgemeinst«*  F«a  ra  kiin  i  *.  siUaü  *-a» 
Verhältnis.«;  zweier  Seiten,  cnbv-a  wir  eie  G>kav*(w*  I.  **■»  *.  i,  ■■■ 

a — Icasj  —  roMi  =  M 
aCOS/  — t  T(tWI  —  y 

acosjJ+fccos«— f  =0 

Für  das  Zusammenbestehen  dieser  Gkicaogeai  eüi  die  BHagOf 
— auf 


1 

—  eosjr 

ni> 

COSJ 

—  1 

oder 

!  cosß 

cos« 

txa1a-\-cos1ß-\-cos'j-\-2cosmcotßcouj — *  **•&. 
Letztere  Gleichung  liest  sich  auf  eine  höchst  charakteristische  Form 
bringen,  indem  man  durch  eine  leichte  Umformung  daraus  erhalt: 
cosafcoBo+costjS+j1)]  I  eosß[cos(S+cos(o+r)]+sinrCsin{«+ft— sinjr]  —  0 
oder  abgekürzt  geschrieben 

cosoJr+cosßr+BinyZ=  0 
Die  Gleichung  ist  für  X=0  oder  r~=Ü  oder  Z=0erfnllL   Denn  ans 

X=  cos«-r-cos(/!-r-7)  =0 
folgt 

womit  anch  das  Vera cli winden  von  Y  nnd  Z  angezeigt  ist.  Ebenso 
ist  die  Gleichung  erfüllt  für 

co8«  =  0,    cos0  =  l>    siny  =  0 
was  wiederum  auf  die  Bedingung  fahrt 

d.  h.  jene  Gleichung  gilt  auch,  wenn  ein  Eckpunkt  unendlich  fern 
liegt.  Wir  bekommen  somit  in  III)  den  trigonometrischen  Ausdruck 
des  Satzes,  dass 

die  Summe  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks  gle" 

3£  BAT 
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Der   trigonometrische  Ausdruck  des  Satzes   vom 
stellt  sich  folgen  den  nassen  dar.    Durch  Elimination  der  Grossen  «, 
b,  <•  aus  den  Gleichungen  II)  erhält  man: 

I       1  — COBJ-  COBy      1 

C08z  1  —  COStt       —  0 

I  COSjS  C0SS  1        | 
oder 

1  —  COSaCOS/JeOSJi  +  C0SJ-C0S,VC0Bi  +  C0BOC08üt-f-COgPcO8*  +  co,rC01*  ~" 

Da  nun 

COS?  =  —  COS«;      COS  3  =  —  COSjS;      CQB*  =  — COSJf, 

so  erhält  man  nach  einer  kleinen  Umformung: 

co8«[cosa:--cos(fl+)')]+cos(3[cosy— costo+y^+amjfeiiu — sin(«  f  jJ)]=fl 
oder  abgekürzt  geschrieben : 

cosn^f +cos)Sr+cosj'Z— 0. 
Schlicsson  wir  den  Fall,  dass  coan,  cos0,  cosy  gleichzeitig  null  dal, 
aus,  so  ist  jene  Gleichung  erfüllt,  wenn  JT=  0,  r«  0  nnd  2  —  0 
ist,  d.  Ii.: 

'  =  ß+Yi    »— «+7!    *  =  «+ß. 

Wir  inachen  hierbei  noch  auf  die  Allgemeinheit  der  trigono- 
metrischen Form  gegenüber  der  Planimetrie  aufmerksam,  indem  sie 
den  Satz  für  alle  drei  Ausseuwinkci  gleichzeitig  darstellt. 

Fs  erübrigt  noch  aus  den  Gleichungen  I)  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks  darzustellen,  den  die  Planimetrie  in  der  Font 
/,-J-c  B  ia,  wo  k  >  1  ist,  gibt. 

Addirt  man  2  der  Gleichungeu  I),  so  erhält  man  leicht 

ß— r 

cos     2 

b  -f-  c  =  o .  — "ä  _f—     (Mollweide) 
cos-f? 
™  lt .  n 
ß-y 


„p+z 


stets  >1  iBt. 


II. 


Nachdem  im  Vorhergehendem  der  trigonometrische  Aasdrack  f 
die  Bedingung  gewonnen,   welche  zwischen  Winkeln   einerseits  n 
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den  Seileu  anderenteils  stattfinden  muss,  wenn  Überhaupt  ein  Drei- 
eck möglich  sein  soll,  geben  wir  dazu  über  die  Oongraenzs&tze  in 
trigonometrisches  Gewand  zu  kleiden.  Hier  beüudct  sich  nun  die 
Trigonometrie  der  Planimetrie  gegenüber  in  einem  offenbaren  Vor- 
teile, denn  fassen  wir  den  Coiigrueuzbogriff  der  Planimetrie  in  dein 
Sinne,  dass  er  Ue  berein  Stimmung  in  sämmtliehen  Seiton  uud  "Winkeln 
verlangt,  so  wäre  es  notwendig,  jedesmal  zum  Congruenz nachweise, 
die  Gleichheit  von  6  Stücken  zu  eonatatiren.  Indem  nun  die  Plani- 
metrie diu  IScdingungen  auf  II  herabmindert,  kommt  sie  zu  Sätzen, 
welche  sie  zu  beweisen  bat,  und  ohne  vorher  anzugeben,  welche  9 
aus  obigen  ti  Stücken  jedesmal  die  übrigen  mühestiumieii,  kummt  sie 
schrittweise  zu  !  Congrueuzsälzen,  deren  Beweine  sie  nicht  hinter- 
einander absolvireu  kann,  ohne  Eigenschaften  besonderer  Dreiecke 
zu  benutzen.  In  allen  diesem  Itt  die  Trigonometrie  günstiger  ge- 
stollt,  Kin  Blick  auf  du  Byatem  iln  sä  Gebote  stehender  Glcichun- 
geu  zeigt,  dass  es  gelingen  muss,  ffOHB  '.'•  dar  i>  Grossen  gegeben  sind, 
die  Übrigen  (mit  Ausnahme  eines  sieh  gleich  ergebenden  Falles)  zu 
berechnen.  Von  dienern  Standjiuuklo  aus  grunpiron  sich  die  Aufgaben 
um  einen  einheitlichen,  sich  durch  alle  gluichmässig  hindurchziehen- 
den Gedanken;  es  bandelt  sich  in  einem,  wie  iu  allen  übrigen  Fallen 
um  einfaches  Klimhialkinsiiroblom. 

Scheu  die  algebraische.  Coustilutiou  der  Gleichungen  1)  gestattet 
es.  Manches  aus  ihnen  herauszulesen,  indem  wir  die  fehlende  Grosse 
mit  dem  Coeftick'uten  Null  ergänzen ,  schreiben  wir  sie  in  folgender 
Form: 

UcOStt-f-<',:UBf(  +  ''C.09J'  =  „ 

ecos  n  -\-  0  COS  ß-\-'t  cos  y  =  b 

Die  Gleichungen  sind  hilinear  und  simultan,  insofern  darin  die  Winkel 
und  Seiten  als  Unbekannte  angesehen  werden  können. 


1)  Betrachtet  man  die  Seiten  als  gegeben,  so  lassen  sich  daraus 
i  Winkel  linear  berechnen. 


die  Win 

2)  Sind  die  Winkel  gegeben,  so  stellen  sie  ein  vollständiges  Sy- 
m  von  homogenen  Gleichungen  für  die  Seiten  dar.  und  es  lassen 
■ich  nur  die  Verhältnisse  der  Seiten  berechnen.  D.  h.  sind  <i,  6,  ■- 
Werte,  welche  jene  Gleichungen  erfüllen,  so  sind  ea,  jA,  g<-,  wo  p 
i  in  beliebiger  Factor  ist,  ebenfalls  solche,  es  gibt  also  x.  viele  Drei- 
ecke, welche  gleiche  Winkel  haben,  uud  daher  sind  die  3  Winkel 
keine  eindeutigen  Bcstimmungsstücko  eines  Dreiecks. 

■i  Winkel  gegeben,  n  Bind  die  Gleiohun- 
Irativh,  wobei  aVUin  1 
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scheiden,  je  nachdem  der  Winkel  von.  den  Seiten  eingeschlossen  oder 
einer  der  Seiten  gegenüber  liegt. 

4)  Sind  eine  Seite  nnd  2  Winkel  gegeben,  so  hat  man  nur  »od 
2  Stücke  zu  berechnen,  da  der  dritte  Winkel,  wie  schon  bewiese* 
an  die  Relation 

gebunden  ist. 

Um  auch  äusserlich  in  den  Gleichungen  Bekanntes  von  Uube 
kanntem  zu  trennen,  so  sollen,  wenn  die  Seiten  anbekannt  sind,  n 
mit  den  Buchstaben  u,  v,  tr;  wenn  cosa,  cos/J,  cosy  unbekannt  ist 
so  sollen  sie  mit  a?,  y,  z  bezeichnet  werden. 

A.    Gegeben  2  Seiten  und  1  Winkel. 

1)  Der  Winkel  sei  von  den  Seiten  eingeschlossei 
gegeben  6,  c,  a;  gesucht  u,  y,  z. 

Schreiben  wir  die  drei  Gleichungen  in  den  gewählten  Symbol« 
so  lauten  sie: 

1)  cy-\-bz  =»  u 

2)  c  COS  a-f-  uz  «=  b 

3)  b  COS  ct-j-uy  =  c. 

Die  Gleichungen  sind  für  m,  y,  z  quadratisch;  eliminirt  man  «  so 
2)  und  3),  so  wird 


(£  —  ccos«)y  —  z(c — £  cos  er)  =  0, 
dazu  1)  geschrieben: 
gibt: 


cy-\~bz 


u 


0 

u 


(e  —  b  COS  a)  \ 

b  \ 


b—ecosa    0 
c  u 


y  == 


b  —  t'COSa     —  (e  —  &C0Sa) 

c  b 


oder 


y  = 


u(c  —  b  C08  a) 


u(b  —  C  COS  Ct)  m 


da  nun  aus  2)  und  3)  sich  ergibt: 


c  —  bcos  « 


y  BSS 


n 


SO  folgt 


b  —  C  COS  « 


u 


J  = 


n\ 


Man  erhält  also,  wenn  w\r  fiXr  u  Ydsdex  a  %<&mbeu 


(        .16   -cos«    —  ('■—  /'cos«)  I 

=  &"-f-  ö* — Sfacos  «    (Cosinus-Satt) 
i  ■   ä         "(d— 8WWo]  «=  ±  V^; 

ferner  ergibt  sich  für  y  und  1 


fomit  die  Lösuug  der  Aufgabe  gegeben  ist. 

Hierbei  sein.'»  wir  auch    die    Bedeutung  und  algebraische  Gleieh- 

;rcchtigung  des  doppelten   Vorzeichens  von    a=+y^.     Nimmt 

1  du  poaiüTe  VoTaeichen,  so  kann  cosfJ  nur  dann  negativ  werden 

.  h.  f?7>  /f),    wenn  /.ce-so  >  .•  ist;    See-Sa  ist  aber  die  Protection 

'1  auf  c,  und  diese   kann  nur  iIiitih  ^>  e  sein,   wenn    eben   ß  ein 

mpfor  Winkel  ist     Es   ntOBfl   demnach    in  beiden  Fallen,   ß   mag 

>  oder  <  Ä  sein,    die    positive  Warze!    genommen    werden.     Man 

findet  also  für  positives  «  aus  obigen  .'(  Wurzeln  die  Innenwinkel  und 

ftlr  ein  negatives  a  die  Anasenwinkol,  Bbereinstimmend  mit  Glcichuu- 

allj. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  die  Losung 


,uf  den   Sinussatz   fülirt,    wenn  a  berechnet  ist;    man    ([iiadrirt  und 

■ulrtraliirt  beiderseits  von   1,  =0  erbült  man: 


Die  Lösungen  4)  bilden  eine  zusammengehörige  Gruppe.     In  der 

1  wendet  man   gewöhnlich  eine  Lösung  an,   welche   sieh  durch 

•  Summe  und  Differenz  der  gegebenen  Seilen,    und    halber  Summe 

1  Differenz   dm  Winkel   darbietet    Man  kommt   dazu   durch   ein 

■  künstliches  EKminationaTerfabren.    Mau  erhalt  nämlich  durch 

äition  und  Subtraetiou  der  Gleichungen  2)  und  :;)  leicht 


■     -(c  — &)C0s'  ;  =  !■„ 
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mitbin : 


P  P 

9  U  '  V 


und  daher  mit  Hülfe  von  Gleichung  1) 

t.«  -  cP,  +  bPH 

-  (c-b)*C08*^+(c-b)*9m*?^p!. 
Ferner  erhält  man  ans  5) 


*_£L   oder  rrtl^li+L. 


M 


woraus  nach  einer  kleinen  Umformung,  wenn   man  statt  y   und 
cos/?  und  cosy  schreibt,  sich  ergibt: 


0— y      b  —  c 


tang 


f+r 


eine  Formel,  welche  unter  dem  Namen  des  Tangens-Satzes  bekamt 
ist.  Zu  dieser  Tangensformel  steht  also  in  ganz  bestimmtem  analyti- 
schen Connex  die  Formel  für  n2;  als  zweite  Gruppe  zusammen- 
gehöriger Lösungen  bekommen  wir  daher 


6) 


(    ,/*  =  (/,  +  *)*co8*  ßfY  +  (h  —  c)*sin*  £■+* 

i 


ß-Y       f>-*^J+Y 


tang  -2-'  -  Ä- 


2 


Allein  sie  entsprechen  nicht  direct  der  gestellten  Aufgabe.  Sie 
würden  z.  13.  auch  die  Aufgabe  lösen:  Ein  Dreieck  zu  berech- 
nen aus  der  Summe  zweier  Seiten,  der  3.  Seite  und  dem 
gegenüberliegenden  Winkel. 

2)  Der  Winkel  liege  einer  der  gegebenen  Seiten 
gegenüber. 

Gegeben  6,  c,  y\  gesucht  «,  /?,  «;  (w,  y,  x). 

Unsere  Gleichungen  lauten: 

cy-\-bo,o§y  =  u 
ex  -\-  ii cos  y  =  h 

bx-\-ny  —  c. 

Man  erhält  für  u  leicht  die  quadratische  Gleichung: 

m2— 26  cosy    u—  (c*— &*)  =  0. 


ÜUkmann:    U*b*l   (UM    Lh,„:,„in„„irrMrm   ,1.  ,„.  I :,,,-!,.  „    l.;.;,mr.trit.    '1' 

I  Discriininaute  ist 

pbei  du    doppelte  Vorzeichen   iu  ähnlicher  Weise,    wie  vorhin, 
iseutireu  ist.     FUr  <j  erhalten  wir: 


t  nun  ß  uitil  y  bekannt,  su  erhält  man  dadurch  autb  a\  unabhängig 
tkonunt  mau  aber  aus  obigen  3  Gleichungen 

x  =  cosa  =     sin2)'  i^cosy- — 

Leicht    ist   aiiB   der  Formel  für  y,   der   Sinussatz  und  die  soge- 
»nte  separirte  Tangc-ntenforniel  herzuleiten. 

Gegeben  1  Seite  und  die  Winkel. 

Da  hier  alle  3  Winkel  bekannt  sind,  so  genügen  2  der  Gleichim- 
i  die  Seiten  zu  berechnen.    Sie  lauten: 

tflCOSK-r-acos)-  -=  v 

hält  ilirect  i 

a{cOBy+casacmß)  _     &mß 


3.  f.,  d.  h.  die  Lösung  wird  durch  den  Sinussatü  gegeben. 
C.  Gegeben  die  Seiten,  gesucht  die  Winkel. 
Man  erhält  ans  den  3  Gleichungen  direct: 

jfl   o  b  I 

eaol       a(c*+b*-a*) 

C08B  =  röTM  =  — 2^5 — 
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Schreibt  mau  den  Ausdruck  für  cos«,  welcher  in   Zahler  an! 
Nenner  homogen  ist.  in  folgender  Form: 

so  erhalt  man  noch  den  Winkel  durch  die  Hohen  ausgedruckt: 

Obige  Formeln  für  die  Winkel  eignen  sich  für  eine  logaritbnu- 
sehe  Rechnung  nicht,  mau  hat  daher  die  Functionen  der  halben  Winkel 
ans  den  Seiten  darzustellen  gesucht  Wir  wollen  aeigen,  data 
Losung  einer  bestimmten  Gruppe  von  Aufgaben  angehört,  ans  w 
sio  isolirt  herausgegriffen  ist 


Zu  dem  Zwecke  formen  wir  unsere  drei  Uauptglcichungen 
die  sin,  cos  und  taug  der  halben  Winkel  um  und  setzen  daher  n- 

nächst  0090=  2 cos-;,— l    etc.,  wobei  *',   ß\   •/   statt   der   halbes 

Winkrl  gesetzt  werden  soll.    Wir  erhalten  demnach: 

CC0B*/3'-r-iCOB*/  *-» 

III)  c  cos* «' + a  cos*  /  =  * 

Scos*«'+ncos*jS'  =  a, 

wenn  «  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks  ist.  Es  enthalten  diese  Glei- 
chungen ausser  den  Seiten  uud  Winkeln  auch  der  Umfang  des  Drei- 
ecks und  stellen  somit  eine  Gruppe  von  Aufgaben  dar,  bei  denen  der 
Umfang  gegeben  ist.  Man  siebt,  dass  darunter  auch  die  enthaltet 
ist,  die  halben  Winkel  zu  berechnen,  wenn  die  Seiten 
gegeben  sind.    Für  diesen  Fall  erhalt  man  aus  obigen  Gleichungen: 


•1-1^*= 


(■  z$  ■ 

bc       ' 

5. 


Unter  andern  steckt  in  obigen  Gleichungen  auch  noch  die  Lösung 
der  häutiger  verkommenden  Aufgabe:  die  xlrci  Seiten  zu  be- 
rechnen, wenn  die  Winkol  und  der  Umfang  gegeben  ist 
Man  erhält  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  nach  den  Seiten  ord- 
net, die  bekannte  Formel: 


■ 


.  f.    Formt  man  ferner  die  artä   Hanptgtelchongon  Dach  den  sin 
Irr  halben  Winkel  nnt,  so   erhall  man; 

rsiaiß'-}-!'miIY'  =#  —  « 

isin-ß'-j-dsiu'iä'  =  «  —  c, 

iefatnigen,  In  denen  auch  dio  Aufgabe  enthalten  ist,  aus  den  Bäten 
■  siu  der  halben  Wiukel  in  berechnen. 


1  daraus  schliesslich 


L  m  ein  ähnliches  System  te  die  Tangenten  der  halben  Winkel 
/u  bekommen,  dividirt  man  je  eine  Gleichung  aua  IV)  durch  eine  aus 
III)  nml  erhall  i 

,1  =  „(l  —  fang ß'  taug/) 
li  =  »(1  — tanga'taug)'') 
c  =  a(l  —  tanga'  taug/3')- 
'ii-  (ili  i,  Inin-i  m  /ri-eii  zunächst   die  Lösung  der  Aufgabe:  die  Sei- 
is   dein   Umfange  nud  dou  Winkeln  zu  berechnen. 
i  die   Aufgabe,  aus  den  Seiteu  dio  Wiukel  zu  beroebueu. 
i  lösen,  «olirt  mau  die  Fuuctioueu  auf  jeder  Seite  und  mau  erhält 


Addiri-  man  die  Gleichungen  V),  so  gelangt  n 
Kanuten  Bedingung: 


taug§-f-tang£tang£ 
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Im  Vorstehenden  sind  die  Hauptaufgaben,  ho  weil  nie  Sabm  ul 
Winke]  betreffen,  erledigt,  c*  wurden  sieb  daran  Aufgaben 

orragende  Linien  des  Dreiecks,  Hoben,  Transversale»,  Ki 
dien  u.  a.  vorkomm-  ■  1s  Eliminatiosaufgaba 

werden.    Ab  hübsche   Anwendung  der   Det.rniinaniea  ii 
der  metrischen  Geometrie,  wollen  wir  aus  der  Frage  nach  den  !*■ 
ball    des    Dreiecks   sunachst  einige   Gleichungen  ableiten, 
den  Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  vonWi 


Bezeichnet  man  die  Lote  von   irgend  einem  Paukte    im 
auf  die  Seiten  «.,  ft,  e  mit  rlt  je,,  j,.  §o  ist.  wenn  S  der  Inhalt 


7) 


■j +***+«*  =  2-rf. 


■i  den    Pnnkt  in  eine  der  Ecken  fallen,  so  wend 
Loten   je  ewei  --  0,  und  aus  dem  3.  wird  die  Höhe.     Setzt  man  a.1 
■,  =  '.,,  so  ist  ■■■;  =  0,    ■-■;  •=  0  and  es  bleibt  uA,+*0-r- 
Fnllt  man  von  einem  Paukte  ausserhalb  des  Drei 
wird  in  obiger  Gleichung  je  ein  Glied  negativ,   Wir  erball 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

o*( +  *■»»  +  «■»  -  -J 
o.0-i-M„-l-<!.0  =  a^ 

o.o-fi.o+oa"— a^. 

I  I rl  nUM  hferatu  «•  h  "lul  ~^-  80  erhält  man: 

0      0      1 

iL     Q      1 


w  ft*******.  w(»raaf  wir  noch  einmal  zurückkomme« 

in  die  Mittelpunkte  der  BerobrungskniH 

ii    »ii-  7)  folgendes  System  von  Gleichungen 
^   _|_6,p  -|_f0  —  2<*  =  0 

"c  -He,  +<•$,  —2rf  —  o 

■"..       **„  +  <*«  —  2^  =  0 
.  ty»— Oft»— »4 


.  du  bekannte  Bedingung: 


ttt  BUH  nun  in  8)  a-,  =  x3  —  r;1  =  j,  so  \ 


>>>       '',.       »m        9 
Uin  die  Höhen  einzeln  durch  i 


Radien  dtrrastellen,  berechnet 
aus  den  drei  letzten  Gleichungen  von  VI)  die  Säten  er,  S,  r. 
erhAlt  leicht 


11 

-'.J    1 
|l 

9, 

9,    1 

Q" 

—9m\ 

M««J 

1        11 

-1        1 

1  — ll 

_  J<9,9„+ 9,9m)  =  4(6„  +  Qj  . 
9,9„9»i  9,fim 


.  =  A9.±9m>.         c  _  ^C  +  P,.) 

9,9m    '         "     e,e* 

tzt  mau  diese  Werte  in  7),  so  wird : 

>.P„+  e,P«,)+*»(P,e„-f  9,A*)+*i(9,9ih+9i,9iu)  =  2p,P„P«i- 
tzt  man  darin  #,  =  0,  %  =  0  d.  i.  #,  =  A„   so  erhält  man  dircel 


il    li.  die   Hüten  und  harmonische   Mittel  der  Radien  b 

die    Lafgabe  des  Dreiecks   für  die   Italien  meinst,    «(.im  -sie   für  1 
rilhruugsradieu  gelöst  ist  und  umgekehrt. 

Wir  wollen  jetzt  das  Problem  allgemeiner  Li- 
gen aufstellen,   welche   für  Höhen    und   Transvergglen    gleioiimftw 
gelten.    Zu  dem  Zwecke  führen  wir  als  Variabel c  das  Yernältniss  i 

in    wcl cli rin    je    nur    beliebig''   J-]iktraus vcisiil*.'   die  gegenüberliegen 
Saite   schneidet.     Die  Transversalen   von   den    Ecken    .1. 
|„  £„,   im;    das   Teil  verhältniss   auf  der  Seite  a  sei  »:i»;    dass   d 
beides   andern   »,:■»<,   und   »„:«»„.      Man  erhiilt  dann  mit  Hülfe  •! 
Pythagoreischen  Lehrsatzes  folgendes  System  von  Gleich. 

VII) 

„2  (ji_£(i)+mi  (^i/i+^Ki»-!/)!^-?,')^- 

«,i(^-t,)+»,t(-^-v)+'».''j:<«"-w+(«'  -  v)-'-*]  - 

Die  Gleichungen  sind  homogen   für  die  «   und  m;    wie    rii 
TmiBVflrsaie  gelten,  müssen  sich  auch  die  Höhen  aus  ihnen  berechnen 
fassen,     Betet  man  £,  =  li„  £„  =  h„  uud  '„,  =  'i„,  so  ist  tut  *, 
Teiherhältnias 


Si-Sr=v    0llcr    «  =  Kp    # 


Und  ähnlich  für 


Set«!  mau  diese  Worte  in  VII)  ran,  bq  erMttl  i 

L'mforniuiig  (ulkendes  System  von  Gleichungen 


4«%,» 
4S'/i„* 


.2ft*0*-f<s»)-M-(<." 

=  2cV-4-6»)— e*—  («»— J*J*. 


Sind  nun  die  Seilen  gegeben,  und  will  mau  die  Hellen   b< 
erhält  man  direct: 

ia%*  =  a*[ih+r)*-„*]+a*(b-r)*-(b* 

V-p[«-(»-")<«— »)(*-«)]  — *(^ 

und  ähnlich  für  A„  uud  Aw. 

Die  Gleichungen  VIII)  gestatten  aber  auch  soforl 
I  Höhen  zu  berechnen.     Dividirt  man  nämlich  die 


Ditkmaniti  I  Ott  ■ 


■n, ,:.,;,. „  Gm 


*  und  erinnert  sich,  dass  n  !>■■  Seifen  -i.U  umgekehrt  verhalten 
j  die  Höhen,  bo  wird 

foraus  mau  uach  einer  bekannten  Umformung  erhält: 

b ******** divifirt durch  obigen  Zahler  =  77!.  bo  erhält  mm 


-orans  noch  folgt,  dass  der  Inhalt 


s  System  VII)  dio  wiiiketlulhiremlnL  Transversalen  -tu  berech- 
■n,  setzt  man 


b*ac 
>+eV 


p+*P 


Et  ernbrigl  noch  die  Seiten  durch  dio  SihwerpnnktfitranmenalaB 

tuadraeken.    EinTorzng  der  Gleichungen  VII)  besteht  noch  darin, 

.  bei  gegebenen   TsHverolttniMen  die  Quadrate  der  Seiten    rfot 

linear  aus  ihnen  berechnen  lassen,     Ordnet  mau  sie  nach  den  Seiten. 

'..i  erhall  man: 

-„:>„„,      +  ,,>*+»<«>       +,*(,^  +„„)=(,•(«  +*)• 


Man 

■rhiilt  daraus  für  die  Seite  n 

.      ls.'C»„+»„)'    ■>„"+»„«,,       -'»„..„  1 

— "  »"-1- 
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Setzt  min  die  TeüverhältniEse  einander  gleich*),  sn  erhalt  min 

9»  •  -  ;4"fe^("r+*'"',"s,,+"<',+i){/ 

Für  die  Schwer]  muktstransvcrsalen  t,ljm  wird  daraus 

etc.    Berecbuet  man  uoeb   wie  in  9)  die  Quadrate  aller  drei  Seiua, 
so  erhalt  man  aus  den  Gleichungen  VIII),  wo  links  (4  J)1  steht: 

d  ~  4(mf+i£+-.t') l/t^+S.--H-)tf,+^-f.)tt,«.-t.)tt.-K«-t) 
Für  den  Fall  m  =  h  erhält  man  daraus  die  bekannte  Formel: 

<*  -  4  V'rtr-^MT^xr-i«) 

worin   T=  ■'-     % — -"  gesetzt  wurde. 


*)  Dieser  jpecicllc  Fall,  bei  welchem  »Ho  Teilrcrblltnisie  gleich  -  ge- 
setzt lind,  findet  sich  als  rcroinxelta  Aufgibe  in:  Programm  des  niederbsttr- 
reichiseben  Obergyninssiuun  in  llorn  von  Prof.  H.  Trafkorn. 


XII. 

Haber  die  Bedingung,  welcher  eine  Flächenschar 
einigen  muss,   um  einem  dreifach  orthogonalen 

Flächensystei  n  anzugehören. 


R.  Hoppe. 


Die  iibc«  I  "'widmete,  von  Cayley  gelüste  Aufgabe,  deren  Unter- 
suchung vou  Darboux,  und  deren  Ergebnis?  vou  Woingarten  (Crelle 
J.  LXXXIII.  1.)  vereinfacht  worden  ist,  tiude  ich  gleichwol  Aidass 
BOdl  ■.■initial  auf/unelimen.  In  der  letzten  Arbeit  wird  nämlich  noch 
getrennt  dir-  Entdeckung  einer  Relation,  wclclie  Folge  der  Orthogo- 
nalität  sein  würde,  von  dorn  Beweise,  dass  diese  Relation  daun  auch 
ausreichende  Bedingung  für  dieselbe  ist.  Man  kann  aher  durch  eine, 
Betrachtung,  die  sich  an  die  Aufgabe  ausehliesst,  die  gleich  anfänglich 
als  ausreichend  zu  crschnide  Bedingung  entwickeln,  in  einer  neuen 
und  wie  nur  scheint  noch  einfacheren  Form. 


1. 

Es  sei  eine  niit  dem  Parameter  "-■  variireiide  Fläche  gegeben. 
Eine  Cnrve  sehneide  die  ganze  FlüchenscJiar  rechtwinklig  nnd  variire 
mit  2  Parametern  u,  t>  so,  dass  sie  denselben  Kaum  erzeugt,  den  die 
Flachenschar  oinuinant.  Dann  ist  jeder  Punkt  diesea  Raumes  ein- 
deutig durch  u,  >\  v:  bestimmt,  und  gleichzeitig  ein  System  *on  3 
Flftchemcbaren  u  -  sonst,  v  --  comt,  w  =  aonst.  Nur  diu  letzte 
tat  gegeben,  doch  sind  durch  sie  auch  die  2  andern  bestimmt,  wenn 
eine  einzige  Fläche  w  —  const.  in  Parametern  u,  <>  darg< 
Da  das  System  der  »,  »  auf  dieser  individuellen  Flache  noi  I 
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gewählt  worden  Kann,  so  setzen  wir  fest,  dass  daaelbsi 
u,  =  const.  und  "  =  const.  KrummungsliniiTi  sin 
wendige    und   ausreichende  Rediuguii;{   der  Onl,.. 
stiiniiUrii   Fläche  nsystems,   dass  u,  v  auf  allen   Flächen 
Parameter  du-  Kriiinmungslinieii  werden,  und  zwar  folgt  dies  sooq 
siFe  dnrcli  die  ganze  Schar,  wenn  es  nur  für  die  conaeciilive  Fl* 
t  wird. 


Die  Bedingung  der  anfänglich  construirteu  rechtwinkligen 

versalcurvcn  {><  —  const.,  »  =  const.)  ist 

8*  a«  & 

KD   p,  7,  r  die  Richtungscüsinus  der  Normale  der  gegebenen  Flicl 
äer  \\  ort  von 


-K©+(l)+(l)' 


für  den  rechtivinklichen  Durchschnitt  glciidmiiltig,  iliig<^<- 
für  die  gi-^uljuiir  riuiln.iischar  ist. 

Die  Bedingung  der,   nur  auf  eine  Fläche  anzuwendenden  Ver 
gsiig  über  die  «,  <>  ist,  dass 

,_«•»;,  ?«9,     8,S=_ 
'       B«S  I  S»  8,T8„a,  —  u 


8", 


sei.    Dasselbe  wird  noch  für  die  consecutive  Flüche  gelten,  wenn 

?=»•■  F-» 

Btc  '         dre 

ist.    Nun  hat  man  nach  Differentiation  von  (3): 

Bf_  _  8*  B^Np.dy  SJtq.Ss  i  St 


:+ 


<<>i       Cr 


+1 


Bx  B.Np  ,8i/ d.Xij      Ba  3.1fr 
oder,  wegeu  pBx-\-qSi)-\-i-Bs  =  0: 

— w(kB»+-)   •*" 

—  MF 


fc 


i  •!iii/ni:./i  ortlopmwtM  ttithagnUm  mmtgMrtu,  28" 

Da  nun   F  —  0  ist,  so   verschwindet  bedingungslos  die  Gr 
I  dir  erste  Bedingung  (5)  tiillt  weg. 

Zur  Differentiation  vim  F  ist  folgende  Eotwickelung  nötig.     Dil- 
-entiirt  man  die  Gleichungen 

3z   .  Bar 

,  so  kommt: 

3«  &r   .         .      3.  Am  , 

3ji  3a  ,        ,      3.A%  , 


ml  /«.ic  hat  man: 
d.Np 


dN. 


„V»_t 


nach  Auflösung  Uta  Gloichnngsäyatems: 
8JV    3»     ft 


,3p        /BAT         3iV   \Sa:       /flAf         3JV   \Si 

[  man  lint,  weil  /  —  0,  die  3  analogen  Gleichungen s 
3;>  tgA/S*      1  dNdx 


wo  i*  =  rg  ist,    und  *, /",  17    die   Fuiklftmentalgrosseu    \.  Ordnung*) 
für  die  Fläche  »•  =  const,  bezeichnen,  vou  der  wir  ausgehen. 

Ferner  ist  nach  Eigenschaft  der  Krümranngslinien 
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DiflVreutiirt  man   nun  den  Ausdruck  für  F. 
im  Formeln  (1)  (7): 


et/-'  _  Sa    3V 

i.ivri/uv*.    i 

s*fi  la-VstJ  -*-■■  J 

i  ■"*  ■  »/  &j    \ 


i  tv  8jv     i  cff  e.v  ,  s»ä 


Demnach  i-l   dir  einzige  Bedingung: 


v-X       8 Inga  .".V     aioirvc.v 


f,-     5. 


Aus  ihr  folgt,  wenn  sie  Tür  die  erste  Flüche  gilt,  dass  u,  ■  auch 
der  consecutiven  Fläche  Parameter  der  Krümu 
sen    wir  sie  i'ür   all»?  Flüchen    gelten,   so   sind  u,  r>   Pai 
Ki'lliiiiiiungslinicii,  mithin  orthogonal  anfallen,  und  das  ]  . 

ist  dreifach  orthogonal. 

Um  jede  ITudcutlichkcit  zu  entfernen,  welche  in  besondern  F 
Im  .ms  der  Bestimmung  der  Parameter! i nie u  (u),  (r)  als  Krümmung) 
Union    entspringen    könnte,    haben    wir    unter   die   Krliinmnngslk 
Systeme-  alle  diejenigen  Curvensysteme  /n  begreifen,    wi 
diuguugei] 

f       nt     F=ü 

genftgen,  auch  wenn  durch  diese  Gleichungen  kein  System 

ist.     Letzteres  ist  der  Fall  auf  Kienen  und  Kugeltlücheii. 

Auf  Ebenen  sind  p,  g,  r  constant,  daher  ist  stets 


F=-dv\pd.+"d/t+'-dl) 


—  0 


auf  KugelHltcheiL   tnuss  ebenfalls  für  /  =  0  auch  F=0  sein, 
hier  alle   sieb  rechtwinklig  kreuzenden   Tangcntialrichtungen 
girt  sind. 

Da  nun  nach  (l>)  ans  F— U  nuf  einer  Flache  immer  /  —  0 
consecutiven,  mithin  wieder  F=0  folgt,  so  sind  beule 


i  oderKugelflachon  lässt  sich 
tu   einem  dreifach  orthogona- 
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i  auf  der  ganzen  ebene»  oder  sphärischen  Flächenscliar  erfüllt, 
■nn  auf  einer  solchen  Flüche  ;'  —  U  ist.  Demnach  fällt  hier  die 
dingung  (8)  weg,  und  man  bat  den  Satz: 

JedeSchar  vonEbe 
'.  Flächenscharo 
i  System  ergänzen. 

Da  Gl,  (*}  ans  den  Gl.  (9)  hervorgeht,   so  folgt,   dass  sie  auch 

'  jeder  Ebenen-  und  Kugel  schar  erfüllt  ist.    Daher  ist  ohne  Aus- 

iie  Gl.  (8)   notwendige  und   ausreichende  Bedingung  dafür,  dass 

Flachcnschar    einem   dreifach  orthogonalen   Fliichensystem    an- 

irt. 

Dennoch  findet  folgender  wesentHehe  Unterschied  statt    Ist  eine 
läclionschar  gegeben,  ilie  aus  lauter  Ebenen  oder  Kugoltiächen  be- 
sät, so  ist  das  dreifach  orthogonale  System  durch  sie  nicht,  bestimmt, 
giebt  deren  unbegrenzt  viele,  jode  andre  Fläcbensehar  lilsst  nur 
i  einziges  zu. 

t'ui  den  Umfang  der  Variabilität  des  Systems,   welche  bei  gege- 
lcr  Kugelschar  möglich  bleibt,  /u  übersehen,  wollen  wir  an  einer 
u  die  anfänglich  angedeutete  Construction  in  Ausführung  bringen. 


2. 

Die  Gleichungen  einer  Kugel  seien: 

*  —  *o+Ap;   y=yo+'"/;   »  — «j+fcr  (10) 

'  (■rnjn=u)  Mittelpunkt,  h  Radius,  beide  Functionen  von  u>] 
ichtungscosinus  des  Radius  und  der  Normale,  Functionen  »OD 
J  Gleichungen  der  conseeutiven  Kugel  seien: 

,  =ao+3«o+(A  +  3A);>,;    etc. 

I  nun  der  Punkt  U,;/,  ;J  auf  der  Normale  der  Kugel  (10)  liegen, 
i  sein 

*i  -  *fc-H*-M>J9»;     ^c.  (11) 

i  D  unendlich  klein,  aber  Function  von  «-,  <\  ic  ist,  also 

(A +  «)/»  =  &-„  +  (A +3%,;     etc.  (12) 

mnit  man  die  Quadratsummo,  lässt  die  Terme  2.  Ordunng  weg  und 
yidirt  durch  2A,  so  kommt: 

=  34+11,83»+«,  3«,  -fr,  8*  =  Bk  +  Hd,0 

wo  &„  Bogenclomcnt  der  Mittelpunkt sbah u ,   //  Cosinus  des  Winkels 
wischen  ihm  und  OjMM*!*  Badius.    Dies  in  (12)  eingeführt  giebt: 
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(Ä  +  3A  +  flfr<))p  =  ar11-HH-ak)ft;     etc.  (U) 

und  nach  Division  durch  ft+3A: 

(i  +  "i*),  =  %+*-,  ata.  i 

Multiplicirt  man  mit  „-">  so  giebt  die  Summe  der  S  Analog«: 


('+"**) 


f  ftr1)+<f8y,i4-*,3%  _  3*o 


-f-ff    oder 

&fl  /,        "V  &  / 

und  nach  Division  durch  den  Coefhcionten  von  H  erhalt  man: 

"~  '    K  ~~V+  h  )~T 

Demzufolge  geben  die  Gt.  (14): 

(      ,    pSri.-i-qSyn  +  rSsfX  Sxa 

Pl^-.   ^j+^.JlXA_«L-T^_-»jp__B.      etc.  po 

und  die  Gl.  (10)  gehen  über  in 

•i-«o+(i+a»+j'afo+5flft+',aopi  etc.        (in 

Es  ist  nun  vorauszusetzen,  dass  auf  einer  Flache,  nämlich  dff 
Flache  (10),  die  Linien  <■  =  coust.  und  .-■  =  const  sich  unter  rechtes 
Winkel  schneiden,  dass  also 


B  sich  reducirt  auf 


3p  dp   .   3fl  0g       cY  9r 


p^.'^a^ä» 


+  £  * 


-o 


(W) 


und  dann  die  Forderung  ym  erfüllen,  dass  auch  auf  der  cousecutiv« 
Fläche  für  dieselben  Parameter  werte  ein  rechtwinkliger  Durchschnitt 
erfolgt.    Es  müssen  also  die  Ausdrücke  (11)  der  Bedingung  genügen: 

i  Ö.Vi  hi  ,83,83, 


.'+' 


Die  Linke  ist,  was  immer  I)  liedeule.  schau  sofern  ps  sammt  1 
Derivirten  unendlich  klein  ist, 


um  eÜMM  dnifack  orthogonalen  FlSchauytient  amtitjthiir-tn. 
SOpap  +  qSs  +  rlr         SD  pSp  +  qSq  +  rfc 

-»ST  5? r*s  S 

=  0,  wofern  Gl.  (18)  bestellt,  folglich  sind  die  Parameter  «,  w 
f  allen  Flächen  orthogonal,  wenn  sie  auf  einer  einzigen  so  bestimmt 
3  bereits  bekannt. 

Znr  Bestimmung  der  2  schneidenden  Fbicbenseharön  dienen  die 
.  (16),  deren  dritte  eino  Folge  der  2  ersten  ist.    Nach  ihnen  bat 


f>d*o+g8jto-t-i-a»o 


&% 


a«. 


^ 


Um  die  3  Variabein  p,  j,  r  rational  auf  2  unabhängige  /.urück- 
brauebt  mau  nur  den  Punkt  {pqr)  von  der  Kugelrlüche 
r-q'-|-,'!  =  1  stereographiseh  mittelst  der  Substitution 

P  =  £;      f-Jl       r g-» 

>  zur  Abkürzung 

£_  2 

setzt  ist,  auf  die  Ebene  m  Übertragen.    Hier  bezeichnen  |,  q  die 
tesiseben  Coordiuateu   der  Abbildung.     Um    letztere  dann  durch 
e  Abbildung  iu  ein  beliebiges  orthogonales  Curvcnsystoni  übergehen 
i  buBen,  substituiron  wir  ferner 


i  wird 


1  £—» 
1  i  1+p* 


i  gleicher  Form  stellen  wir  auch  i 
Sct  Mittclpunktsbahn  dar,  nämlich 


1  +  *"- 
Richtungscosinus  der  Tangente 
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Fuhrt  mau  diese  Werte  La  die  Gl,  (19)  ein,  so  Bndct  ■ 


(■--. 


liier  sind  nicht  nur  die  Gesuchten   (*,  v   geschieden , 

Gleichung  einzeln  zu   läsen   iwf.   soudym  boide  haben  ;iu*.h  i 

Form,  deren  allgemeine   Integration  iiu1-   irgend 

gefunden  werden  kann.    Eine  solch* 

man  die  Aufgabe  dahin  abändert,  dass  nicht  di 

sondern  das  allgemeinste  dreifach  orthogonale   ! 

sein  soll,  iti'ssi'n  eine  Ftocliciisehur  aus  Kugeln  bestellt     Item  k 

man,  wenn  x,  A  zwei  willkürliche,  aber  eonjngi 

tbmen  ron  ■■■  bezeichnen,  die 

fl     ^     X,        V  =  i 

.lili^ini^fii   \<m 
die  entsprechenden,  glelch&llfl  coujugirten 
Wickeln, 

Gleichviel  ob  «,  ß  aus  gegebener  Mittelpunkts] 
und  x,  X  durch  (22)  gefunden  sind,  oder  x,  k  als  willktli 
tat  werden,  und  a,  ß  sich  aus  ihnen  ergeben,  an  wird  man  ii 
die  allgemeiueo  Integrale  von  (22)  in  der  Form  darstellen  könnei; 


(22)   annehmen    und  aus  denselben  GL  (! 

:..i,faiic   „„,»„.,;..(.„.   ty 


-■+ 


7 


»=i+- 


welche  in  die  Gl.  (22)  eingeführt  ergehen: 

108  *■  7     i+./i     * '    * 
,„„»  _  Z*1— f-h"* &"    »  - 


'»,;.. 


/=* 


/*? 


J,S.„ 


m-n 


war  *),  Aa  Functionen  von  ic  altein,  dagegen  die  Inte 
COnat&nten  .1,  11  Functionen  von  u,  p.  Dann  ist  die  -U.nii 
treffen,  dass  auf  einer  besondern  Flache  w  =  (w) 


m  nun  *  ■ 
ogoiun  hierfür  (18)  gebt  bei  der  Sah* 

;"a'*_   „ 
Wird  iillgeTTit'iii  erfttlll  durch 

H   -  p(*-f  '■■):       »=  ./.("—-) 

■;-.   oder,   dttmil  <•.  and  v  conjugirt  bleib 

eile   y.    Di<_'  Substitution  (26)  ist  nämlich  gleichbedeutend  i 

Abbilduuj.-  der  Paraiueterliiüen   auf  der   Ebene   in  du  i 
id    gerailliiitiro-   System.     Sofern  web  jedes  orthogonale  Cun 
nach    U'linliilik'ü  >l>r  1  hi^In-in-k ruf ate  so  abbilden  lilsst. 
.öanng  allgemein.    Anf  der  Flache  w  =  (u*)  hat  mau  also; 


»<«  +  .>.  0 


(«■) 


fc,  -o- 


ttl? 


sind   aber   vi,  «   selbst    coujugirl    und    von    der.    Für 
:  "p?  i  0-    Wir  können  daher  einfacher  schreiben  : 

werden  die  Gl.  (-'"■): 


Das   allgemeinste   dreifach  orthogonale  Flikhensystem  mit  < 
dsdiar  ist  also: 

;,  w  durch  (27),    «,,  1,  durch  (26),    *,,  *,.  xs,  A,   di 
durch 


t  sind,  wahrend  x.  A  als  conjugirt  e  coniploxe,  A,  »„  als  res 
von  i",  sowie  die  reelle  Function  <p,  willkürlich  bleiben 


lieber  einige  Satze  aus  dem  Gebiete  der 
Dreieckslehre. 


Herrn  Norbert  von  Lorenz, 

:-rni!.  phil-  in  Wien. 


Bekanntlich  bestehen  für  die  Abstünde  pt,  jj,,  p3  des  Mittelpunkts 
des  einem  gegebeueii  Dreiecke  von  den  Seiten  x,  y,  s  umschriebene! 
Krciaes  dio  Formeln: 


«(-«■+,«■■■ +■-■) 


8/  '    "  ~  8/ 

respeetive  für  die  Summe  dieser  Mittellote  dio  Gleichung: 


,(*'+?-/, 


Pt+Pi+Pi  - 


8/ 


Da  der  Zahler  des  rechterhund  stehenden  Bruches  augenscheinlich  mit 

-„(«"-»»-•!+2».-)  +!)(JJ_,>-,!+2jl)+=(«»_^_3.+  n,l)+2^ 

-  (*+j-~a)  (*-»+*)  <-*+»+=>+ *•>-- 

ideutisch  ist,  und  das  den  ersten  Bestandteil  dieser  Snmmo  bildende 
Product  gemäss  der  allbekannten  Hclatiou 


/-  ir(«+»+"H*+»-"K«-«+"1<-»+|f-H> 


i   Gtbitle  dtr   DreieduUhrr 


btcIi  den  Quotienten 

i  die  Darstelinng&weise: 


ersetzt  werden  kann,  so  gestattet  (1) 


*  +  >/+  =  ' 


E  b,  in  jedem  ebene»  Dreiecke  ist  die  Summe  der  3  Lote  pt,  pt, 
gleich  dar  Summe  der  Radien  der  diesem  Dreiecke  ein-  und  nin- 
riebenen  Ereisc. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  de«  enteren  mit  »,  jenen  de» 
reu  mit  r,  so  wird  also: 

Pi+P»+P>  =»+r  (2) 

i  ferner   •/„  i/.,  gg  die  von  den  Ecken  bis  zom  Mittelpunkte  des 
Dreiecke    wngeschriebemn   Kreises   gerechneten   Stücke   Heiner 
mkelhalbiruugslinien.  so  bestebn  für  sie  die  Formeln; 

|/g(g+y— «j 
*        K    »+»+.  ' 

mnu  das  Prodact  dieser  <]rui  Grosse,  so  ci-gibt  sich; 

■V-- 


ipedive 


'  +  .H-- 


•+»+» 


5i'/*  9a  " 


(3) 


:.  das  Produet  aus  den  drei  Strecken  g,  -;„  Vl  ist  gleich  dem  Pro- 

!   aus  dem   vierfachen  Hjidins   des  dem  Dreiecke  umschriebenen 

i    das   Quadrat  des   demselben   eilige  schriebe  neu    Kreises. 

i  beBteheu.  unter  it.  ß,  ■/  dir  den  Seiten  des  Dreiecks  gegeu- 

ärilegenden  Winkel  verstanden,  die  Itelalienen 


cos  «  =  — ,   cos  (i 


_  !'■ 


cosy  —  ™ 
ib  EUmination  der  Winkel  die  Gleichungen : 


1-* 


•er 
•er 


resnltit-cn;  d,  }i.  es  bestehe  zwischen  den  8  GrÖMOn  pt,  i»»,  jm 
Sfc  0*.  ri  *  neben  Jen  Beziehungen  {2)  uuil  (3)  uoch  drei  wdl 
GiBkbnQgen,  so  dass  sieb  mit  ihrer  Hilfe  jede  dieser  Grössen  it 
drei  aodero  demselben  GrGtssensystcmc  ungehörige  Elemente  i 
drucken  lässt 

Im  folgenden  sei  es  uns  gestattet  die  interessantesten  dieser  Be- 
lationen,  welche  durch  die  Symbole 


1)    '  — /(«w  «*:  5a). 
3)    '■  — /(Aiftift)) 


charakterisirt  sind,  in  Xürzo  zu  betrachtet!.    Sie  sind  oll 
weise  bekannt,  (2)  und  (il)  aber  noch  nicht  in  einheitlid 
gleitet  worden. 

Nach  Gl.  (3)  ist 

■tr*"  —  ih'LilM 
ans  Gl.  (4)  folgt 

Art*  =  2^,V— Pi) 

woraus 


p] : 


Sfg, 


resnltirt,  und  analog  p~    and  p8  unter  Hinzuziehung  von  (5)  und 
sich  ergeben. 

Nun  handelt  es  sich  darum  pt  uoch  auf  oiue  zweite  Art  in  Fn« 
üou  von  jfj,  ./,_,.  gj  und  r  darzustellen,  wodurcli 
Forderung  r  =  f(qv  q%,  q3)  durch  Comparation  der  beiden  Darsld 
Inngsweisen  sofurt  erledigt.  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke 
der  Gl   (4J,  (5)  nnd  (C)  und  erhalten  so; 


-Ar 


oder  wouu  wir,  nnter  Einführung  der  ,\ijkflrzang  f  =  - 
die  Sniume  der  MittflUote  aus  (2)  ersetaea: 


>+if+s' 


Igt.    Nun  ist  aus  Gl.  (-1) 


iVd  -  -:>> 


ulUiekt  man  nun  noch  i 
lüde  Substitut!« u 


dieser  Formel  für  p,  die  aus  (3)  statt* 


Vgiftii 


.nuii  ilie  Eweite  DtretaHnngBwdBe  von  ;i,  -»Afei  9ti  3*  ')  gewoa- 
i  ist,  welche  in  Verl  lind  uii  g  mit  der  eben  vorausgegangen  eu  liefert: 


3a,  ' 


■aa\      VÜ*Ü 


(,/(4r— 9,9,3s()l/r 

xjer  nach  Kürzung  durcli  die  rechte  Seite 

eiche  Gleichung  nach  r  geordnet  gibt: 

lor  in  homogeuer  Schreibweise! 

_ U ftW  +  V'/j*  +ft*g»'  ,  p ''Ji"';<i  +  gi;'/a;+gt;i!t5')' 

—  ■h'h.'h  "0 
i  welche  Gleichung  also  der  Radius  des  einem   Dreiecke   ihm- 
riebenen  Kreises  durch  die  Wiukolkalbirenden  ausgedruckt  ist. 

Nim  gelangen  wir  mit  Leichtigkeit  zur  Aufstellung  der  Beziehung 
Nach  Gl.  (7)  ist 
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oder  mit  Zuhilfenahme  der  Substitution  r  *=     5«  - 


Pi  = 


andrerseits  liefert  Gl.  (8) 


respective 


(fetfafoi2- &*)        «(«z,'-^) 


4^  *' 


2gi*(l-*»e) 


,.2 2«8 

woraus  nach  Kürzung  durch  ^-^ entsteht 

lq± 

oder  nach  Restitution  des  Wertes  von  * 

^  'il<Ys<fo  '        Ä 


0 


wodurch  also  der  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises 
durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugenden  Linien  ausgedrückt  ist. 

Noch  weniger  umständlich  gestaltet  sich  die  Aufstellung  der  Be- 
ziehungen 

r  *-=  /"G'n  V*.  2>.\)     und    s  =  .f{pu  p2<  j>3). 

Bildet  mau  das  l'roduct  der  Gleichungen  (4),  (5),  (f>),  so  erhält  mau 
sofort : 

('-?)('-?)('-?)-SOT 

welche  Gleichung  naeli  Auszichuug  der  Quadratwurzel  aus  beiden 
Seiten  und  nach  vollzogener  Substitution  des  Productes  q^q^q^  »w 
Gl.  (3)  die  Form  annimmt: 


V2(r—  7>j)(i — 7)2)0 — ;>.H)  =-  «Vr 
oder  nach  Substitution  von  *  aus  Gleichung  (2): 


(9) 


/r%7 


V  2(r— ^(r— ^)(r—^a)  —  Ü>i+;>2+7>3  —  r)  V'** 
welche  Gleichung  in  Bezug  auf  r  geordnet  liefert: 

die  bekannte  Gleichung,  welche  den  Radius  des  dem  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreises  durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugenden  Linier 
ausdrückt. 


m  den,    (itbittr  der  Dreieckehhre.  299 

Hier  sei  es  uns  gestattet  auf  dio  völlig  identische  Bauart  der 
Uten  Gleichung  mit  jener  fttr  -  =  f  I  -.   — »  -  \    hin   zu    weisen, 

•       \&  <h  W 

welche  aus  «  =  f(qj,  <k,  </,)  [durch  Division  mit  *35jQ»9a  hervorgeht 

)  der  Form 

*        *  \«i        1t       1a/        'h'hi! 
[acht  mau   schliesslich  noch  in  Gl.  (U)   dio  aus  Gl.  (2)  herrührende 
inbstitution 

r  =p1+Ps+/'a  —  *, 
)  wird 

V?(p,  +ft-»)  (A+ft-*)  (ft+7»s^  =  »  Vft+A+fc-» 
i  Bezug  auf  «  ordnend  erhält  man 

—  2((;>,  +j>j  +Pa)(i>i  ft+ftfti+ftfti  —  7»i7'*P:>)  =  0 
B  Gleichung  liefert  also  den  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschrie- 
i  Kreises  in  Function  der  Mittellntc. 

Es  erübrigt  nun  noch  der  Vollständigkeit  halber  die  Relationen 

Cft,  Pfc  Pa)  =J('it,  it,  1t)    nnd    fci  Sil  «0  —  f(PÜ  Pii  Pa> 

jumhren. 

Durch  Vollziehung  von   ganz    einfachen  aus  dem  gesagten  leicht 
i  »bstrahir  enden  Substitutionen  in  den  Gleichungen,  welche  für 

=/<«ii  fls.  9s)     <u«l    »■—  f(Pi,Pt,vi) 
fgcatellt  wurden,  reuulürt: 

ind  ähnlich  ;>„  pv  tu  Function  von  </,,  j,,  ■/;,. 

Die  letzte  der  anzuführenden  Relationen  hat  die  Gestall: 

-VWftH-Pi'+A'J-fSp**  > 

+  it"/i:'U/'v/'.i—  ri,)(W+3i,iPj+2ftl!-  ft'H-SpiW»! 

U/Wj—  ;'iv)(2/n(/'s  +  J'a)+P*Ps—  iV)  +  WP   . 
i  .jj,  -;;l  iu  Function  TOB  ft,  J>>,  p»- 


Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Es  sunt  dl 
ebenen  Dreiecks  durch  die  Vcrbindungsl 

-  Mittelpunkten  des  dem  Dreiecke  tunschriobem 
demselben  eingeschriebenen  Kreiseis  aus; 

dieses  Problems,    in    Wi'li'hoiii    dir    .nuilyli.-'lii'  '/.•:■: 

n  hten  Grössen  an!  ■ 
ml  kann  zu  ermitteln  sein  durfte,  durchzufahren,  stellen  ■-■. 
Formeln  für  die  eben  erwähnten  bekannten  3  Grossen  auf,  in  mldhH 

dieselben  durch  die  gesuchten  Dreiecksseiten  ausgedruckt 

neben  wir  diese  Formeln  bo  bu  transl 

für  ihre  Tvilf  bestimmte  aber  vorderhand  noch  anbekam  ■ 

grossen,  und  zwar  3  an  der  Zahl,  eingeführt  werden  kOi  ■ 

mtl.  ist  selbstverständlich  die  Möglichkeil  gebotet 

durch  die  gegebenen  Grössen  auszurechnen.    Der  Umstand 

MTfl    Teilgrossei     ßinfl    geometrische   Hc-dentung    besitzen,    ermfigl 

ranebbarc  Gleichung!  n  «wischen  denselben  un  : 
kannten  Dreiecksseiten  aufzustellen,  welche  die  Lösung  &< 
len  Problem-  in  sieh  suhliragr.ti  und  dieselbe  auch  ohne  ■■■■  I 
in  expliciter  Form  hinzuschreiben  gestfit  len.   —   Zunächst 

r  die  Ltlngo  der  Verbindungslinie  ("0  des  Hüheiidurchscl 
dem  Mittelpunkte  des  dem  geaiichten  Dreiecke  eingeschriel 
Bezeichnet  r  den  Uadius  desselben  und  ■•  die  Länge 
bindnngsliuie  irgend  einer  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  II 
schnittsp  unkte  (wir  wählen  die  Ecke  der  Seiten  a  und  ■ 
q>  und  ■$>  die  Winkel,  welche  beziehungsweise  j-  und  :, 
Hegen,  so  besteht,  wie  aus  einer  passenden  Figur  leicht  abnlenf 
ist,  die  Gleichung: 


Bezeichnet  h,  das  [iöin.'uin.Tjteiidikei  auf  die  Satte,  i 
kaum  oder  leicht  ersichtlich: 

__  a^  ^  r  +  'r  —  ^ 

2),,-  2A, 


cosfoi  — W  = 


(-^  +  .'r  +  =i)(.r'-/  +  '*>  , 


Botst  mau   dieae  Werte  in  (l)  ein   und  bringt  dann  auf  die 
Ismen  Nenner  4A,S  und  &r,A,*,  so  wird: 

v      *Y-f<r'+»'-:')'-3V(aJ+»1— *) 


&+»> 


,*+,*)(-!=+»: +  S) 


am    im    QÜiH»  dtr  LnircUlrlTL  f{f)l 

Innern]  (.'/)  dieser  Differenz  gewinnt  nach  Einführung  der  all- 
lebunten  Relation; 


8**A,< 


Hiermit  ergibt  sich  für  mJ  die  Gleichung: 

3  _  ,y:» - (r'+  ya  -  &  fr»- y'+JJ  (- 


\,v,, 


1-.^.-' 


>cr  Subtrahend  dieser  Differenz  ist,  wie  die  einfache  Aufstellung  der 
«treffenden  Formehi  lehn,  das  doppelte  eines  der  gleichen  Producta 
i  der  Verbindungslinie  irgend  einer  Ecke  (wir  wühlen  wieder  die 
der  Selten  x  and  g  und  haben  daher  die  Lange  der  Verhin- 
ilinie  mit  '■  hu  bezeichnen)  mit  dem  IInheiisi;hiiitt|.mnkte  des 
Dreiecks  und  der  Entfernung  (y)  dieses  Punktes  von  derjenigen 
Dreiecksseite,  welche  durch  die  Verlängerung  der  Linie  r  getroffen 
wird 

Somit  gewinnt  m*  die  Form: 

■  iinch  Einführung  der  Substitution  cy  =  «-: 


womit  also  die  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  des  Hünenscunitt- 
luuktes  und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises  in  der 
oben  prilcisirten  Form  gefunden  ist 

Nun  schreiten  wir  zur  Aufstellung  der  Formel  für  die  Verbin- 
ingslinie   f»    des    Mölieudurch  Schnittes    mit    dem   Mittel  punkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wobei  wir  einer  etwas  inter- 
essanteren Transformation  begegnen  werden. 

Habcu    e,    tp    und   t/'    die    friiliireii    Redeutungeii,    und    Iji'.-i  i.-liiicr 
ausserdem  -/  das  Stück  der  an  derselben  Ecke  wie  a  entspringenden 
inkclhalbireiidcn  Linie  bis  nun  Mitiel]miikte  des  eäigeachrieban« 

Kreises,  su  ist.  wie  leicht  ersichtlich: 


—  o'+q"— ggflgOl 


—     2       -     s      I 

lab 

«*■*"    +  »+»+<  ■+»+• 

ird  hierin  /.,*  aus  der  bekanuten  Formel,  in  der 
S,  t  erscheint,  ersetzt,  so  kommt: 

.■(,■+»■-■')'+  («+>-■) I»- -  '  ''HritrSfatSÖ  I 


2  LarMMt  fAW  «nue-  jStar 

iclit   man   folgende   loicht   zu   veriticirendc  Saht 

inr  «», 

■■+>■- 


2»,        '  «        C      ,  +  ,+, 


iM-y-»)(»-rH<  «l»l«i 
iill/ii-lit  nas  jetzt  die  Snbstitatior,  der  Identität: 

r'+i/'-»")'  =  4.V- (<+»+*)  (*+»->)  (»-»+■: 

]  folgt  nach  einigen  kleinen  Rcduetionen: 

4*yz'  -  fr-l-y-*)  («-,-H  (-■■+»+■)  (-HtM^ 

um  (:'i)  eitler  Auslegung  in  dem  angedeuteten  Sinne  faltig  zn 
tenutzen  wir  zunächst  die  Identität; 

«MV+tH-»*.  =  JK»'+»'+'*)<«+»+-) 

-  («+»-.)(«-»+■)(-»+»+«)] 

in  (3)  eingesetzt  liefert: 


2<«+»+«><«+»— »>fv—i.+  =)(.-»+«•  + :) 

+  at»-t-j+<) 

Der  zweite  Posten  dieser  Stimme  ist    das  doppelte  Qnadl 
dius  (»)  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,    wäh- 
let der  Subtrahend  der  Differenz  im  Zahler  des  ersten  Bt 
leetnle  Rinngeraäase  Tnuufonnation  gestattet: 


j   ,1cm    Gtbitt 


■  (**+»*-2>)  {'*-»'+■?)  (-^+^+=s)  +  2^({^-y+^(^+,;*_I«) 
ich  vollzogener  Substitution  in  der  letzten  Gleichung  für  n-  kommt: 

"  -     s^+r-H  («+*—*>  (pi-i-W  (~»+*  i 

nun   nach   unseren   oben   gegebenen   Ausführungen    der    Bruch 
;*;hterbauii  vom  Gleichheitszeichen  mit  'a  identisch  ist,  so  folgt  uii- 

jfittalbsr: 

•>**— i* 

i  die  Relation,    Reiche  uns  die   Länge  der  Verbindungslinie    des 
lohcnschnittes  mit  dem  Mittelpnakta  des  unserem  gesachten  Drei- 

iüii-'lj.'ucn   Kr......   in  ,i,.r  Hilfst tvljton  Form  bestimmt. 

Die  Auflösung  der  vorgelegten   Aufgabe   erfordert  jedoch    ncili 
udarstellangaveiee  Ite  n,  welche  die  Einführung  der  Iden- 


i  (3)  notwendig  macht. 

Man  erhält  hierdurch  die  Form: 


=)(»— H-«X-H-H-') 


(,,/+.,5+i(:) 


-fo-f**+y«)-.2*"-l« 

^»+2^-1-^*4-1"  (4) 

Bezeichnen    o  und  «,    6  und  jS    für    die    beiden  anderen   iiöhen- 
•|iendiltel  des  gesuchten  Dreieekfl  diejenigen  Grauen,  welche  e  und  j 
,  vorstellen,  so  besteh»,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Formeln: 

•_>,-(..  |  j,),     «»  =  2r{J+ß,     v---M"+«) 


3Ü4 


Lorenz:   Urtier  einigt  Sita 


u-liuug  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  erwilgt.  di 
l;  e  die   doppelten  Laugen    der  reBpectiven  Entfernungen  des  Mittel 
puuktes   des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  von  d 
vorstellen   und  dass   von    der   Summe   dieser  Grossen    die  Glei< ! 
mit  der  Summe  r-\-e  van  nna  bereits  erwiesen  wurde.    Mit  Rücksicht 
auf  (5)  erhalten  wir  also: 

ay+M+y«  =  4r(r  +  .)  +  *.(«  +  P  +  7> 


Was   endlich    die   Entfernung  (;i)  des    Mittelpunkte« 

■  ilirirlii'iK'u   vom    umschriebenen    Kreise  anlangt,    sc  ist  nach    eil 
Bfttze  aus  der  Lehre  von  den  Potenzliuien : 

p*  =  1*  -2rs 

eine   Formel,   die   sich  auch  und   zwar  ohne  die  Schwierigkeit  sinn 
sjeiiLüü.M.T   l'i.iiisi'iii'iiKLtioueii  analog  unseren  eben  Begebenen  Ableitui 
gen  leicht  rerificireu  Hesse,  —  Die  bisherigen  Betrachtungen  f u  l  ■ 
uns  somit  zu  den  Formeln: 

nt1  =  rJ— at* 

n'  =  2**-C* 

p*  =  f1 — 2« 

Diese  3  Beziehungen  als  Bestimmungsgleich un gen  fllr  die  :i  Qrtsseo 

r,  t,  i  aufgefasat,  liefern  sofort: 


y+j^-mi 


2-r/2(n*+P*^ 


—  f    2(2<**-f-j>»}-m«) 

Da  j',  ...  /  jeder/eil    positive   reelle  Strecken  darstellen,    so    gestatl 
diese  Formeln  folgende  Bedingungen  abzulesen,   au  welche  die  rvla 
tiveu   Grossen  Verhältnisse  von  m,   «,  j>   geknüpft    sind,    damit    um 
gesuchtes  Dreieck  reelle  Dimensionen    besitze.     Aus  (7)  folgt_tmn 
telbar: 

8(«"+p»)>™») 

und  in  Rücksicht  auf  die  ebeu  aufgestellte  Ungleichung  liefert  (U)  | 
"mag; 


M 


* .    »,    oder 

■ 

wiche   Bedingung  aussagt,    dass  unser  gegebenes  Dreieck   «w   den 
ten  "»,•*,  p  lotweodi  ,  Winkel  besitzt,  der  jederzeit 

'  i"  gegenüberliegt.  Ausserdem  ersehn  wir,  durch  Zusammen- 
hing der  !.  und  2.  I/uglnrhung,  dass  m  slets  liegen  nun  /wischen 
i  Grenzen: 

,-)>,»  >v„*+y+~ri^fv        (ho 

Nach  diesen  vorbereitende«  Betrachtungen  konneu  wir  tm  Auf- 
Unng  der   3  notwendigen   Gleichungen   für  x,  y,  s  oberg^hu,   in 
machst  die  t3fÖ«ftil  r,  •,  '  eintnftdu  vi  erden. 

Wie  mau  sieh  ohne  Schwierigkeit  an  einer  passenden  Figoi 
Utgen: 

»>+,=+,<  _  2(,.+».  +  f.)  +  :>(„„+,,J+„r) 

ist 

««  =  10  =  r,  =  1< 

i  xngenBdifiviUrit: 

f+*  -  «{M-.+.)»-«trf+*+*»3+t* 

■  l'i'iifalla  k-iebt  ersiclirlicli: 

be  =  2«r,     •<•:  =  20.-,     afc  =  2yr 

a4+«+J«  -  2r(«  +  ?  +  y) 

-2.'+4f.+  i»0«ck  Ol.  (IS). 


Itcn  somit  unter  gleichzeitiger   Einführung  <ler 


schon 


i  Gl.  (5)  geläufigen  Substituten  u+i-f-r  —  2(r+«)  in  Gl    (11): 

'+J  =  2[4(r+.)■-2(2^+4l■.+l")]+6^,  =  8r"+2I' 

.  ist 

*n»+«H  ,.)  =  2(lr=+2.'+8n,+i')  ins  (4), 

I  folgt  somit  durch  Summatiou  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

(,+»+»)' -4((2r+,)*+t«) 


,+,+,_  2y(2r+.|>+t' 


Loren::    Utber  rüuft   ,v7't» 

i'ini-  wichtige  Gleichung,    ton  der  uir  sofort  den   ' 

/miicii  BeatimmnngBgleichang   ftir   unsere   gewichten    Dretedo 

machen  können j  es  ist   iiiünliih  bekanntlich: 


welche  Beziehung  im  Vereine  mit  den  Gleichungen  (4)  und  (12)  h 
ri'iilil,  um  ...  >i,  -.  durch  die  Grössen  r,  s,  <  zu  bestimmen. 

Wir  besitzen  als»  —  am  die  gewonnenen  Resultate  Uberofcbtl 

zusammen  zu  stellen  —  die  Gleichungen : 


■■'/         4r*y(2r+«)*-r-t* 

Die  Form  itieser  3  Gleichungen  überhobt  uns,  gemäss  eiown  In 
tun  Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen,  jeder  Elimination! 

und  wir  erhalten  sofort: 


t*-H*.2VVr+»)*-l-t*+u(i,-*+M+*r*+t*)-4r*Y&-±»)'+t'  = 

oder  nach  Vollziehung   der  durch  die  Gleichnugeu  (7),  (8),  (ü) 
benen  Substitutionen: 


1  /Ü^EE  fa'+iV+yp'-  awV-ia.iV1 

,i-}_2n«+y*+2mV— &«»»'— faV; 


■  2(**-b>*)- 


£l^ 


3»<S-4n«+ltpH-2"'V-8^''"'— ^»V 

af-Hy)-™* 


als  Gleichung,  deren  3  Wurzeln  u,=!r,  »j  =  j,  «,=  :  . 

3  gesuchten  Seilen    iu   Function  von   m,  «,  />  repritseutiren.     Nach 

s  jedoch  aus  der  Form  dieser  Gleichung  nicht  unmittelbar  e 
driil  ist,  dass  derselben  wirklich  3  positive  reelle  Wurzeln  znknmmi 
so  werden  wir  tiucli  die  Bedingungen,  unter  denen  dies  notwendig  i! 
Fall  ist.  BufimBtellen  haben. 

Vorher  .jedoch  sei  es   uus  noch  gestattet  2  interessante  Special 
e  der  Gleichungen  (14)  resp.  (15),  in  welchen  wir  zu  relatl 
icn  Resultaten  gelangen,  in  heteaetaftw,  ainÄwk  das  gleicl 


rechtwinklige  Dreh  I  die  brätst  <ü  (M) 

■'  ,  iiinl  behalt  ikher, 

i  i  lehrt,  einmal  nach  ■■  oMt 
doppelte  Wonel  von  (14)  als  einfache  Wurzel  bei    Nach 
Vollziehung   dieser  Operation  erhalten  wir   unter  gleichzeitiger  Kiu- 
fnumng  ton  n  au  Stelle  der  unbekannten  "   iowie  von  rlt  *,,  i,   au 
BOe   VOB  r,  ;  f. 

1  [2y(2r1+«l)*+e,*±v'4(r1*-2rt,I)-(2-, 

Wie  eine  einfache  Ueberlegtmg  lohn,  ist,  «renn  n„  »,.  p,   i'ur 
h.  j>  gesetzt  wird,  in  diesem  Falle: 


V~V,-",> 


iW-jv 


1       ■  («i-ft)      '     iC*,-*}' 

!  naheliegende  Betrachtung  ergibt,   dass,    wenn  *  der  Winkel  am 


nachdem  «,  >/>,   ist,  und  dem  entsprechend  die  Wahl  des  Vor- 


lebens in  den  Nennern  dieser  Formeln  ?. 
imit  die  Form: 


einlache  Combinatiou  überzeugt  uns,  dass  ti  sieh,  da  wir  es 
diglich  als  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  auffassen,  auf 
JB  Form  redneirt: 

lie  Basis  ("•)  unseres  gleichschenkligen  Dreiecks  besitzt  dii 
"-i,-^'_,T,-)VW=V*) 

)a  fflr  das  gleichseitige  Dreieck  m  =-  ><  =■  p  —  0  ist,  bo  wird  In  die- 
i  Falle  die  Aufgabe  unbestimmt,  Für  ein  rechtwinklige!  Dreieck 
i  den  Seiten  j-bj,;s  ist  f  =•()  und  es  folgt  daher  uns  GH,  (9)  im- 

littelbnr  die  Beziehung: 


•)  Ans  den  briilcn  leinten  Formeln   fi>lgl  <ler  bcnrlilcmwnie  Snlü: 
«,,  il«  einer  weiteren  Interpretation  ivol  nie  hl  bcüurC. 


litbm  mmlp   Sit- 


...  }■.■  lie  Stelle  von  >«,  »,  /<  gütn  t 

feraer  ohne  jede  Schwierigkeit  mau 
«res  rechtwinkligen  Dreiecke  iu  du  Fora: 

«S~2mt  =  n,ya+V5i»? 

irthr  im!  iÜi:  beiden  Katheten  *;,  ,*,  die  Gestalt  beritten: 


Zur  vollständigen   Lüsnng  des  Problems  erübrigt  nra 
srliiiu  angedeutet,   den  Nachweis  /.ti  liefern,   dass  Gl.  (15) 
l  positie  reelle  Wurzeln    besitzt .   wenn   »>.  w,  /■  der  durch 
tiiirten    Bedingung,    sowie    der    wol    selbst  vmiHmJlichen    Fi 
«~\-p'i>  m  genüge».    Zu  dem  Bebufe  entfernen  Wir  auf  die 
Weise  aus  Gl.  (14)  das  zweite  Glied  und  erhalten  so,  die 
bekannte  mit  Mg  bezeichnend: 

-i(4<r»-2r*)-<a*»-»»)L*s,+  ^<4.-'- 1  W*+10*+t     I 

=  0   (lt) 
reapective  nach  Einfthmng  tob  <».  n,  f) 

|/.W  +   |„'-|-1];,'.-     j  ,j-V_ 

Bezeichnet  in  Gl.  (16)  ;i„  rlt-u  Ooefheienten  von  «,,   u 
von  der  Unbekannten  freie  Glied,  so  findet  man  nach  etwas  umstand- 
lieber  Kechnung  als  den  in  der  Cardanischen  Formel  für  die  Iteaütil 
der  Wurzeln  cntsclieideudun  Ausdruck: 


q°\Lp"' 
4  "T97 


7(i+-\-i**+t*  +  4rk*  +  8r*  —  ianl*  —  4rt*> 


rechterhaad   vom   Gieu'hhrits/.ek'lien   in    der    Klammer 
Aggregat  von  Grossen  gestattet  nun  folgende  tlberraschendf 
formation;  es  ist  identisch: 


t*~ 


r*t*  —  4rs3  +  2r»(»)  —  (4.«  +  4*  V  -4- 1» 

(2«»-f-<*  —  W) 


-,-Ll7(4(2.»-(»J(r'-2«) 
orans  nuter  Zuhülfeuahme  der  Gl.  (7),  (8),  (St) 


— ft  (•»+-+w(»+»-p)(«» 


»+rt(-Ä+.+,j 


n,  p   Dreiecksseite q   sind,  so   sind  die   Klammern  wescutlich 

&ittv    und   somit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  wescutlich  negativ, 

lüso  erwiesen,  dass  rar  Gl.  (16)  rcsp.  (17)  der  casus  invducibilis  ein- 

|(ritt  and  demgemass  drei  reelle  Wurzeln  existiren  müssen;  daaussur- 

die   vollständige  Gl.  (14)  augenscheinlich  3  Zeichen  Wechsel  anf- 

I weist,    so   ist  auch  die  Behauptung,  dass  die  :i  reellen  Wurzeln  der 

■Gl.    (14)    resp.  (15)   auch   notwendig   positiv   sind,  verificirt  —  mit 

welchem   N*ehwui8c  wir  dieses  Problem  vermsstB  »ofle». 

Wien  am  1.  Norember  1878. 


Zur  Theorie  der  Attraction  einiger 
Rotationskörper,    deren  Gestalt   sieh  mir 
von  der  einer  Kugel   oder  einer   K.ugelacha&j 
unterscheidet. 


Herrn  Heinrich  von  Hoepfl  in  gen -Bergender  f 


Bei  der  Betrachtung  der  Anziehung  eines  homogenen  Rotatioi 
ellipsoidcs  auf  einen  Punkt  kann  ein  rechtwinkliges  Coordiuatensyafc 
so  gewühlt  werden,  dass  diese  Action  in  zwei  zu  den  gfcichbenannl 
Coordinatenachsen    parallele  Conipoucnten    X  und     V  zerlegt    w< 
kann.     Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Rotationsellipsoid  und 
angezogenen  Punkt  m  eine  Meridianebene  gelegt,   so  findet  die 
ziohung  natürlich  in  dieser  Ebene  stuft 

I.  Ziehen  wir  jetzt  speciell  ein  abgeplattetes  Rotation 
ellipsoid  in  Betracht,  uud  nehmen  wir  an,  es  seien  a  >■  S  dio  Hai 
achsen  des  elliptischen  Meridiansehnittes ,  und  die  Achsen  < 
fallen  mit  den  Coordinatenachacn ,  und  zwar  2a  mit  der  X-  nnd 
mit  der  1 -Achse  zusammen,  so  kann  die  Action  dieses  Ellipsoic 
aiii  einen  Punkt  nt  auf  seiuer  Oberfläche,  dessen  Masse  —  t  ist,  t 
kanotlich  durch  die  beiden  Componenten : 


ZMfü 


arctangl- 


■  ^tl-«Kto»Ü 


sgedrilckt  Worden*),  wo  Hfiit  Masse  dw  Eflipsotdci ,  «  und  ß 
■  iimi  i'-t'oordinateu  des  Punkte«  m,_i  die  Actum  Weler  Mas- 
inheiteit  in  der  Entfernung  =  1  auf  einander  bedeuten,  uud  eud- 

-,..      =  1    gesetzt    Ut     Führt  man   iu    diene    Formeln    die 


nierische  Excentrieitat 


| 


j  ein,  indem  man 


wo  p  die  Dichte  des  EUJpsoide*  bedeutet, 


und     M=*  4.wp*»Vl  —  «* 

il  berücksichtigt 


Ist  die  Abplattung   des  Ellipsoides  sebr  gering,   also  e  eine 

'  kleine  Grösse,   und  begütigt  mau  sieb  mit  angenähert  rieb- 

D  Werfen  für  die  Aiiziehtmir  —  indem  man  Glieder  mit  ed  bereits 

-nachlässig!  —  so  ist  es  vorteilhaft    in  den  obigen  Ausdrücken  für 

and  Vi  —  *-  die  bekannton  Reihen   einiraftlhren.    Man  er- 

fe.lt  dann: 

Jf  —  i«W£l— Ifl    i 

p  ilie  Glieder  mit  s4   bereits   vernachlässigt  sind.     Durch  1'ehergang 

Polare  «ordinalen   deren   Ursprung   wir   in   den   Mittelpunkt   de* 

llipsoides  gelegl,  und  deren  Achse  wir  mit  der  Achse  n  znsamnieu- 

1  denken,  ergieU  sich   diu  ltesnltante  R  der  Kräfte  X  uud  ¥ 

■  wenn  r  den  Radios  vector  und  a>  dio  Anomalie  des  Punktes  m  be- 

-  in  der  gewähltun  Annäherung: 


[8) 


R  -  J«f*/tl  + 1«"  -  A^eotV] 
=  ^(l+e^cos'n))  gesetzt  ist. 


(4) 


*)  Anmerkung.     D»    hier    keine    UiiIorBFhcidunir  /.wischen  Antiehuni;  und 
iloisung  nOlic  is( ,    so  weiJ«   ich  immef   die  Acttuii   mit  poiilitrrn  VoraitlieD 


Wh   fragen  nuu  nach  der  Richtung  der  n 
/ich  um;.    Pia  Richtung  der  Aetiou  auf  den  Punkt  («,  ß)  ktnn  lci< 
durch  die    C'oori.liiiali-'B    desselben    und    die    Ext 
werden.    Bedeutet  iiiimlieh  v  den  Winl  :  so   Rtchtuui 

mit  der  AUacisseuacbse  -V  wwUiMst, 

Y 

lang*  =  j, 

oder  nach  Eiafubruug  der  obigen  Werte  für  X  und    Y 
tangv  -  J[1+I«T. 

wenn  die  Glieder  mit  «4  und  höheren  Potenzen  von  r,  veiuaehlaaeij 
werden. 

Der  Winkel  t|/'    aber,    welchen    die   Normale   der  ellj| 
Oberfläche  im  Punkto  (a,  ß)  mit  der  A'-Aehse  einschließt.    Es)  bc- 
kau nll ich  darch 


tangif'  = 


i.    Da  nun 


ist,  so  ergiebt  sich  in 


tangtf.'-^(l+^) 


mit  Ausnahme.  Für  ß  —  0  oder  c 


Der  Rndiusveetor  des    Punktes  (o, 
A-Achse  deu  Winkel  q>  ei«,  somit  ist 


i),  wo  daun  u>  =  v'  ist. 

endlich   so  blieset    mit  de 


Es  ist  daher  immer: 


9  <  V  <  V 


mit  Ausnahme,  dass  a  oder  ß  =  0  sjnd,  in  welchem  Falle  der  ange- 
zogene Punkt  in  einem  Scheitel  der  Meridianellipse  liegt,    ond  <p 
#  =  t|/  ist.     In  diesem  besonderen  Falle   haben  die  Anziehung ,    die 
Kormale  und  der  Radiusvector  dieselbe  Richtung.    Im   Allgemeinen 
aber    kennen    wir   sagen,    dass    die    Anziehung    immer    1 

chtuug  hat,  welche  zwischen  den   Radius vcetor 
die  Normale  fällt. 


ai3 


Ni-hmtu  wir  nun  für  eiien  kugeoUkh  U,  dir  Aclhm  gesehen« 
l  dei  Richtung  der  Normale,  bezeichnen  wil  sie  mit  A',  und  zerlegen 
C  sie  in  eine  C'oniponcntc  R  in  dar  Richtung  du  Radius  viv.tors  und 
i  eine  zu  dieser  senkrecht':  CoiapMtale  $  so  erhalte»  wir 


Ä» 


,  a,4-««=Ä,-fÄ»tM(^*'— v) 


(«> 


BÜngt  es  nun  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  Grösse  P-tang^fij/— ip) 

vernachlässigender  Ordnung  ist,  so  können  irir  aanomeht  in 

serer  Annäherung  diu   wirkliebe  Actiou   ihrer   iii  die  Richtung  des 

svectors  fallenden  Componentc   der  absoluten  Grösse  nach 

eicusetzeit.    Wir  können  njuigsna  diese  Identität  auch  durect  naoh- 


dbstv  erstand  lieh    die    oben    ausge- 


Fiir  die    Bichtunn;    bleibt 
roebene  Bestimm uug  aufrecht. 

Den  grössten  Wert,  welchen  tuug<V— 9)  erreichen  kann,  h'udct 
l  leicht  mit  Hülfe  der  beiden  bekannten  Relationen 

tangv' — tangqi  //A*  , 


r  nodeu  dieses  Maximum  für 


;hört.     Es  ist  dann 


In  unseren  Falle  .    wo  das  Ellipsoid  nahezu  kugelförmig,    alsu  e 
klainor   Bruch    ist,     wird    auch    das    Maximum    von 
ig(v'—  <p)  sehr  klein,  uud  jedenfalls  tang'fy'—  gt)  <  ,'  sein. 

r    haben    nun   angenommen,    wir   mitten   es    hier    mit    einem 
leben  Ellipsoide  zu  tun,  für  welches  e  so  klein  ist,  dass  wir  in  dem 
isdrueke    für  dessen   Action  auf  m  Glieder  mit    a*  vernaclU assigen 
■   ohne    hierdurch   einen    bedeutenden    Fohler    zu    begehen. 
i  dieser  Approximation  gebt  die  Gleichung  (o)  über  in 

-V       »  (ß) 

Wir  sehen  also,    dass  wir  zwischen  der  wahren  Totnlaetioii  und 
rer  in  die    Richtung   des    Raditisvectors   fallenden  Cowpouetile  der 
nach  keinen  Unterschied  ev  machen  Laben. 

i  des  SphUroidea  können  nu  uns  nun  zusammengehe  i/i 
:  .heu  Kugel  mit  dem 
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t  i,  und  ans  der  Actio»  des  Wnbles,    welcher  < 
-  indem  er  auf  ihr  aufliegt        zum  SpfaaroEde  ergänzt. 

Die  Action  dieser  „inneren  Kugel"  bedarf  nun  keiner  besondere 
Untersuchung     -  und  zwar  aneb   in  dem  Falle,  data  ihr 
Schale  zu  Schale  variirt.    Ihre  Action  —  die  immer  ge 

(i'l|)uuk(  gerichtet  ist  —  findet  man  in  unserer  Atrulitruij.:.  wm 
ihre  mittlere  Dichte  ist: 

ff,  =  t*9i&/(l  -- 

Da  wir  die  Action  des  Wulstes  der  Grosse 
noste  in  der  Richtung  des  ltiuHus\['tfor>  gbii'-bziiwt/eu  I 
halten  wir  für  die  Action  dos  Wulstes,  »i 
/um  BphSroid  ergänzt   als    Mffereu*   der  Action  den  ^phlroides 
der  inneren  Kugel  —  wenn  y  die  Dichte  des 

Ist  das  Spbiiroid  nichl  vollkommen  homogen,    sondern  isl 

in  der  „inneren  Kugel"  eine  Function  des  Halbmessers  dei 

den  Schalen,  und  ist  iiir  Mittolwerl  v,,  and  kommt  dem   Wulste  d 

gleichförmige  Dichte  pa  zu,  so  können  wir  in  unserer  Annäherung  (I 

Action  des  Spbäroides  ausdrucken  dnreb: 

Liegt  der  Punkt  •••.  nicht  in  der  Oberfläche,  Sendern 
dei  Bphftroides,  so  Iftsst  sich  dio  Acüon  R  des  letzteren  anJ 
m  nach  einem  bekannten  Satze  von  Maclauriu  beroebues. 

lieh  -/'.  /,'    und   .■'    die   a,   b  und    c    entsprechenden   Halba* 

mit  dein  in  Frage  strebenden  coufocaleu  und  gleii'lidirbU'ii,  durch 

gelegten  Sphilroides.  so  ist  wenn  ff'  die  Action  desseJbi  i 

.-.i,  lni.-i 

ff  a*b 


hie  Auziehungsrichtuug  ist  alier  dieselbe,  welche  die  Actio 
Da  die  beiden  Sphäroide  confocal  sind,  so  kann  man 

letzen;  daraus  folgt  aber 


Ist  t  die  dem   grossen  Sphäroidc  entsprechende  numerische  Ex- 
rieisät,  also 


"«'+« 


»'>a,  respective  <o  immer  positiv  ist,  so  ist  ■<*!  un^ 
rden  wir  daher  folgerichtig  auch  die  Grössen  mit  e*  uud  mit  «*j* 
vern  ach  lässigen  haben;  die  Anziehimgsrichtang  aber  wird  einen 
i  kleineren  Winkel  mit  dem  itadiusvector  bilden.  Substituten 
r  in  Gleichung  (8)  für  R'  dessen  Wert  nach  Gleichung  (4),  so  er- 
iebt  sich 

R  -  **9  -jf  [1  -|-  ^—tV^cosV] 


r"ird  uuu  a  durch  /<  und  e,  «'  durch  //  und  (  ausgedrückt,  : 
j  letzte  Gleichung  Über  in 

6  -  $*P^[l+«,'-i!*,,--rVi,co8;VJ 

Führen  wir  noch  für  i'J  seinen  Wert 


geht 
(8) 


oder 


.•;■■ 


•VH 


ein,  iiml  vergehen  wir  jetzt  die  verschiedenen  Actionen  R  um  l'uter- 
echiede  von  den  früheren  mit.  Einem  Querstrich,  so  finden  wir  leicht 
in  unserer  Annäherung: 


a*      r        s*        *'       .  n 


(9) 

(10) 

(11) 

v"|    08) 

»  2*'  die  Rotationsachse  des  mit  dem  betrachteten  confocaleu  dnreh 
a  Sphäroides  ist.     (Wird  in  R3  p,  —  fi,  p,  gesetzt,   so  wird 
i  q>  unabhängig). 


.<:h  will  i  nwfcMfj 

Excentricital  auf  einen  äuseonii  Vm4.t  ihrer  ab 

lach  iu  Jcr  gebrauchten    Annäherung 

[loJcagesotsI  werden  kann,  von  welchen  ■  ■  .  ifrr  „hm- 

■  ■'i  Kugel"   [8.  31  l.i   nS  eixer   gewissen  .üc  asdcn 

Im-   letiou  einer  auf  ihr  anfliegenden  Kngdscuale 

iu-l  [In  Dwki 

ist.    Nehmen  wir  etwa  den  funkt  auf  der  Oberlntclrc  Regem!  an. 


Die  Actio«  der  Kugel  auf  m  wa 


J8V) 


und  die  Actio»  der  Kugelschule  ist 

//'  =  iirpV'/ü'eosV 
Durch  Vergleich uiig   der   Summe   aus  (5')  und    (13)   mit    (4)    arglekt 
sich: 

8»  =  (l+l«*J«    '«"1    J1—  U 


wenn  man  berücksichtigt,    dass  in  Ä'  die  Dichte  p' 
raultipHcirt  erscheint. 


Wir  können  demnach  saget 
wenig   abgeplatteten    Itoiatimwllipsi.ides    tutl  der  Dicht. ■    .. 
Funkt  seiner  Oberfläche    ist   der  absoluten  6n 
Summe  der  Aetion  einer  Kugel,  derem  Halbmesser  gleich 
Halbachse  ibs    KUipsuidt1*  ist.    mit   der  Dichte    (l  +  Je'Jp    und    dw 
Aetion  einer  auf  dieser  Kugel  aufliegendem  KugcUchate, 

■   HalhmcsscT   der    Ahst I    des    airgeze.gr i   P unkten  vnm   Mitlrl- 

puukte  ist,    mit   der    Dichte   ig,    wenn  .   die  numerische  BxoenMdOl 
des   F.llipsoides   bedeute!. 

I      Wir  wenden  uns  nun  /.u  eiuer  anderen,  viel  i 

Methode   die   Aetion   eines    homogenen  abgj 
,en   Rotatiousellipsoidos   von   sehr   geringer   I. 
ei  tat  auf  einen  äusseren  Punkt  zu  berechnen ,  wobei  wir 
La   früheren  Approximationsgrenzen  beibehalten. 

Hierbei   worden   wir   direet    zu   der   Formel   (11)  geh". 
treu  Ehtwickeluug  wir  früher  den   Maciaurin'scbcn  Satz   hl 

Es  kann  nämlich   in  unserer  Annäherung  die  Aetion  des  Wollte« 
«rechnet  werden,   wie  dii     1 
Kugst schale    mit    —    sil   venia   vorbo   -—    von  l'unkl  zu  funkt 
ü    Dicke. 
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Das  Potential  einer  unendlich  dünnen  Kugelschale  mit  der  Dirke 
iinl  der  Dichte  .1  ist.  der  Figur  1 ,  welche  die  „innere  Kugel"  des 
iliärnides  darstellt,  und  für  welche  die  Bezeichnungen 

AI'  —  y       OA     \ 
__  A'n=  1       OA'    I        .  , 

Wkl.  Al'ft  — «      Oft      ) 
teil,  entsprechend,  bekanntlich 


/y^pft'riBflfWt/M 


i.ibct  die  Integration  über  die  ganze  KugelflÄcbe  auszudehnen  i  t 

Fllr  den  Wulst  ist  die  Dicke 

3  =  r— b 

-4U+}^«Hr*i) 

geaetd  wird.    Daher  ist  jetzt 

ö  =  ä'«*cossA 

also  nicht  mehr  unendlich  klein.  Daher  ist  auch  die  Rechnung,  als 
ob  einem  Masscnelemente  mit  der  Dicke  6  nur  ein  r'  zukäme  — 
das  ganze  Massenteilchen  alsn  in  einem  Punkte  vereinigt  wäre  — 
nicht  genau;  doch  liogt  der  Fehler,  welchen  wir  dnreb  eine  solche 
Rechnung  begehn  ausserhalb  unserer  Aiiproximationsgrcnze. 

Die  Dicke  des  Wulstes  und  somit  auch  die  Massen  eines  Ele- 
mentes ist  gegeben  durch  ein  I'roduct,  in  dem  e"  ein  Factor  ist.  Ob 
nun  /i  durch  »''oder  durch  l--'-\-Ö)  ilividirl  wird,  ist  für  unsere  Rech- 
nung gleichgiltig,  da  die  Differenz  dieser  beiden  Quotient«  eine  GtrMM 
mit  ■*,  also  von  einer  schon  zu  TOraacUbfflgeuden  Ordnung  ist.  Es 
ist  unmlich 

p(i_J+...)-* 


7+1 ' 

Das  Potential  des  Wulstes  ist  ; 


Wo  ff 


mach : 


wobei  die   Integration  auszudehnen  ist  über  den  ganzen  Wnhjt,  r<-- 
;«'ctive  Qbor  die  ganze  „innere  Kugel obertt&che". 


dorn  sphärischen  Dreiecke  i 
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cos(yu---i)  =  lial  =  sin  ^  cos  ö  —  cosoisinficosu. 

Es  ist  daher 

r-oB*A  =  1  —  sin*?  oos9Ö  —  oo9VsiQ,öco«1»-)-2siQ<)oco3  ipBinö cosftco 

Substituirt.  man  diesen  Wert  für  cos1!  in  Gleichung  («),  so  geht  k 
tere  Ober  in: 

I"—  ii"«*p  //  ; [1  — sinVcos'Ö-    C08V8illöCOS*aj  + 

-|-2sin<)c>cosa>sin0cos0CM 

was  wir  der  Kürze  halber  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 

I"  —  Ji»  e*i/{Jt  —  äu*<pJt  —  cos'q» Jt  f  2  sin  g>  coa  9JJ . 

Nun  ist  aber 

r'*  =  6»+*»— 26f  cosfl, 

woraus  sich  durch  Differentiation 


ergieht,  und  cosfl  ist  als  Function  von  /  gegeben  durch 


Fuhren  wir  nuu  die  Integration  noch  r'  und  «  aus,  so  ial 
zwischen  den  Grenzen  (*— b)  und  (*+*)i  una>  "  zwischen  den  Gr- 
zen  I)  und  2«  zu  nehmon.    Es  ist  also 


■h 

P          pdr'               in 

und  —  weuu 
gesetzt  wird  — 

Ferner  ist 

woraus  durch  Integration  und  Reduction 


Setzt 
•o  ist 


■ 
gesetzt,  so  ist 

Nach  vollbrachter  Integration  nach  n  ist 


/•ain'Ö 

j3  -  y  -  r, 
-? —  y  — ? "  lh-ul 

ist 

mau  nun 

Die  letzte  Integration  fällt  weg;  denn  man  sieht  mit  Rücksicht 
an 
darauf,  dass  /  coatm/w  =  0  ist,  sofort  ein,  dass 

Wir  erhalten  sonach: 


Jt  =  0 

r=  fj  — pj  — va 


-[*-AjrH?««Vj 


Durch  Differentiation   nach  ■  erhalten  wir  die  Aetion   des  V 
auf  einen  äusseren  Punkt  (nach  Aenderung  des  Vorzeichens): 

Sun  ist  aber 

**  —  J,:t(l-J-l*COS*(>). 

wenn  //  die  kleine  Halbachse  und  i  die  numerische  Kscentririiii 
nl   1 1 1 -n t  iu  Rede  stehenden  cunt'ocalen  Suhüroides,    in  dessen  ( 
tobe  der  Punkt  m  sich  befindet,  bedeuten.    Fuhren  wir  diesen  Wert 
i  (14)  ein,  so  linden  wir  unserer  Annäherung  entsprechend ; 


II»  — 


■^a*.\f. 


~  \}  -  t  iT*  +  *  **  cos  v] 


(15) 


3*0 


jf  «•*/?(■ 


'   Altraftiat 


welche  Gleichung   vollkommen   mil  iler  frQhcr  gcfirodrt 

Für  den  Fall,  da» 
liegt,  ist  6'=  i,  tin.l  (16)  g#bt  du 

Es  könnte    für  den  ersten  Anblick    auffallen,    dlut 
)  ■■-  :-(3-'   die    einzige    Veränderliche    ist,    iu»d    dass    wir   im 
ÜDtion  nach  dieser  den  bereits 

rond  wir  doch  wissen,  da*s    . 
Ajuiehang  nichl  gegen  den  Mittelpunkt  gerichtet  ist.     Das 
tiena  verliert  sich  aber  Bofort,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  die 

tirende  Arri lor  Grösse    uacb    mit    ihrer   ConrpoDi 

Richtung  iles  Radiusvektors  bei  unserer  Approximation   i 
Was  wir  liier  befanden,   ist  aber,   da  das  Potential  um    i 
rentiirt   werden    kann,    nichts   anderes  als   die   iu    die    Richtung 
i  tors  fallende  Componento  ist  «Bei  4 

nur  in  unserer  Annäherung    gefunden.      Es  ergiebt   sich    also  a 
daraus,  liass  bei  der  gewallten  Annäherung  die  rcsultireudc  ,\c 
mit   ihrer   iu    die   Richtung   des    Radiuavectors 
der  absoluten    Grösse   nach    identisch    ist.     Ihre    Kichtoaf 
natürlich  eine  audere, 

Diueroiitnreu   wir   das  Potential  nach  a  oder  /S,   so   erhalten 
als  tsr  X-  nnd  F-Achse  parallele  Componenten  in  ■■ 


,,  ■.<'"-"->] 


und   linden    /.y'  =  J--|  /(;     Diese   Componenten  sind  jetlock  lid 

mit  den  Cotnponenton  der   factischeu  Action 

neb  die  Summe  Hirar  Quadrate  das  Qnadrsl  der  facti- 

giftbt;  denn  die  Cfuiipiniciiteii  sind  nicht  bloss  von  der  Grö 

auch  von  der  Richtung  der  Resultante  abhängig.    Mit  d*m 

stimmend  linden  wir  audi 

B 
-  =  taug  gp. 

Addirt  man  im  der  Action  des  Wulstes  (lfi)  die  Actio 
neren  Kugel"  (10),  su  erbült  man  die  Action  des  S|diaerolds  anf 
Punkt  m,  wie  wir  dieselbe  früher  (il)  gefunden  haben. 

Ee  ist  noch  interessant  die  Action  dieses  Wulati 
Häcbenpunkt   in   mit   der   Action   der   mit  jenem  eoticen  tri»  eben 
gleich  dichten  Kngolschale  mit  dem  inneren  Radius  b  und  dun 
reu  Radius  =  (oder  ]»  r  zu  vergleichen.     Man  siebt  niiinlicb 
dass  für  einen   bestimmten  Wert  von  a>  diese  Ai 
i  einander  gleich  sein  müssen.     Es  mnss  ffl] 
s  (6)  und  (13)  — 
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cos'9  =  115-f-*c08V 
ntehen,  und  dieser  entspricht 

cos*y  —  |    oder 
Wkl.  t  =-  :;.r>"  15' 61.8". 

DM  Bphaerold  zichl  sonach  einen  Funkt  im  auf  seiner  Oberfläche, 
:  welchen  Wkl.  tp  diesen  Wert  hat,  ebenso  stark  an,  wie  eine  Kugel 
:  dem  Kndiuavi;iiur  dieses  Punktes  als  Halbmesser  uud  derselben 
Übte  diesen  Punkt  auf  ihrer  Obertiäehe  anzielten  würde. 

III.    Wir  geben  nun  zu  dem  „gestreckten  Rotations- 

ilipsoide  mit  sehr  kleiner  Kxeentrieität"  ühc-r: 

Auf  dieselbe  Weise  können  wir  jit/.t  zu  den  Gleichungen  für  die 
Aioit  eines  gestrecktem  elliptischen  Botaturassphaeruides  und  des 
gehörigen  Wulstes  gelangen.  Indem  wir  hier  im  Allgemeinen  die 
i  Bezeichnungen  beibehalten,  ergiebt  sieh  wie  vorhin 


'  il'>r'9jj    p «OS8! 


i  wieder  die  Integration  aber  den  ganzen  Wulst  respeetive  über 
:an/e  „innere  KugclüberÜ  liehe"  auszudehnen  ist. 

Aus  dem  spbaerischen  Dreieck  ßPu  folgt  nach  Fig.  2: 

eosA  =  eoaif  cosfi+siu^sinÖcüSB. 

ibatitoiren    wir    diesen  Wert    für   cos*  in  die   obige  Gleichung,   so 
inlten  wir: 

■  jiVp  /   /     7 [COS'tyüOS-fl  +  3111- lf' 8111  "fleOS1"»-)- 

wo  nach  8  von  ii  bis  *  und  nach  tu  von  0  bis  2™  zu  in) 
DI«  Integration  des  letzten  Gliedes  giebt  nach  Substitution  drr  Grenz- 
werte 0;  die  übrigen  Integrale  kennen  wir  bereits  aus  den  früheren. 
So  erhalten  wir  gleich 

i'  -  >,  [(i + ,', ';;)  <*** + (» -  a  jS)**  ] 

oder 


r  Diffexentialqnotient  v 


l"  nach  *   (mit  geändertem  Zeichen)  giebt 
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Durch  Substitution   von  fd  +  i'eoft1*)  for  »:  geht  tt>< 

Liegt  der  Punkt  m  auf  der  Oberfläche  des  Sphaei 
iinil  Gleichung  (17)  geht  Ober  in 

El  bestellt  auch  liier  liexnglirh  der  absoluten  Gr    ■ 

titäl    der  Actii u    des  Wulstes   und   der   (fi.  321)   geh   ■ 

Kngelscbnle  auf  den  Oherfl  ft  che  n«  unkt  u  und  zwar  für  A< 

also 

Wkl    -■ 

ist.    Dieser  Wert  von  i>  mehr  dem  mitsprechenden  Wi  rfe 

trügt  90°.    Der  Winkel  qo  wurde  von  einer  A<  :. 

kel  ip  aber  von  der  Rotationsachse  aus  gezahlt.  Wurden   li 

von  iIit  ji'Wi-ilifit.'ii  Hntiitidiis-  -"irr  eiuer  -Ao-|ii.ir. 

werden,  so  würde  mau  sie  einander  gleich  finden.     Uch  hier  bat  i 

äaa  Potential  bloss  itiu  eine  Veränderliche  enthalt« » 

also  die  Comnoueiite   liili  i 

nach    in    unserer  Annäherung  mit  der  resultircndi 

ll.iiii'ii    wir    liier   eine   ähnliche   Untersuchung   i 

abgeplattete  Spbacroid  durchgeführt,  bo  hätten  wir  ^t JuihU-u.  <\*mtk 

Richtung  der  Action  eines  homogenen  gestreckten  RotatioBa-EIU] 

auf  einen  äusseren  l'uukt  nicht  zwischen  den  ßadiusvd 

Normale  füllt,  jedoch  ersterer  mit  ihr  einen  kleineren  "'■'. 

als  mit  der  Nonnale. 

Hie  Grosse    der  Anziehung    des  Spbacroidi 
durch  Addition  der  Gleichungen  (10)  und  (17)  und  erhalten: 


iu     r 


■PajTi^-^ 


Liegt    m   auf   der   ObertÜicho    des    anzieüeudrii 
1/        i-   ninl 

IV.    Zum  Schlüsse  wollen  wir  diese  Methode  mit  d 
selben  Appraximatiunsgrenzen  noch  eur  Be 
\»ii.iii   Bisiget  anderen   homogenen  Boh*l 
BD  Tunkt  anwendeu; 
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.11     Wird   aus  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  eiu  abge- 
tttetcs  Rotationsellipsoid   mit   sehr   geringer  Escciitricitiit 

—  welches  denselben  Mittelpunkt  wie  die  Kugel  besitzt  — 

crausgeschnitteu,  so  erhalt  mau  einen  Körner,  dessen  Actiou 

i  leicht  folgendernusien  uahermigBweiso  berechnen  lasst,    Ist  r  der 

dtstrahl  des  Eilipsoides,  so  ist  die  variable  Dicke  unserer  Schale 

r  oder,  wenn  wir  diu  auderen  Bezeichnungen  wie  in  Fig.  1, 

»halten, 

d  -  „-»{1  —  l^)(l  +  i/-'ms*A)  =  i««fsin»i, 

für  wir   in  unserer  Annäherung   ö  =  .$/«■- sin-A   schreiben   können. 
i  Potential  dieser  Schale  ist  somit 

1  =  $t>Vg    I  I    -, sm^i 

r  =  4*8*sP   /  / "• [sin*qjCO8sfl+C08V6iH*ßC0S*(0 

—  2  sin  (p  cos  tp  sin  fl  cos  f)  cos  w], 


s  frühere  Rechnung  berücksichtigend ,    kui 
reiben : 


i  wir  also  gleich  auf- 


>[(»+*£) 


8m*9>  +  I  4  —  -h 


&V\ 


Daraus  ergiebl  sich  nnmittelbai 


'-v  [;.',+,  '.:•;->. ';;-vn 


Der  Differetitialquotienl.  von  r  nach  »  (mit  geändertem  Vorzeichen) 
giebt  die  Kraft 


-l?-!?"^»]  <21> 

wofür  aus  früher  dargetaitcn  Gründen  wir  auch  schreiben  krumeu: 

[dagl   der   Punkt  m   auf  der  Kugel oberfltiche ,   so   ist   &'■=  i,   und 
(22)  gelit  über  in: 

Ä=2™e6Af[n-?CosV]  (23) 

■ei   Actioncii    hind    eigentlich  wieder  nur  die 
KadiuBvetton 
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««•r/Hl 


;  z-  n>    ■ 


b)    Wir  wollen  jetzt   eine   Schale   l»>tracli' 
vorigen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  da»  ibre  iuncre  t 
flache    bildende    Sphaeroid    ein   goatrecktea    ZSltJ 
Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  Figur  2.  im   Allgemein« 
—  nur  ist  jetzt  der  Kaditis  der  Kugel  —  n   -  -    i 
Schale 

i  —  UMp  /  /  iln*J 

oder  —  wie  man  lateM  Bnd«  i 

Für  die  Kraft  erhalten  wir: 


/,'  - 


nud  für  einen  lüigrloberflacheiljmnkt: 

c)    Endlich  hetraehteu  wir  noch  die  Action  eines  Wulstes,  weli 
dadurch  entstanden  gedacht  worden  kann,  da«  ansdora 
das  gestreckte  Botationssphaoroid,  welches  mit  dem  ersten  cu 
iiinl  dieselben  Achsen  2n    -  'lh  wie  jenes  hat,  heran sgescbaittd 
Bei  der  Berechnung  der  Actio u  dieses  Wulstes   benutzen   wir  1 
Figuren,   und  lindem  diu    Bezeichnungen  uur    insofern . 
Badienveetorcn  der  Sphacroidalnachcn  nach  den  /ugebiirigvn  i 
lien  des  Funktes  m  mit  e(V)  und  i\q,),  und  die  Anomal»  n  £  I    ! 
ji  beBOglicb  mit  A<f>  und  Ai*>  bezeichnen. 

Die  Dicke  ii  des  Wulstes  ist  demnach: 

«     ■  r(f)— r{tn 
Ei  tat)  aber 

1(1      1.  ■ 
und 

«1«  —  4(l+je"eOB*l(*i) 

1  •     iftf*(eos*Ai(i  —  GOa'lff )) 

Das  Potential  des  Wulstes  ist  somit: 

Nach  den  vorhergehenden  Rechnungen  ergieht  sich  leiel 


Daraus  folgt: 


Ur  die  Aetiou  erbält  man: 

iueu  Puukt  auf  der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Sphae* 

Ä  =  2-fj>/./r![1*j-f--J(eosV  —  cos**)]  [97] 

Durch  Aneinanderreihung  der  drei  Schalen  III.,  IV.  C,  IV.  a, 
ihm  mau  eine  Kugel  schale  mit  a  als  äusseren  und  /.  als  inneren 
dius  bilden;  du;  Summe  der  Aetbueu  dieser  drei  Schalen  mn-s 
tnuach  der  Aetiou  dieser  Kugu]  schale  gleich  sein.  Die  Additimi 
r  Gloicliungon  (17),  (22),  £86)  «der  der  Gleichungen  (18),  (23),  (27) 
:  in  der  Tat  die.  Ausdrücke  für  die  Acliun  dieser  Kugelsehale. 
.  klar,  dass  diese  Formeln  erst  dann  ciue  grössere  Iledcutung 
eu,  wenn  die  Schalen  auf  Kiii'nern  mit  grösserer  Masse  auf* 
,  da  sonst  die  Vernachlässigung  vcrhältuissmässig  bedeutend  ist. 


XV. 

Miscellon. 


Elementare  Anleitung  des  SewtonVhen  Orm  lt»tloni*«f.etKs 
aus  llcli  :5   KrplcrVIicn  fit  ml  IUI 

In  ilon  elementaren    Lehrbüchern   wird  gewöhnlich  nur  | 

1)  dass  der  FläfhensatK  an-  der  A bme  einer  Central  kraft  t 

irerdeu  kann  und  -')  «Inas  im  specialen 

diese  Kraft   umgekehrt   proportional  der  Entfernung    ges 

■im  das  3   Kepler's  Die  folgende  I 

trac  Mutig  wird   zeigen,   duss  mau  auf  streng  iudu 
wenige   Eigenschaften    der  Ellipse  wi-::!.- 
"lnn  .-ULI.  Ni-wli.ii'sclii'ii  ii"M't/e  elemi  n 
Bebeint  mir  als  ein  Vorzug  des  vorzutragenden  G 
er   sich   dem    \u\\    N'cwtmi    1 1 1  ■  ■  ■  r I « ■  ■  t l ■  1 1 

ied   li!'^l    iM-M-iit.lii.'!i   darin,   das-   ini  Kulgcndm  ,.li, 
des  Krümmungshalbmessers   der  Ellipse    umgangen  wird). 
sich  wohl  auch  zur  Behandlung  in  Prima,  weil  er  mehrfacl 
heit  zur  Einübung  von  Sätzen  giebt,  die  dem  üblichen  physikalisch» 
Lehrstoffe  angehören. 

Die   einfache   schwingende  Bewegung   kann   mau   bekanntlich  ) 
Protection  einer  gleichförmigen  Itewcguug  im  Kreise  auf  ■■■ 
roesscr  ableiten.     Ihre  Beschleunigung  ergiobt  sich  —  nls 

der  KreisbeschleunignuB  —  gleich  dem  I  -=  1  -fachen  der  Eloi 

wenn  T  die  Sehwingungsdaue-r  bezeichnet.    Setzt  man  i 
ander  senkrechte  Schwingungen  von  der  gemein 


Amplituden  a  und  b  und  der  I'basondiffertnz    s  zusaim 


ler  EJonsrntio«, 


r  i.'iii'.'  dlijui si.iln:  rSi.-vvfgnuy  iiml  imui  erkennt  durch  ZusunimeuseUeu 
■  Uesi'hleunii.'uugen  heider  Scliwiiifrun.ueii,  dass  diese  elliptische  ßo- 
■gQii«  unter  dem  Einfliras  oioM  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 

H  den  Abstand  eines 


:  stellt,  die  gleich  ( "    I  R  ist,  wo 


UipSuupiitiUi's  VOIU   Milteliumkte   bemdinel.      Dieser   bekannte  Salz, 

n  Beweis  hier  aar  angedeutet  werden  sollte,  kann  übrigens  durch 

i  Bjduuriachea  Pendel  Ton  kleinem  Ausschlag  experimenteU  bestätigt 


r/tuer  Problem  liegt  nun  folgendermaßen  vor:  Ein  Punkt  bewegt 
iuer  Ellipse,  «renn  auf  ihn  die  Ui'sclik'iiniitnnp 


'-(¥)'- 


l  dem  Mittelpunkte  "  nirkf.  um  hui  ii.iln'1  iln'  Linda 
<\>-.  ums-  eins  nach  einem  Brennpunkte  F  gerichtete  Brach  tenui - 
h.iti'eu  sein,  damit  sicli  unter  ihrem  Einflüsse  ein  Puukt 
i  derselben  Ellipse  mit  derselben  (TBiUiiftzeil  bewegt!  —  Der  Wav 
i-l.  den  "M  =  K  mit  der  Normalen  der  Ellipse  im  Punkte  M  bildet, 
i  ,1,  der  Winkel,  den  F3f—  r  mil  derselben  bildet,  sei  et,  Die 
Geschwindigkeiten,  die  in  M  der  bewegliche  Punkt  besitzt,  wenn  er 
nach  0  bez.  F  hin  beschleunigt  wird,  seien   r  bez.  v.    bt  endlich  q 

dar  Kl Dgshalbm<  >90i   der  Ellipse  im  Funkte  M,  so  muss,  damit 

.  a!   erfordern  ehe  Viiniuillieuculeunignng  vorhanden  ist,  gelten 


FcoiA  =■  - 


(1) 


Ali!    dem   Flachen  salze,   der  in    der   üblichen   Newton'schen   Art 

bewiesen  werde,  folg!  nbet,  wenn  man  die  in  der  Zeiteinheit  hMeori» 

beueti    Ellipwuieetoren   als  Dreieck«   berechnet,   und   die  Halbachsen 

der  Ellipse  mit  a  nnd  b  beaeichnet, 

na>>        ReoaA        t> 
J  PKcoiuJ  =  i-rcos«  -  -jr.      — -  -  -  (2) 


Die  Elimination   ■ 


und  die  Einsetzung  des  Wertes  von  P  liefern 
»JfeusM 


/S«V  S«e< 

>-\r)  Vc, 


Da    nun    dei  l'nukte?    o   vim    der  Tangente   in   ,1/  das 

Mittel    ans    den    Abstanden    der    beiden    Brennpunkte   von    den&ltrtt 

:     beide  Brenustrableu  deu  Winkel  n  mit  der  Normalen 

.  n. id  die  Summe  dir  BrennrtrablQn  2«  ist,  so  folgt  leicht 


lofort  zum  Resultat  fuhrt 

;)  =  In*  -  ,fi    p 

Diese  Formel  entspricht  den  beiden  ersten  Keplertdien 

Ads  dem  dritten  folgt,  daas  für  das  Sonnensystem  4*s     ,   eine 

stantc ,   die  Contralliesehlcuuigung  nach   der  Sonne  also   lediglftj 
von  der  Entfernung  abhangig  ist.      Das  erst  berechtigt  dazu. 
Ursache  in  einer  von  der  Sonuc  ausgehenden  Kraft  zu  suchen. 


Zur  Teil  uns  «es  Winkels. 


Im  56.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  :135  nud  336    behandelt   flei 
i.  Wassorsehleben  folgende  AnfgBbti 

„Den  geometrischen  Orl  für  ,li<;  Scheitel  V  aller  derj< 
Dreiecke  zu    finden,    welche   die  Basis  BA  =  e  gemeint 
haben  und   so   beschaffen  sind,   dass  der  eine  an  der  I 
liegende  Dreiecks  winket  CDA  der  nie  Teil  des  Nebenwinkels 
des  andern   an  der  Basis  liegendun  Dreiecks  winkels  CA 
wird." 

Die  Gleichung   des  gesuchten  geometrischen  Ortes  wird 
Van   Herrn   v.  Wasserschieben   nur   für  die   beiden  besondern 

-  3  und  «  —  -"*  entwickelt,  und  /war  gelangt  er  für  n  =  5,  inde 
er   B    zum   Anfangs» unkte   der  Coordi  unten   und    BA    zw 
Richtung  der  ir-Axc  wählt,  /.\\  dem  Resultate: 

{lfe*  —  c V  —  (l&r»-f-32«B  -  13c*)tV  —  Uifj ;  —  4<'x  -f  ac'JaV 
+  (l&V-r-15c»ir1'— S2c*)x*  =  0. 

Von   der  Unrichtigkeit   desselben   kann   man   sich   leicht  diu 
folgende  allgemeine  Betrachtung  tiberzeugen; 

Für  irgend  einen  Punkt  C  der  Cnrve  besteht  gemäss  ihrer  ] 
nition  die  Proportion 

CB-.CA  * 

Wo  der  Nebenwinkel    von  CAB  durch  «  bezeichnet 
nun  a  so  klein  an,   dass  die  Sinus  ihren 
werden  könneu,  so  geht  C  in 


r-Axe  Über,   und  wenn  noch  die  Entfernung  desselben  vom  Anfangs- 
ikte  der  Coordinaten  durch  p  bezeichnet  wird,  so  ist 


lieraos  folgt,  dass  die  Gleichung  der  allgemeinen  [«-teilenden)  Curie, 
i  ihre    linke  Seite  nach  Poten/.cu  von  -j  geordnet  wird,  ein  von 

I  unabbäugigos  Glied  mit  dein  Factor  (»  —  l)x  —  ne  enthalten  muss, 
1  dass  demnach  die  Eiidgloichung  des  Herrn  v.  Wasserscheuen, 
ren  letztes  Glied  durch  \* —  5e  teilbar  sein  müsste,  nicht  richtig  ist. 

Da  anch  Herr  Emsmaun  in  der  Zeitschrift  für  mathematischen 
1  naturwissenschaftlichen  Unterricht  (Jahrgang  VII,  ]>ag.  107)  Bor 
■  besondern  Fälle  n  =  2,  3,  4  imd  ü  behandelt  bat,  überdies  im- 
-5  gleichfalls  zu  einem  falschen  Besaitete  gelangt  ist,  so  'Imlti 
Mitteilung  einer  Lösung  der  oben  aufgestellten  allgemeinen 
ufgalie  gerechtfertigt  sein. 

Wie  ersichtlich,  handelt  es  sieh  (BC  —  «  gesetzt)  um  die  Eli- 
i  der  Grossen  u  und  u  aus  den  drei  Gleichungen 


asin fr  —  csina  =  (•. 

I  Anwendung  der  bekannten  Formel 

siamtp  =  («0,006**— 'rpsiuep  —  («,):jeoBn,-3(p3m3(r*f''- 


mf  sin(.f 


■1)-  und  sin«  —  sin».-  verwandelt  die  dritte  dieser  Glei- 


1 


1 


inngen,  wenn  noch  der  Kürze  halber  cos-«  =  |,  shi-i 
ird,  in  folgende: 

<.[(M-i)14"-'l,-(»-i)^"-4'!s+(»-i)S5-V-  ■•] 
-4   (■»),    I"-'.;-    (»),     |»-V+    («)5    ^-V--]-0- 
i  aber  ergiebt  sich  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 

I  =  -•       n  =  " 


-<.[    (»),    «"-'-    <,,..,    ,-  »,»  +    (,), 

und  wenn  mich  steigenden  Potcngen  VO 

■<-'[(-       I   .-  -    (»),«] 

-»»i- •[«»-!!.,-(..      lj,l'--M„«J   1 
+»•*— <[((,.-!).,-(.       !),)»■     (»),*]    - 

-/;"-'[«..- 1>7-  <»-  iy.-(«)i«l  \ 
+ ' 

welcher  Gleich  uijj,'  noch  durch  Beiiutziuig  der  Identität 
die  i4e$uitero  Form 

+  ,,,.-,(  (,.,,"--".- ,„vj 


groben  werden  kann. 

Für  die  vom  den  He 
baiidelteu  Falle  „  =  -2,  l 
gleich  uugen 


Wasser  schieben   und  Einsmuu 
erball    man   hieraus  die 


-  0, 


Die  Corvo,    welche   durch    die  Gleichung  (A)  repr 
fall   die   charakteristische  Eigenschaft,  dass   für  jeden  l'm 
selben    die    Verbind  Hilfslinien    J'B   und   PA    mit    der    | 
iilioBEWi,  von  denen  der  erste  gleich  dem  ntoB   I 
sie    kann    daher    kurz    als    Uns    vcrallgcm 
'ende  Folium  Cartcsn  bezelcnnel  t 


EfcatM  Liften  den^ben  V* 


,1  -buk"  fn 
ooffa  folgende  hm« 

■    >  on  der  »ten  Ordnung  «ad!  kiaHikf  ai 
n  Teile,  der  sogamaüm  Scklcif--.   »ekkc  die  a 

.  :■  i  *  —  ^jt  ackaeidet,  «ad  fc— 4  i 
mgspnnkle  der  Coordinatra  kaagrkeueen  and  1h  tlacadlkke   wr- 
Mfenden  Zweigen. 

2)  Jede  dural  den  I'nakt  .<  gewgüae  $er»de  Linie  —  au  J 

■hmo  der  c-Au  und  4er  um  da  gaue*  VMancfcea  tan  — — 

eaeJ1>c    geneigten  Geraden  —   wird   *ud  der  i'ine  ra  ■   ■ 
Resthnit!.'B,  und  die  TerUadoaisttnfra  dBater  •  I 
Counünntenanfang   bilden   cm  ngtütrt  Stfnkla 

In«'  Strahlen  gegen  einander  nm  den  Winkel 
ler  der  positiven  Seite  der  /-Au  aarbMe  Siran!    btld  -t  arit  ihr  da 

finkd  l" 

:()    Diu  iin  Punkt''  //  an  diu  euttcUKn  Zwvigr  der  ( 
en  TaDgi.'ntt*n  sehliessrn  mit  der  »-An  Winkel  eia. 

*u  ganzen  Vielfachen  tod  -  sind,  ta  daaa  ako  ftr  e 

■■Am  m  den  Tangenten  gekört.    Zoglekn.  «ad  d 
t-nten   anch  diu    Asymptoten  ftr  die  Zweige  der  (•-f-l)-l 

i  :iUe,  daas  die  jrAxo  aelbat  Taagratr.  int,  i 
m  Falk-  oinei  ungeraden  .-f  1,  Int  *utt  deneibea  die  ikr  fraUali 
orch   die  Kl  =  i>  definirte  Gerade  ab  daymipMe 

den. 
Bromberg,  Dccomktt  IST"  A.  Radicke, 


Fragen  aui  der  ntalaenat beben  Geographie  »r  l'ttuf. 

Uqnators,  b  die  baibc  Aj:c  der  Erde, 

Iög0  =  >■ 
log/.  =  t, 
des  Meridian« 
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oder,  iu  der  Breite  ß  dargestellt, 

r,*  «=«SCOS*0+  ^BittV 

1.  Frage.  Wie  gross  ist  der  Abstand  zweier  Orte  tob  gleicher 
Breite  ß<  deren  Mittage  am  1  Minute  differiren,  längs  dem  Pandld- 
kreise  ? 

.   A  Kr       Ra*cosß 

Antwort.  ;^^-_._. 

für  Berlin  (ß  -  ;>lV>°)  =-  16 1)75,45  Meter 

2.  Frage.  Wie  weit  muss  man  von  der  Breite  ß  aus  nach  Nor- 
den gehen,  um  dem  Erdmittelpunkt  um  1  Linieneiuheit  näher  n 
kommen  (die  Linieneiuheit  als  unendlich  klein  betrachtet)? 

Antwort. 


dr  "'  (a*  —  b*)  smßcOBß 

wo  *  den  Meridianbogen,  r  den  lladiusvector  bezeichnet,  und 

rJ  =  itco&ß  +  btsWß 
ist.    Für  Berliu 

—  *    =  309,1912 

er  ' 

3.  Frage.     Von  welcher  Breite  aus  ist  die  Annäherung  an  den 
Erdmittelpunkt  die  schnellste? 

Antwort    Die  Breito  wird  durch  die  Gleichung 


bestimmt,  welche  ergiebt: 


d  a-  =  0 
er 


a 


tg/3  =  7>;    0  -  45«  1' 47",6 

4.  Frage.    Wie  weit  muss  mau  bei  schnellster  Annäherung  nach 
Norden  gehen,  um  dem  Mittelpunkt  um  1  Einheit  näher  zu  kommen? 

Antwort.  —  T  -  -r^S  =  298,9130 

dr        ar — ä- 

5.  Frage.    In  welcher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Meridian- 
bogen gleich  einem  ebensoviel  Grad  enthaltenden  Aequatorbogen? 

Antwort.    Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  &  =  aBß 
oder  rs  =  oä2,  welche  ergiebt:  , 


ß  =  bi/>  «'  :><>'> 

6,  Frage.    In  weicher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Meridian- 
>gen  gleich  dem  Parallel  kreis  bogen  von  ebensoviel  Grndr 

Antwort.    Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  d*  =  xdß 

(n— l)coB*(J-f-co8/J  =  I 


7.  Frage.  Um  wieviel  ist  der  iu  1.  Frage  verlangte  Absland 
ikjnga  dem  Parallelkrcis  grösser  als  dir  kürzeste  läng?  der  Oberfläche, 
wenn  die  Mittagsdiftereiu  unendlich  klein  genommen  wird? 

Antwort.     Ist  1   die  Iiängenditt'erenz,    a  der  kürzeste  Abstand, 
ist 

i  Bogen  der  EtltpM,  deren  Ihilbaxen  sind 

2c  /■& 


Für  unendlich  kleines  1  wird  der  Hauptwerk 

a-a^i(^)S^sin»jJcosi3 

Berlin 

-  0,008475751  Meter  für  (*  ■=  1 


i  reines  Integral  .'f.  Gattung,  4.  Form  ohne  Coefticienteu.    Durch 
txtere  Gleichung  wird  c  bestimmt,  während  a,  /<,  ,<■  bekannt,    und, 
i  (i  die  Mitlagsdi Herrn z  In  Minuten  bezeichnet, 

Bf. 
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4.      . 

Zur  Integration  irrationaler  Amntrleke« 

In  Folgendem  soll  ein  einfacher  Weg  angegeben  werden,  die 
beiden  Integrale 

(1)  yVv/x    und    (2)  J J 

zu  bestimmen,  in  welchen 

und  wobei  w  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute. 

Was  die  irreductible  Gleichung  (3)  anbelangt*),  so  ist  dieselbe 
zuerst  von  Moivre  aufgestellt  und  algebraisch  gelöst  worden.  Sie 
nimmt  durch  die  Substitution 

die  geschlossene  Form 

an,   und  daher  können  wir  die   Integrale  (1)  und  (2)  durch  die  fol- 
genden ersetzen 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dorn  Integral 

n 

I  /  «H 


/K»H+M"+«) 


substituiren  in  dasselbe  für  u  die  Exponcntialgrösse  «'•  und  zerlegen 
es  in  die  Summe  zweier  Integralo 


(lb) 


/>*  _     yOW 


Um  das  erste  dieser  Integrale,  welches  mit  F(k)  bezeichnet  werden 
soll,  zu  bestimmen,  setze  man 


n 


t/cmA-|_£— nlp),  ^-  v 


*)  Kulcr,  Analysis  d.  Unendlichen.  ^.  IG.  Ud.  3, 


A/mmU-ü. 


i  wird 


i  ist  aber   /  r^TS  f,|ets  ""»fülirbar  und  mögo/(e)  liefern,  dann 

/•(!)  -=  *(*— /Ml  -  *  I <■'  Vr-r+T^  _/(^ y e*x  +  «-**) | 

i  zweite  Integral  in  (lli)  wird  durch  die  Bemerkung  erhalten,  dass 
s  dem  ersten  hervorgeht,  wenn  —  1  an  die  Stelle  von  -(-1  ge- 
:  wird;  es  hat  also  die  Gestalt 

n-xi  -  iie-*y^+rt-*-/(«-*yw+«-«j) 


F(A)  +  F(-A)=- 


•V^np; 


-ii/{«*yw+«-"*)+/<«-iyw+«-«)i 


>  ergibt  sich  ftlr  das  Integral  (1)  die  I.Jisung 

/»-  *h+p-D(f-.)+Kf-)]) 

und  r„  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleiehuug 

,=+;,.+! -o 

Das   Integral    (2)    kann  in  analoger  Weise   gelOal   werden.     Wie 
ballen,  wenn  wieder  »       «'■  gesetzt  wird,  die  hewlen  Integrale 


f^-  -  /4 


,<w+,- 


yw+F= 


y«*+e-» 

I  bezeichnet  das  erste  luteum!  mit  F(i),  so  wird 


i/;j:, 


Ir»-  |/(- 
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Das  zweite  Iutegral  wird 


"l/i»wP.  J_  0—nX' 


Bilden  wir  die  Summe  und  ersetzen  die  Exponentialgrösse  wie  früher,  - 
so  entstellt 

F(l)  +  F(-  i)  =  i  {/'( J  r,)  +  /  (|  r,)  } 

welches  die  Lösung  des  Integrals  (2)  ist.    Die  Bedeutung  von  f  and  r 
ist  dieselbe  wie  vorhin. 

Dresden,  im  Januar  1879.  Hans  Gebhard. 


5. 

Geometrische  Summatlon  einer  arithmetischen  Reihe. 

A  sei  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  wir  tragen  auf  dem 
einen  Schenkel  desselben  Stücke  ab: 

AB  s=i  BBX  =  B^B^  fia=  •••  =s  1 

ebenso  auf  dem  andern  Schenkel 

AD  =  DDt  =  DxDt  *=  ...  =*  1 

In  den  Punkten  /?,  D  errichten  wir  Senkrechte,  die  sich  bzhw.  in 
C,  Cj,  C2  ...  treffen.    Wir  erhalten  dann  die  Quadrate: 

ABCD,  AB&Dn  AB%C2D2  ... 

Nun  ist: 

Fläche  BCDBXCXV>X  =  2X1  +  1 

„      BxCxDxB%C%Di  =  2X2  +  1 

„      2*w_2e«-2l>n-2Ä,-ie»-iA*--l  =  2(n  — 1)  +  1 

=  2w— 1 
Quadrat  ABm-iCh-iA»-!  —  n* 


Also 


1  +  3+5  +  .. .+2»  —  1  =  n* 
Wien,  1.  December  1878.  Emil  Hain. 


ff.ji»      2V    lMf.iuti.-n. 


iw  JCtte  Tim    BC.    P=: 

■■  iih-n  tu*  n  dra  Ptafttr«: 


—ff.      «f» 

Die  VerbiBdwn%ciMk  daer  PvsfeJB  SA  £e  Ä 

iw 

^K». 

ejonuk  begegnn  wci  «V  XX.  ta 

•Ie*«. 

BjTinlli  WS«  •- 

P=J- 

9  =  r*t*. 

•"SV 

fs» 

•  =i. 

X=^. 

's»- 

•=*- 

:  Pure  B,  C  m4  J^-A.  gafft— i  bwJkfc—  *«-  w 
%•_     D«  •=*  tu-     .   -  *,--  du  *t-r- — litwr 

■  k  *«■  Falte  ftr  JiiiIIm  ffnr.M«Tt  Kijmrtwi 


»«•fei 
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Das  zweite  Integral  wird 

Hilden  wir  die  Summe  und  ersetzen  die  Exponentialgrßsse  wie  frflks 

so  entsteht 

F(i)  -f  F(-  X)  =  i  [f(£  rt)  +  f(2  r8)  } 

welches  die  Lösung  des  Integrals  (2)  ist    Die  Bedeutung  von  /  und  r 
ist  dieselbe  wie  vorhin. 

Dresden,  im  Januar  1879.  Hans  Gebhard. 


5. 

Geometrische  Summatlon  einer  arithmetischen  Reihe. 

A  sei  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  wir  tragen  auf  des 
einen  Scheukel  desselben  Stücke  ab: 

AB  =-  BBt  =  /*,/*,  =  ...  =  1 

ebenso  auf  dem  andern  Schenkel 

AD  «=*  DDX  =  l\Dt  «=...=  1 

In  den  Punkten  /*,  D  errichten  wir  Senkrechte,  die   sich  bzhw.  in 
C\  C„  C,  ...  treffen.    Wir  erhalteu  dann  die  Quadrate: 

ABCJJ,  AB&D»  ABtCzDi  ... 
Nun  ist: 

Fläche  BCDB&Di  =2X1  +  1 

„       BXCXDXB%C%D^  =  2X2  +  1 

„        Bn-2C„-2Dn-2Bn-\Cu-\I)n-\  =  2(n  — 1)  +  1 

«  2n  — 1 

Quadrat  ABu-iC9,-iDH-\  =  n* 


Also 


1  +  3+5  +  ...+2/*  — 1  -n* 
Wien,  1.  December  1878.  Emil  Hain. 


Bain:  tiit  ftatiicalaTf»  Ar  »kkt^Htl  Sym.nHr,rhrtüt  rf«  Drtitett.    401 


>ie  Radica  Laxen  der  wichtigsten  Symmetriekreise 
des  Dreiecks. 


X  sei  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Coordiualendrciecks  ABC 
i,  Winkel  C'AB  =  o)  mit  den  proportional  den  Seitenabatta- 
i  gewählte]]  Coordinaten  ira  <n  *c  Mit  V,  J.  F  bezeichnen  wir 
BbBWigsweiM  die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  umschriebenen^ 
igesclirie  heuen  und  durch  die  Seitenniitton  gehenden  Kreises.  Ihre 
eielinugeu  sind: 

ZaThTt  =  0 

£(ICOStt*nS —  Sartite  =  0. 


1  Gleichung  eines  Kreises,  so  ist  (Archiv  I.X  78) 

**ff?<— |-e*;7H  —  2/<i'0tc  =  const  =  ü\ 

r  den  Um-,  In-  und  Feuer  nachgeben  Kreis  ist: 

Cu  =  2nAc,     f+i  =  4a,*lc,1     Gf  =  AaSft 

Durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  {g>,„.  yu),  (<ia«,  $»e')  geht 
der  Kegelschnitt  (gn-^-lgga,  gtt-^lfk').  Degemirirl.  derselbe  iti  ein 
System  vnn  zwei  Geraden,  so  ist  die  eine  von  dieses  die  Itadiral- 
axe  der  beiden  Kreise,  die  andere  liie  Y<  rbinduugsgerade  der  imagi- 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  Dreieckebe&fe 


404 


ff« 


Setwu  wir  die  Coordinalenwerte  iftu  At,  A. 
ein,  so  folgt: 

S-w.(»-1)V  +  3«A*  +  2jk(«  —  l)fc-  —  O 

Dil'  S.tiMrai'tkm  dieser  Gleichungen  gibt: 

gmgrt  -=  fi*:r*,        pM  —  wa*, 

wo  <o  einen  Proport iotialitätufartor  be/eiihiie!.     Die=p 
der  vorigen  Gleichungen  eingesetzt,  t>e stimm eu : 


Der  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  At,  liefen,  bat  al*o  tlie  Gdeirbni: 


Bezeichnen 
ein  and  erfolge 

so  duss 

wir 

mit  Acn,  -4t™  ein  Pnnktepnar  auf  BC  in  d« 
BArmAtmC 

Dann  ist 

J*e" 

IIA,"   -  —   =,  "  =  jt*-C 

=  0                  («-l)c                  t 

4 

=  0                      o                  (u-1)/. 

Die  Cleiflnin«  des  Kegelschnittes,  auf  welchem  die  Ai,™  Hingen, 

™(i!-m)i'a«3'0*-(2ra*-2ra«-|-«»)iicwj'r  =  O 

Denken  wir  uns  die  Teilung  der  Seite  Bf  über  B  und  C  hinaus  fi 
gesetzt    und   bezeichnen   wir  mit  Ar""  .-tt-'"   Punkte    BHi 

At—,BCAv— 

für  welche 


Ai-*< 


=  6'.U- 


Ea  gelten  dann  dieselben  Beziehungen,  nur  ist  das  Vorzeichen  vwi  ■ 
in  das  entgegen  gesetzte  zu  verwandeln. 

II.    Wird  in  der  Gleichung  des  Kegelschnitte  £ 

(tt— lJZn»*««— (»*— 2u+2)Zkm*t  =  Q 

w  —  1  =0,  so  fallen  je  zwei  Punkte  A,,  mit  den  Ecke«   i 
zusammen  und  die  Gleichung  des  Kegel  sehn  itl 


Utbtr  diu   Tw'lunf  iftr  Stilen  einet  D'tirek'- 
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i  ist  die  Gleichung  ein«  dem  Urdreieck  umschriebenen  Kegol- 
itts.  In  A  sind  die  Punkte  H„C,  vereinigt;  weil  aber  BaCa  pa- 
[  />■(■  ist,  so  ist  für  den  Fall 

«—1  =  o,     ni3  ., 
■  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  welche  die  durch  dio  Ecken  des  Drei- 
;    zu  den  Gegenseiten    parallel  gezogenen  Geraden  berührt.     (Ar- 
biv  LXn.  Seite  435.). 

Solleu  die  Co  effi  ei  enten  der  xt,sf.  verschwinden,  so  sagt  die  Be- 


p*f 


+2  =  0, 

giebt.  dein  das  Dreieck  ABC 


i  es  keinen  reellen  Kegelschnitt 
[  entspricht. 
Der  Kegelschnitt 

ZjEMKa'-t-SZjHeVtCi  -=  0 
t  ein  Kreis,  wenn 

b*9ce  +  C*gtb  —  2*cj;ir  =  COnst  =  ff 

■  S  werden   die  drei  Werte  mn  Q  verschieden,  der  Kegelschnilt 
1  [dop  I':ill  des  gleichseitigen  Dreiecks  ausgeschlossen)  kein  Kreis. 

Nach  Behende!  (Elemente  der  analytischen  Geotactrie,  Seile  79 ) 


■  Kegelschnitt   (</ pfe)    ElHpee,  Parabel,  Hyperbel,  je  uaehdein  6 

:ativ,  Null  oder  positiv  ist.     Ffir  unsern  Fall  wird 


i  Kegelschnitte  ,s'  sind  sonach  Ellipsen.  Flir  n  =  1  erhalten  wir 
5  Gleichung  der  Ellipse,  welche  die  Dreieckseiten  iu  den  Mitleu 
rührt-,  sie  liiutcl: 


III.    Setzen  wir 


3-  £a*«.»+ ScEfcjM 


ao  hat  die  Polare  eines  Punktes  |  in  Bezug  auf  5  die  Gleichung; 


CS-H0»-f3944  -  B0B6)— (2132+1784  =  39151  =  4110. 

Da  nun  411  ein  Vielfaches  von  137  ist,  so  ist  .2  durch  p 
Aus  dieser  Untersuchung  folgt  unmittelbar,  dass  Zahl  Z,  obwol  il 
73 toi  8  Stellen  liefern,  durch  73  nicht  teilbar  ist.  weil  73  kein  ■ 
qnoter  Teil  von  411  ist. 

II.  Es  soll  die  Zahl  ^  =  14734922074873  in  die  Primfactow 
zerlegt  werden.  Man  finde!  bald,  wenn  man  die  Einteilung  in  Cla« 
der  Reihe  nach  mit  2,  3  und  4  Ziffern  vornimmt  und  die  besprach.  * 
nen  Operationen  ausführt,  der  Reihe  nach  die  Reste:  i>.  1001  n 
10001.  Dem  Reste  0  entsprechen  alle  Primzahlen,  die  vierstelli, 
Perioden  liefern;  es  ist  daher  toi  ein  Mass  von  Z. 

Da  nun  alle  1001  tel  C  Stellen ,  alle  10001  tel  8  Stellen  besiue 
und  fa  dar  Rest  1001   durch  1001  und  der  Rest  10001  dank  n«: 

teilbar  ist,  ho  mnss: 

Z=  (104  +  1)(108+1)(10,+1)14573 

sein.    Untersucht  man  14573,  indem  man  die  Einteilung  zu  je 
fern  vornimmt,  so  erhalt  man  als  Rest  559;  da  559  durch  13  teilt 
ist,  so  ist  der  Factor  13  gefunden,  es  ist  14573  =  13.1121.  Bedet= 
mau,   dass  die  73tel  und  137tel  8  Stellen,   die  7tel   und    131*1 
Scalen  haben,  so  ist  10001  =  73.137  und  1001  =7.11.13,  dabe 

Z=  7. 11. 13*.  19,69.73. 101.187. 


III.    Wendet  man  dieses  Gesetz  auf  Zahlen  von  der  Form 

Z,:=10r+10''-'+.,.  10+1 

an,   so   ergeben  sich  bemerkenswerte  T  ei  1  hark  ei  ts- Gesetze.    Schrö- 
man  der  Reihe  nach  für  r :  1,  3,  5  u.  s.  w.,  so  erhalt  man  die  ger  *' 
«eiligen  Zahlen:  11,  1111,  111111  u.  s.  f.;  wendet  man  nuu  die  er. 
wickelten  Gesetze    in  der  Weise  an,   dass   für  die  erste  Zahl  11 
Classe  zu  je  einer  Ziffer,   für  die  zweite  Zahl  1111  die  Chuse  EU 
zwei,   diinn  iür  die  folgenden  Zahlen  die  Classe  zu  ,je  drei,  dann  ■ 
je  vier  u.  s.  w.   Ziffern   genommen  werden  ,    so  bekommt  man    ;■ 
Durchführung  der  angedeuteten  Operationen   immer  den  Rest  0.    Es**-^ 
folgt  hieraus  sofort,  dass  jede  dieser  Zahlen  für  sieb  alle 

i  als  Masse  besitzt,  die  als  Nenner  gemeiner  Rrüehe  geschruVti 
i  der  Verwandlung  in  Dezimalbrüche,  so  viele  Stelleu  liefert,  als  die 
ilil  ZinVni  [»"sitzt..  Wendet,  man  die  zuletzt  gemachten  Bemerkungen 
.  auf  dio  Zahl  Z,  =  11111111  au,  so  ist  1111  —  1111  =  0,  Da 
n  allen  10001  tel,  da  1U001  =  10*+ 1  ist,  acht  Stellen,  also  e 
/  .S/eJlen,  als  Zx  Ziffern  hat,  v.^ototo.^,  «i  \st  1>«kii 


^t1 
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r  von  <?, ;   wendet  min  diese  Dnternicfiiing  ancn  uf  des 

11  an,  so  crgiht  sieh,  da  die  101  tel  4  Stell™  haben, 

X,  -  10001.1111  =  11.73.101,137. 

Als  bemerkenswert  kann  als  Folgerung  des  Vorborge heuden  noch 
rvorgohoben  worden,  dnss  sieh  für  die  Primzahl  p  immer  einYial- 
DM  TOB  der  Form  10»,+1G,._ 1+  ■•■  '  finden  lässt;  so  ist  leicht 
wuschen,  dasB  ?..  8.  für  die  Primzahl  89  das  verlangte  Vielfache 
t  44  Einsern  geschrieben  wird. 


Bildet  man  für  p  das  entsprechende  Vielfache  ^ 
Zx  -  10r  +  10'-I  +  ...  10+1. 


i  der  Form 


B  ganze  Zahl  vorstellt;  es  isl  dann 


.(B) 


i  als  eine  coli s laute  Zahl 
aZy  =  anp 


?>i  intmt 


und 


ihivtlii  statt  Z, 


len,  so  ist  aneo 

(10) 

den  Werl    10^+ 


.  10+1  in  der  Gleichung  (10).  so  ist: 

9[10r+10'-'+...  10+1]=%*. 
l  nun  für  9=  10  — 1  geschrieben  werden  kann,  so  erhalt  man 

[I0-l][10'  +  lfK-i+  ...10+1]  =  9/>j* 
ler  nach  einfacher  Reduction: 

10-41  —  1  =  c,w,, 

10'+i- 


iber  die  Relatinn; 


=  9fi  . 


(U) 


Aus  Gleichung  (11)  erhellt,  duss  Rr+1  — 1  als  VieUarhcs.  welches 
?'  +  l  Neunern  geschrieben  wird,   für  jedes  beliebige  y  genmdm 
erden  kann ,   wenn  nur  für  r  die  entsprechende  ungerade  Zahl  ge- 
izt wird. 

r  gerade,  so  bestehen  ganz  Ähnliche  Relationen,  nur  sind  die 

I  ii  Primzahlen  solche,   die   als  Nenner  gemeiner 
■"-"erwaudlung  in   Deeimalbr*  ungeradstelligo  Periode 


4ls 


Hrodai  Beitragt  zur  Theorie  der  Teübarkeit. 


Fasst  mau  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  folgt  danu. 
dass  eine  Zahl,  die  nur  mit  Neunern  geschrieben  ist,  durch  jede  be 
Heilige  Primzahl  teilbar  ist,  wenn  nur  die  Anzahl   der  Neuner  die 

entsprechende  ist. 


Betrachtung  de»  Tellbarkelts-Gesetzes  In  Beziehung-  auf  eil 

beliebiges  Zahlen-System. 

Ein  rein  periodischer  Bruch,  der  im  « teiligen  System  geschriobei 
ist,  und  der  eine  gerade  Stellenzahl  besitzt,  kann,  wenn  x  die  eist* 
und  y  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  und  wenn  r  ihre  StellenaU 
bedeutet,  immer  dargestellt  werden  durch  die  Reihe 


r  T"  «2»  ~T  „8r  "T  „4,  T"  „5r  "T 


a 


a* 


o« 


er' 


(1?) 


Soll  die  identische  Gleichung 

x 


(13) 


(ct—\)x-\-<t  *  u     ,     x  y 

(a  —  l)| «'  + 1 1  "  ft'  "*"  a-'  **    a^"1""  a4'  "■ 

wobei  a  eine  eunstaute  Grösse  vorstellt,  bestehen,  so  muss 

tt  +  («_l),  ,:   I  1  1  -I        y   r  1  1         1 

|y_|.  !](«  — J)  -■  «'•Li"1"a-,'-"1"a*'-"1",".l","^L    "t"«ar"t"i*I-i"""J 

M  I  .«'  +  «*.  I  L1  +  «'-'" +  et*'  +"  J 
sein.    Set/t  man  für  die  Reihe 


1        11 


das  Summenglied 


«• 


er'  •  a> 
1 


so  wird: 


a~\-(u—\)x 
|a'-fl](a-l) 


1 ....  I '* +» "1  „ 

1   l_.ariVr.l 


xctr-\-y 
ft^=l 


Berechnet  man  aus  der  letzten  Gleichung  •*•+#,    so  ergibt  sich 
nach  einfacher  Rcductiun 

(«•■-l)[«  +  («  — 1)*]  «  (*-i)  [*«'+*]; 
verrichtet  man  die  Operationen,  so  ist 


tiroda:    lUilrr,,,,-   luv    Tktent    der  Tfilbarkd 

i  diese  Gleichung,  so  triri 


mtsprecaende  Werl  ergibt.    Es  ist  aber  weiter 

,  +  ,  -  „[«•-'  +  „'-=  +  ,■'-»+  ...„  +  !]. 

,  um  der  Factor  n'-'+ ...  tx-|- 1  die  Summe  der  auf  einander 
Igcndeu  Potenzen  der  Grundzahl  n  bedeutet,  also  immer  eine  mar 
l  Einsern  zu  schreibende  Zahl  ist,  so  ergibt-  sich  für  sb+j  die 
lation 

-  nuua  also  Sie  Snmme  der  beiden  halben  Porloden  elfte 
ziffrige  Zahl  geben,  deren  einzelne  Ziffern  durch  die 
ahl  «  ausgedruckt  erscheinen, 

Schreibt  man  fite  die  Keine  (12)  den    gemeinen  Brch    ^    im    a 
igen  System,  so  ist,  wcuu  für     *.-}-   'Sj. -+-  ?,  -j-  ..    der  Ausdruck 


Bedenkt  man,  dass  Gleichung  (14)  unter  der  Bedingung  ent»n-ki  li 
le.  dass.  z  und  .v  die  nach  Gleichung  (13)  leicht  wahrnehmbare 
■deutung.  und  «war 

2— (<•-    l)x-\-a    und     N  =  («— 1)["'  +  1]  .    •    -    -  <lüj 

sitzen;  dass  ferner  aus  Gleichung  (15)  folgt: 

ti'Z=sN-\-R .  (IT) 

l  schreibt  mau  die  Werte  fite  '/■  und  A"  aus  Oteiel g  [16)  in  die 

aUtion  (17),  so  ist  sofort 


*)   N»cli    Stnrm   [im    33.   Bund    des    Archivs    von    Grünen]   bin    BU   lili 

JL  j.  —.  +  ., ,  uttea        ■    .    wob«  /;  dm  bei  der  Division  lieh  trübenden 

oür    '    „3,     ■  .\  .,,r 

dl    tim),    bedeutet.     In   dieser   Arbeit    Btarmi 

•sutde  i«or  n—  ITartrrV-     »Hl'   L».- -uii.-. '..■.■!-   BM  UMfl  .    Sa   Anwendbarkeit 
für  dni   o 
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Aus  Gleichung  (IG)  ergibt  sich  für 


—  aeP — (a  —  l)ar. 


und  für 


«  —  1 


a'  +  l 1 

1  a — 1 


Setzt  man  diese  Werte  in  den  letzten  Ausdruck  für  J7,  so  ist: 


Z—  a 


R  =  aar— («— y^UJ  —  a«r  — (Z— «)  —  hoF+ä  —  ^T 


-o[a'  +  l]— Z=a-^r  —  Z. 

L  J  a — 1 


Berechnet  man  aus  den  letzten  Ausdruck 


N 


1  « — 1 


(18) 


so   ist    das   Ergänzungsgesetz    zwischen   K  und  Z  leicht    ersichtlich. 
Berücksichtigt  man,  dass 

N=(a  —  l)(V-fl] 
ist,  so  ist,  wenn  dieser  Wert  in  Gleichung  (18)  gesetzt  wird 

• 
Aus  der  letzten  Relation  ist  ersichtlich :  Rest  und  Zfthler  er- 
gänzen sich  immer  zu  einem  Vielfachen  von  or-}-lf  wob« 
n  die  Ergünzuugsziffer   der  halben  Perioden  vorstellt.     Nimmt  man 
für  a  =  « —  1  an,  so  übergeht  Gleichung  (18) 


R+Z=a 


in  den  bemerkenswerten  Ausdruck 


N 

«— i 


7{-\-Z=  N 


(Ä>) 


Gleichung  (20)  liefert  nun  folgende  Regel: 


Ergänzen  sich  die  halben  Perioden  eines  im  o  tei- 
ligen System  geschriebenen  Bruches  zu  (a  —  1),  so  iit 
die  Summe  des  Zählers  und  Restes  immer  gleich  des 
Nenner. 


j 


Der  in  IS  [eiligen  Systeme  geschriebene  Bruch  sei  '• 


11  «ii ' 


jgg?     -    U.lL'7(lll)'.a; 

r  Badet  nun  die    r>yäunuug  zu  (11)  [(11)  bat  hier  die  Bedeutung 
r  ei  nzi  fingen  Zahl]  statt.     Dividirt  man  aal  (juwüliiilieiicni  Wege, 
>  Miüii'i  man  Tür  den 

Zahler        1    28,        27(11),         7(lu)(lU)     fllr  die 

Bette       (10) 'J  5,        93    i   ,         4    1       3       für  die  Summe 

fi+Z=    1001     =     1001       =      1001 

Die  Gesetze  der  Teilbarkeit,  die  für  dekadische  Zahlen  erwiesen 

nrdeii,  können  mir  Benutzung  des  Ergunzungsgeaetzee  (Gleichung 

|  und  MM))  auf  jedes  beliebige  Zahlen- System  ausgedehnt  werden. 

El  ud  die  im  n  leiligen  System  geschriebene  Zahl 

,„-)-„,„+.,.„„„"  +  „„,  lff..n.[    ...,,;„(^  +  /,,,H1^  +  l  +  ... 

i  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  />  zn  untersuchen,  wobei  o 
i  Grundzahl  des  Systems,  die  andern  Grössen  die  froher  uufue- 
■Uten  Bedeutungen  besitzen,  so  wird  das  unter  Gleichung  (1)  auf- 
hellte Kriterium  auch  für  diesen  Fall  Anwendung  finden,  nur  sind 
j  Zahlen  >■„  ...  r* die  Reste,  die  der  Iteihe  naeh  hei  der  Drrlaioo 

1  auf  einander    folgenden  Potenzen    von    n   durch  p   steh  ergeh«, 

>  durch 

1:,.  =  »+? 


■P  -«.  +  .' 


.-stimmt,  wobt'i  ';„  '/*•'/» 


ur  ganze  Zahlen  bedeuten.    Es  ist  daher 


i       ;■  rii  .;-.l-  :  gendafa  Ifigu  1 
■ad  tft «  die  coastaste  ZahL  *n  **i 
..  :   :  .  i  re  uuen,  so  1 

<»)  eatwkizttE  ReUüm 

S+.Z  =  .v, 

!■  fax  dieses  FaH  «  immrr  m  («— 1)  «hergrht  S*m  maa  i 
Bau«  nck  für  ffr..  r,.  r.  ...  r»  aad  ftr  2:r, 
Ar  dra  Neaaer  .V  in  rnat-ur-n  Braches  p.  so  Dimi  anter  v 
BarfckscaitirMe.  du«  aar  £•  tersrkiedcaa  Rote  mögi- 

%+r«ti  —  r,-}-r.(.  =  ri-$-r, 
■ein,  also  ist 


Schreibt  nu  töne  Werte  in  Gkkhitag  II),   so  e 
einlacher  Redoctioo  die  schon  unter  (7)  aufgestellte  1 

g_  lfa,r,-f-  -■  «,r.)  — (-+ir.-|-  ...  ^rj] 
P  ~  P 

-(*»■+>■•„+■■.  &«.r.+].. 
P 

Werden  nnti  in  den  letzten  Ausdruck  für  >•„.  r, 
ans  den  Gleichungen  (21)  gasekrjebea,  M  iat; 

z_  ( K+"i<a— pft>+  -•  "■(""—  py»)] 
p      l  p 

_ i«,4i+.^jt>.-w,)4-  -■  («■■-pg-m 
p  f 

-     _|_  [[^■■n-Kai-faf«'— Pgi)+-6a-(<t*~J"i".0~t,,a"^1+-J 
Es  ist  weiter  nach  vollzogener  Kcdnction 

-[(ffB+I+a.+:!«+...aä,.i.»)+S8»fi  +  ., 
wobei  leicht  ersichtlich  ist,  dass  Q"  eine  ga 


fe 


iiirdi  die  letete  Ilulatiou  erscheint  t 
(>*))   entwickelte    Teilbarkaitafl| 
S/gteme  geschriebm  «\,  i 


'ntcrsuditiiig  wird  daher  derselbe  Weg  eingeschlagen  werden  mtisscu 
3  bei  dekadischen  Zahlen,  nur  sind  all«  Operationen  in  »  (eiligen 
slcmc  durchzuführen 

Es   eei    '/..   B.    itk-    im    tStoiligeo    Systeme    geschriebene    Zell 
-  81(11)4678780  auf  die  Teilbarkeit  dnreh  die  Zahl  ,,  =  1001  zu 
(ersuchen.    Da  uun  Kmji  —  «:i-j-i  Est,  wobei  o  - <  i.1  angenommen 
so   lieferu  Brüche   vom  Nenner    1001    eine   Periode  von   6 
dien.     Bei   der  Teilung   in   Clasaeu    müssen   daher   jeder   l 
ungeteilt  werden;  es  ergibt  sieb,  folgende  Rechnung: 

O-f-1  (11)4  =  374  als  Stimme  der  Hassen  an  den  uiigcradenStellen,  und 
'2+     2     =ü74  als  Summe  der  Zahlen  an  den  geraden  Classen-Stetlen. 

i  die  Differenz  dieser  beiden  Summen  gleich  0  ist,  so  muss  Z 
■i  j>  teilbar  sein. 

i  sei  die  Untersuchung  fttr  73(10)58  und  25  durchzuführen, 
ide  Zahlen  seien  abermals  im  ISteUigen  Systeme  geschrieben.  Da 
i  Nenner    26    angenommen    wurde,    bo    besitzt   der   entsprechende 

lodccimalbrueh  -1  Stellen,  daher  je  eine  Ciasso  zwei  Ziffern;  es  ist 
58-f-7  —  68  und  die  zweite  Summe  3(10).  Die  Differenz 
ser  beiden  Summen  03—3(10)  -  25;  da  nun  dieser  Rest  durch 
ist,  so  muss  anch  die  gegebene  Zahl  ein  Vielfaches  von 
sein.  Im  Deeimalsystem  wäre  die  Durchführung  dieses  Falles 
jTteilhaft,  da  BtaU  2G  die  Zahl  29  geschrieben  werden  müsste. 
1  daher  die  cutsprechende  Periode  28  Stollen  hatte,  die  oine  Ab- 
lung  nach  (.'lassen  zu  je  14  Ziffern  erfordern  würde. 

Die  Zahlen  33836  uml  1Ö1  seien  im  14 teiligen  System  gesehrie- 
■>,,  so  ergibt  »ich  sofort,  da  [35+8J—38 :  0  ist,  die  Teilbarkeil 
r  gegebenen  Zahl  durch  den  Divisor  101. 

Am  den  angeführten  Beispielen  entnimmt  man,  daas  die  Unter- 
suchung auf  die  Teilbarkeit  im  a  tefligen  Systeme,  wenn  die  Primzahl 
auf  die  Form  ■'  -|- 1  gebracht  werden  kann,  in  einfacher,  rasch  zum 
Ziele   rührender   Weise   Lrema.ht   Werden  kann. 

Lässt  die  Prinuahl  sich  uielH  auf  die  angedeutete  Form  hringeu, 
so  bleibt,  die  Anwendung  des  entwickelten  Gesetzes  in  theoretisch« 
Bfiriehung  bemerkenswert,  in  imilitisdier  Hinsichl  wird  dir'  Anwen- 
dung  und   Zweckmässigkeit,  der  aufgestellten  Methode   \ ler  im 

vorhinein   festzustellenden   Anzahl   der   Pei-imien/imin]   iihhSi 
Anzahl   Aet   Perbiden/iffeni  i*t   bestimmt   durch  einen  gemeinen  Brach, 
BUer    die  gegebene  Primzahl  ist.      Der  gemeine  Bruch  ao- 
wol,    als  auch   die   Periode    müssen    im   ■/    teiligen  System   geschrie- 

l.  n   - 
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Oft  kann  bei  Berücksichtigung  doi  -•■(«  dir  Vi 
tersucnang  der  Teilbarkeit   1 1 

ÜscJw  Primzahl    auf  ein   anderes   Zahl  .igen    i«4 

rgung  zu  diu  ein  arideren  Zahl  ig  dos  fol 
jpiel   zeigt,   in    theoretischer  Beziehung   sei 

]■  Hinsicht  aber  nur  für  bestii ts  Falle  anwendbar. 

Soll  die  dekadische  Zabl   Z 
durch  die   dekadische   Zabl  p  ■-=■  101    ontersaehl 
eino  Ciasso  je  100  Ziffern  besita  1  ^cünalstdus 

babeii.    Da  nun  aber  iui    -ao'-f-l  ist,  so  ergeben  sieh  im 
System  um  i  Statten 

Schreibt  man  daher  Z  and  /•  im  SOteUigon  I 
sich  die  folgende  Ifotttnaaningi 

z^  i    [12)     ■>    0    (13)     l   (12)  (16)    nai 

■1.  Kl.|s.  KL     2.  Kl.        1.  KL 

[<l2)Q6)+20]  — 1(13)4+  1  (12)] 

daher  ist.  ilic  Zahl   Z  durch  p  liilku- 


Der  Proberest,  seine  Anwendung  hei   l'nlrrsiicfauiigen 
über  Teilbarkelt  der  Zahlen. 

In   einigen   altern   Lehrbüchern  der   Aritlimeti 
Verfahren  angegeben:  mit  Hilfe  des  Proberoales  die  Teilbarkeit  fit» 
dekadischen  Zahl  durch  irgend  eine  Primzahl  7,11  untersuchen.    Di« 
Untersuchungen  »ind    aber    in    diesen  Werken    ohne    De « 
geführt,    Da  nnu  dieses  Verfahren    in  theoretischei    Beziehung  nie 
ohne  Interesse  ist,  und  da  die  praktisch!    ■  Methot 

zur  Lösung  vieler  arithmetischer  Aufgaben  dient,    so    wird  hier  cm 
Beweis  für  dieses  Verfahren  im  a  (eiligen  Zahlensystem  versucht. 


Efl  B 


„  +  «/,+„V  +  ftV+ 


eine  im  a  teiligeu  System  geschriebene  Zahl,  wobei  «,  4,   <-,   rf 
Anzahl  der  Einer,  Zehuer        vorstellt,  auf  die  Teilbaj 
die  Primzahl  p  untersucht  werden;    bedeute!    m  eine    vorläufig  no 
unbestimmte  ganze  Zahl,  so  rauss,  da 

«H-l>-i]+i  ="v+j»-rf«+i] 

ist,  der  Ausdruck  mp-\-[p— 1]+1  durch  p  teilbar  sein 
weiter 


-'-ß 


.(24) 


i  /i  teilbar.    Wählt  man  nun  fllr  ein  gegebenes  p  die  Zahl  m  so, 

°r+lr- 1] 

i  Factor  o  enthalt,  so  ergibt  sich  durch  den  Quotienten: 

•  Probarest 

Nimmt  uian  für  a  =  12  und  für  /i  =  27  im  12teiligcu  System 
schrieben  an,  so  ist  nach  Gleichung  (24),  da  für  ■■■■■  =  6  gewühlt 
•Jen  muss,  der  Proberesf.  ß  =  lt>. 

Ebbbh  sind  für  dasselbe  Zahlensystem  z.  ß.  für  die  Zahlen: 
,  37,  16,  17,  35  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  die  Proberestc;  33,  21, 
(11),  15. 

Für  das  dekadische  System  ist  z.  B.  f ür  p  =  17  nach  Gleichung 
H),  da  m  —  2  sein  muss,  der  Probereat  ß  =-  5. 

Es  entsprechen  den  Primzahlen:  7,  11,  13,  19,  23,  29,  31,  37 
lor  Reihe  nach  die  Probereste;  2,  l.  9,  17.  16,  2G,  :-.  11 
1  so  fort. 

Der  Proberest  ß  kann  in  zweckmässiger  Weise  bei  den  Unter- 
rhungeu  über  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  j>  benutzt  werden. 

Werden  die  Gleichungen  (22)  und  (23)  durch  die  Suhl  r actio u 
"blinden,  nnd  bezeichnet  nun  diese  Differenz  mit  R,  so  ist; 


Nach  einfacher  Reduction  ist: 

R  -  ni+e»c-|-o;l<i+aV"+  ... 


l«[»V-f-fp-l)]  +  «(. 


-«{mp  +  ip-  !)]■ 


gehreibt  man  für  w\~{P  —  1)  '"  diese  Gleichung  den  Wert  nß, 
r  sich  ans  der  Relation  (24)  ergibt,  so  ist 


so  ist  eudliclt 


ß  =  <,[vi+«c+«*d-|-*y+...j 


Man  sieht,  sofort,   dass  R  eine  Zahl  bi 
Ziffern  besitzt  wie  Z,   nur   Bi 


B, 

Still,    wahrend  die    Anzahl  .Irr  Zehn  er  durch    ilic  Rcl»1 
stimmt  ist.     Schreib!  man  l'iir  den  Factor 

geht  die  Gleichung  (86)  liber  in 

R  -    ,..- 

R  ist.  da  n  prim  gegen  /<  Ist,  nur  dann  durch  p  tuilbBr, 

Vielfaches  von  j>  ist. 


len  aus  Gleichung   {TS)  sieh  ergebenden  Wert,   wenn  für  a  die  Zahl 
,l  geschrieben  wird,  also  den  Ausdruck 

di,  wobei  berücksichtigt  »erden  niuss,  dass  der  letzte  Ausdruck  im 
ein  Vielfaches  von  p  ist,  da 

A\l„l,-\-(p-l)}  +  A  =  A\,„l,-\-l.\  =  Ar\,n±l\ 

hl,  und  bezeichnet  man  diesen  Rest   mit  >-,.  su  ist: 

r,  -  A+M+AI+ff-l.  ...  -\A[mr-\   {,,-  Mi-    l  ' 

_  Ä+rt*+(ry+ ...  -  j[rap-MP-i)i. 

Schreibt  man  für  mP-\-(p—l)  den  Wert  «0,  60  fei 

Schreibt  man  für 

B  +  «,/+«>/+..._,„ 
wobei  B  für  e^Aß  gesetzt  wurde,  so  ist 


it  nun  r,  durch  />  teilbar,  so  ergibt  sieb  unter  Barucksllä 
der  durch  geführten   Entwicklang,   dass  aneh   7.  ein   Vielf&CBOa  * 

vorstellt. 

Man  sieht  sofort,  dass  dieses  Vorfahren  immer  auf  dei 
gebenden  Rest  angewendet  werden  kann;    die  Rechnungsführung  gtfal 
Über  in  die  Subtraction.    Der  Proberest  dient  vor  allem  mv  I 
der  zweckentsprechenden  Vielfachen  von  p. 

Die  hieraus  sich  ergebend.«  RfigÄlBSteU 


Brrdm:  Settripr  n/*    J7*rf-w   flf-   Jnlba-k'i: 


Soll  eine  Zahl,  die-  im  »  nihri  n  ?vs  :<  ir.  r«  *> .  r :  -  »  ■■  i 
ist.    auf   die    Teilbarkeit    tiunl:    Civ   P?in.rai..7    ll;-:- 
sucht   werden,   st«   bilde    ildu  n.i:  Hjift    a  ?  Pr    :•:•*;*  ? 
und    der    Ziffer   an    der   Si-i:--    c*r   Eiter  [».TJwLfiunr    i'-  " 
das  Vielfache.     Zieht   mau   nun   cit  sc?  Prc-ric : :   *.lcst 
Zahl  ab.  die  sd^  allen  Ziifern  n.::  Aus?cLl£**  u-rlitfr 
gebildet   wird,    so    erhfiii   mi&.    :bj]s  die   Zu'l.   dtr.i  / 
teilbar  wäre,  als  lieft   ein  Vi-iiac  Le  =   u.l  r     Mll  *>•:  ;r : 
diese   O p e r a t i o n  *  •:•  1  a u g e  i  ■.•  i  i .  b i *   der  s  i  -.  i   '.:  r  •:":•;  l  i  •_ 
Rest  mit  Leichtigkeit  erkennen  ]a»s:.   «nb   der*  vi:-,  tin 
Vielfaches  von  der  Primzal:'.   oi-  also   die  Za:..  dt:-.  L  7 
teilbar  ist. 

Herr  Professor  J.  Hann  entwickelte  iL  Sii3;.3ü3chs  Zeits-.Lrl:: 
für  Mathematik  und  Physik  1.  Hvit.  1?77.  S-;:i-  ;«4  Gese:;-.  t*.:r 
Teilbarkeit  dekadischer  Zahlen  durch  7  und  lo.  und  fvlrene  fcit-rau> 
sehr  bemerkenswerte  Ergänzungssätze  * »  [Stil*  56  und  wl  I>&* 
vom  Herrn  Professor  J.  Hann  enrwii-kelt«  Teilbarkeit*-::.-  kan^ 
demnach  als  ein  serieller  Fall  d-.r  ULt-rsnchung  d--r  Teilbarke;:  ■:•_ - 
kadischer  Zahlen  durch  Primzahlen  :nit  Hilfe  des  Probcreste*  an-.  - 
sehen  werden. 

Es  sei  die  im  12  teiligen  System  geschrieben-  Zahl  Kevins-» 
auf  die  Teilbarkeit  durch  17  zu  untersuchen.  Da  nun  1 7.«'-- \*\  =-  <m  i 
ist,  so  lautet  der  Proberest  (11;. 


Untersucht  man  also    656(l<i;.\ 


um  5.(11) 

Differenz 

3.(11; 

Differenz 
vermindert  um  5.(11) 


=    47 

6523 

—      29 


625. 
=    47 


so  muss  vermindert  werden 
die  sich  ergebende 

vermindert  um  das  Product 
liefert  die 

Wird  diese  letze  Differenz 
so  folgt  daraus  das  Endrc- 
Dieso  sich  ergebende  Diffo- 


sultat  17. 

renz  lässt  mit  Leichtigkeit  die  Teilbarkeit  durch  die  gegebene  Zahl 

erkennen. 

Wendet  man  die  leicht  ersichtlichen  Abkürzungen  an,  so  ergibt 
sich  folgende  Schreibart: 


*)  Diese  Ergänzungen  fanden  im  Jahre  1874  und  1875  im  Arohiv  ron 
Grunert  in  den  Abhandlungen  „Beitrage  zur  Theorie  period  iM'hcr 
Decimalbrüchc  v.  Karl  Broda  [56.  Teil,  1.  Heft],  Beitrüge  zur 
Theorie  unrein  periodischer  Dccimalbrüch e  [57.  Teil  Seite  297] 
r.  Karl  Broda"  ihre  Begründung  und  Anwendung. 


Brodm:   ßtiträgi  «ir   Tifrit  <Ur    JkÜbmrkvt. 

656(10)5 


Untersucht  intn  J  (10)358533(11)  auf  die  Teilbarkeit  darca  37, 
wobei  beide  Zahlen  im  12teiligen  Systeme  geschrieben  sind,  so  itt 


210  rrobereat 


1  (10)  ,iW  532(11) 
343 
791 
58" 
209 
873 
124 :  37  -  i,  der  Rest  0,  daher  teilbar. 

Im  dekadischen  Systeme  sei  zu  untersuchen  die  Zahl  108U7K>H 
auf  die  Teilbarkeit  durch  13  uud  62672568  in  Beziehung  auf  IST, 

so  ist 


*  108076514 
15" 


90  Proberest 
für  13 


X2 


=  62572558  137 

6927"  136 ' 

405  110     Probe- 
335  rest  for  IST 


91:13  =  7 
Die  Zahl  Z  ist  demnach  durch  13  und  Zt  durch  137  teilbar. 


XXIV. 
Miscellen. 


Angabe  Über  Ketrehctinttte. 

Unsere  Aufgabe  sei  folgende. 

Einen  Kotationskegel,   dessen  Axo   auf  der  horizontalen  I'rujcc- 

»elwue  senkrecht  atoht,  nach  einer  Hyperbel  so  /u  sehneiden,  dass 

ivohl  die   horizontale  als  auch  die  verticale  Projection  gleich  seifige 

nerbtiln  werden.     Diese   Aufgabe  soll   auf  rein  construetivem 

'.  gelöst  werden. 

Denkt  man  sieb  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene  parallel 

i  der  zu  suebendun  gelegt,  so  wird  derselbe  nach  zwei  Erzeugenden 

allel  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  geschnitten.    Der  Winkel, 

i  diese  ein  seil  Hessen,  projicire  sich  nun  den  Bedingungen  der  Auf- 

j  gemäss  auf  beiden  Projection 5 ebenen  als  rechter. 

i  Spitze  des  Kegels  sei  <S  (Fig.  1.),  seine  Basis  li,   X  und  Y 

i  verlangten  Erzeugenden.    Die  Durchstosspunkte  der  beiden  Er- 

igendeu   mit  der   Hai hirungs ebene  des  zweiten  Raumes   seien  resp. 

Betrachten  wir  nun  die  Strecke  j-,  y, ,   so  kuüpfen  sich  au  sie 

ende  Bedingungen : 


liegen   in  Schnitte  des  Kegels  S,   ß  mit 


1.  die  Endpunkte  a-,, 
der  Ilalbiruugsebenc  i 

2.  niuss  die  Gerade  *,#,  den  Kegelschnitt  berühren,  welcher  als 
centrale  Projection  des  Kreises  A"  auf  diese  sich  ergibt; 

3.  die  Strecke  .r,;,,   wird  im  Punkte  .1,  halbirt  v 
Halbinangsebene  zu  denkenden  Geraden  //,,  deren  P 


/,ontaIe  und  verticale)  ff,',  ffj"  im  Halbirungspnnki 

M&fcrechl  nul  diese  errichtet  ist;  denn  tf/WteiVi)  isl  Durchm« 

lies  Kreises,   der   auch   durch   fTS1  geht,    weil 

"SV,"  rechte  sind.    Da  nun  ^"»/'(W)  die  Parallel]'!- 
3-,^,  ist,  so  wird  auch  *■,#,  von  ff,  im  Punkte  <\ 

is   wäre    also    in   der  Halbiruugseheue   eine 
Schnittes  /<',  zu  constrairun,  diu  von  //,  halbirt  wird,  und  A,  t» 
Zur    einfacheren    Constructioii   projiciren    wir 
iuif  die  uoräontale  Projektionsebene  zurück  und  erhalten 
Kreist  B  und  A';    feiner,  wie  aus  Fig.  1.  ersichtlich,  H  parallel 
Prqjectionaaxe  durch  ■S"  und  die  Gorade  G,  die  Protection  der 
endlich  iVnini  Geraden.    Die  Reihe  •/,!',  »WjOj  ist  e 
äaher  auch  ihre  Centralprojoction  yPxö.    Die  Geradem  mura Mltaji 
Hieb  dos  Kreis  A"  berühren, 

Alle  Sehnen  des  Kreises   H,    welche   von  0  und  //  harmonis« 
r -i  r . ■  i ! t  werden,  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  der  vrie  tti 
leicht  ersichtlich  seinen  Mittelpunkt  in  8'  haben  nnd  dessi 
notwendig  S'b  sein   muss.     Dil    Grosso  der   andern  Axc  ergibt    Bl- 
aus folgender  Betrachtung;   Sei  Q  der  Pol  der  Geraden   ;. 
In  Bezog  auf  den  Kreis  H,  so  linden  wir  &wci  entepreeuende  Pmil* 
der  projeetivisebeu  Heiken  II  um!  '■',  indem  wir  irgend  einen  Punkt. 
des  Kreises  ß  mit  dein  Punkte  d  uud  O  verbinden  nnd  de 
von  Qm  mit  '.',  den  von  ffm  mit  II  aufsuchen,     Die  Verbindungali * 
(  dieser  iwci  Punkte  ist  nun  eine  Taugente  an  uuaern  B 
Führen  wir  eine  beliebige  Gerade  <>,  Ben  krocht  au 
Geraden  ß  und  ;■,   so  liegen  alle  die  Punkte  u  in  einer  G 
rallel   zu   //.      Der  Schijillpunkt   .1/  mit  dem  Kreise  'i  gibl   im-  &■ 
die  üU  suchende  Scheitcttaugente,  somit  auch  die  Grüsse  der  zweiten  .4-  - 

Es  handelt  sich  schliesslich   noch  um  die  gemeinschaftlichen  T« 

genten,  %y  des  A'  und  der  Ellipse  /-:.     Die  diracte  Ermittlung  die  m 

ist   aus   Fig.  3,   nu  ersehen.     Fig.  4.   gibt   die   volIatAoJ-* 

Oonstruction  der  angegebenen  Losung. 

Isi  .Wv  geyrheTie  Kegel  kein  llotatiouskcgcl,  somleni  eine  Ke&^ 
Bfc  i"       '  überhaupt,  wobei  .S'  ein  llreuiipunkt  oder  uiu  UmfaugspU«3 
der  Basiscurvc  ist,  so  bleibt  die  Lösung  im   Priueip  ganz  un 
der  Kreis  K  geht  hierbei  im  erstem  Falle  iu  einen  Kegelschnitt  llt»* 
im  zweiten  degeuerirt  er  zu  einem  Punkt) 


Wien. 


Josef  Q 


Ceatro  de  gravite  du  |te>lmltre  d'un  <|uudrilai£re  tjneleOkfM  et 
ruttt  de   Kr>ri(i-   du    volutne  d'un   tronc  de  pjrmiilde  |>i>lj  jronale. 

l.    Le  centre  de  gravite  de  li  Burfacc  d'an  qaadrilatere  quel- 

de ton n iin'r  par  Poncelet,  ^u  moron  d'uoe  conatraotlon 

inte,    Gelai  nlu  perüuc-tre  d'un  quadriUtcre  peot 

facÜitä. 


8.    Soicnt  [Fig.  ].] 

£/-'=  o,      FC 


GM  - 


IIE  - 


itlft  d'nn  qnadrilatere;  .i.  /;.  f.  /<  les  polutt  n 
II  müßt,  pour  avoir  le  centre  de  gravite  du  porimetre, 
.    Ig  point  d'applicatiou  de  la  resultanta  de  qoatn 
"Zieles,  de  mäme  Bens,  appliqafiee  en  -f,  /(,  c,  /),  et  Proportion* 
:  ectifs  «,  s,  .■,  (/. 


AFB,  qui  reneonlre   In  droit« 


Henous  In  bisscctrice  de  rangle 
et)  /";  prenons  J/—  ÄF', 

Obrnma  Bona  avons 

V     /(/••■     HF    £ 

*-era  le  point  d'anplication  de  la  resnltante  dos  den.  foreea  ■■  et  S, 
{diqneca  r_-n  ,i  et  /(. 

<in  fcrail  vnir  de  mime  que,  si  l'ou  meae  la  bisaeetrice  ////'  de 
agle  cwp,  laqnelle  rencontre  CD  en  //',  et  qne  Fan  pranna 
=  /)«',  Ic  point  //  scra  Ic  point  d'applicatiou  de  la  resultante 
!  äßta  forcea  c  ei  .f,  appliqo6es  en  C  ot  />. 

II  scnsuii  quo  lu  centre  <ln  gravite  da periraetfO de notre  quadri- 
ere est  situe  snr  la  droite  /*. 

..■  memo  la  bisscctrice  '•'•■"  de  l'angle  SffC,  laqaetta 
icoutro  HC  en  <?',  et  prenons  #ff  =  Off';  puis  ürons  la  bisaeetrice 
t?   de  fangle  ÄB-A,   laqnelle   rencontre  DA  en   ' ■".  et  prenons 

=  />/.".  Le  centre  de  gravite'  do  notre  porimetre  anpartieiidn 
tai  '  la  droite  gt.  Donc  le  centre  de  gravite1  da  porimetre  de  notre 
lärilftlörc    i.l'cn  se  trouve  ä  l'inU'rauctiou   ö  des  deux  droites 

et  //>. 

3.  ProposouB-noua  de  dätermhwr  le  centre  de  gravite  du  tronc 
pyramide  polygonale  ABCdt  (Fig.  -'.). 


Prolongcons   Ice   Iwxb  laterales  jusqu'  a    lenr  iuii 
muric  S.    Nous  formons  alnai  Ivt  d<  u 
äa/'it  dont  la  dUTereuci  tlitM*. 

si  iinris  jtiignons  te  bi K-  gravitf  Q  dek 

Alm  par  la  droite  >''•'.  celle-cl  coapera  la  baw  sufK-rieiir*  <U>l i 
eeutre  de  gravid  <j.  et  contiendra  an  mflrae  torapa  !■ 
rite*  o  de  notra  trotte  de  pyrainide 

Dcsignons  par  //,  la  baute»  do  troac,  par  /;'  ei  />*  in  < 
baaes,  it  par  *,,  y,  los  ilistanocs  de  ton  eeutre  de  gravier  o 
plans  ilc  ces  bases. 

Ropnjsentoiis  en  memo  Icmps  par  //-.')  1  les  lmiitcurs  <W  d 
Pyramide»  SAJiD  et  SaM,  par  l'  et  ■  lea  vuIdidm  tlo 
l',  le  volume  du  trone  da  pyramide. 

l,os  moments  de  la  grando  pyramide  l\  de  la  petite  pyrarabJ 
ii  .in  tronc  i  „  par  rapport  aa  plan  de  la  basc  Inferlenre  .Mtlt, 


on  a  par  suitu  IVijuatiou 

[Vit  =  [■■iiii- 


ItUI  -SA),       l> 


:   17/- 


(4//— :«). 


ijui  donnc 
(l) 

Les  moments  dos  meines  corps,  par  rapport  au  plan  i 
superieure  abd,  serout 

niH—h)  =  iV{3JI-U),     -i-Ä. 
do  sortc  ijtic  Ton  a  nussi  l'cquatlon 

|  WMI--V,)=    \\-h-\rh. 


ijni  donue 
(2) 


,  =  r(3W—  n,)-\-rh. 


Prcnant   la  diffi'reiu-e  ontre  los  eqoMiOB*  (2)  «t  (l), 
I'flgaQte,  aproi  division  par  2, 


*?&-«, 

-      1  ( //      -21 

+  <cj//- 

A). 

Präqne 

r= 

\,B*ir,    P  = 

IPk,    i;  = 

i(s»+i»-Mi 

cette  ögaütc  peut  s'eerire 

(3) 

2(a*+m+&1)H1(!/x- 

-*,)  =  B*H 

—  2if  Jf/A 

+  2 //fr 

Beiträge  zur  mathematischen  Geographie. 


Herrn  Dr.  Klinger, 

Olicili'liror  im   iIit  Krmi^l,   firufvlirsrhiilii  in  Brfslnu. 


Unter  den  astronomischen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Gestalt 
P  Erde  gestattet,  die  Methode  der  Finsternisse  zur  Ermittelung  dos 

munters cliiedßs  zweier  Orte   auf  der  Erdoberfläche   die 

lauigkeit,    da  der    Moment    der   äussern  und   der  inneru  Rander- 

-ung  sioli  nbr  schall  feststellen  lässt.    Ganz  besonders  ist  dies 

1  bei  der    Bcdce.kune  eines  Fixslernes  durch  die  MViniliKiTllJtf 

der   iinmessbaren    Kleinheit    seinem    Durchmessers.     Tritl    der 

möglichst  central   namentlich   am  dunklen   Mondraudo  ein,   so 

a  Beobachtung  recht  gera  die  Zeit  des  Ortes,  ausserdem  die 

ntUlktiflohe  asecnsio   recta    und   decUnfttio  des    Mundes,    dieselben 

ssen  für  den  Stern   sin<l    geozentrisch  bekannt,    Fixsterne  haben 

■r  unendlichen  Entfernung  keine  PenUaxe,  obenan  ist  bekannt 

t  das  Fortschn'ij.ii    des  Monden  in  iscentie  recta,  also  lilsst 

r  Moment  der  ('oujimctiuu  In  leoeneJo  recta  des  Mmidmittel- 

les   und   des    Sternes  MB  dem  gegebenen  Moineut  des  Eintrittes 

.  Antrittes  dea  Bteraee  in  die  MondflcheUw  bestimmen    Wendet 

i  nun   die  Parallaxen  Uecbmiug  an,   das  heisst.   bezieht  man   die 

ultate  attf  einen   Beobachter  im  Mittelpunkt  der  F.nle,  to  erhalt 

i  für  zwei   verschioduc  Paukte  der  Erdoberfläche  ausgedrückt  in 

i  Zeiten  denselben  phjBiachen  Moment,  shto  den  Datereehied  der 

i  beider  Orte,   das    ist,  ihren   LiiirjcinnikTseliieJ.     Man  ersieht 

i,  die  Bechuuug  besteht  zum  grösston  Teile  aus  der  Parallaxen 

i  Eingehen  in  die  Theorie  der  Parallaxen- 

■  linden , 


■ 

I'arallaxe  ist  ilt-r  I  liier*    I 
jod  s  ■  ■  i  •  twei  verschieden  ou  Beobai  ■ 

odore  dieji  uige  betrachtet,    welrae  Jxäi 
dan    wahren    Uurck 
Mittelpunkt  der  Erde    |>arnl  laberen,    dtr  Tapp* 

ebene  dei  Erde  im  lleoba<  hluugsorte,  ■. 

Iiter  denkt  sich  also  in  den  Mittelpunkt  der   l .. 
er  auch  For  die  Fixsterne  ohne  Weiteres,  du    !>■■ 
die  Erde  als    mathemuth)cher   l'uulc  angenommen  w*rd<  ■ 
für   die   nähern   (iestirne  geht    dief 

Winkel  BMC  im  Durchschnitt  gleich  i,  i'sci  der  Moad,  r;  derB* 
arfttfilpunkt  and  in  R  der  Bcolnu-hter ,  obwohl  die  Kntfrniiiur  *• 
beiden  Beobachtuugsork'  doeh  am  einen  Erdhatliniößser  li-lrügt,  rtl 

rond  man  hei  den  i - 1 ■  1 1  Fixsternen,    selbst    wenn    m 

.Mm.  der  beiden  Bcobaditungsurto  gleich  dum  grö«ten  Erdbt 

■  iii  .    also    'M    lieulmeht |  ■■  i  Muni    und  im 

Apneliuin  wählt,  nicht  im  Stande  ist.   eine  Pa 
■ehr  wenige   maelieu   bivnou   eine  Ausnahnu 
unter  diesen  hat  «  wmttturi  mit  1"  Bogen. 

Zur    Besti g   A>  r   Paralkuc  sind   iiutm 

dea  BoobauhtiingBorli^  muh  Mittelpunkt    : 
de*  Gestirnes      In   Fig.   -    vi  ZtiS  die  schcinl 
wahre    ihre  Differenz  j>,  d a<  ti  .' 

Hierbei  nniss  mau  abei    /.nt-ral   Rücksicht  nel n    anl  die 

roidisebe  Gestalt  der    Erde,   die    Enll'ei 

auf  der  Erdnhnllilche  muh    Mittelpunkte   der  Erde    >.iml   nicht 

die  Erde  ist  entstanden   v.a  denken  diu  r   Eilrpso  « 

ihre  klein''  Axe,    die  ihre   Pole   verbindet,    die.    Meridian. 

nicht  sowohl    Kreise,    als  vielmehr  Ellipsen,    eine  solche  sei   Ff gor  J 

li    sei    der     UeMh;tHitiingM.irt,      in    ihm    sei     eine    l'atl 

aje  liegt    in    der   Uon/uiiUilebeiie  de*    Oltus    /•',    auf    ihr  sei    da*  1* 

HX   errichtet,    dasselbe  gebt   durch   den    Zenit    ■ 

nicht  streng  durch  den   Mittelpunkt  der  Eide.      Winkel    BXA  i*t  < 

geographische  Breite  des  Ortes  U.  wir  bezeichnen  ihn  in 

i  der  Erdmittelpunkt,  neun!  man  die 
mau  boKeichue  sie  mit  tp',  offenbar  ist  g>'<i<p.  unr  ;iui   Pol  s 
<p  und  ip'   "herein.      Mau   lilbre  folgende  ut'l  gi  bra 
ein,  a  sei   die  halbe  grosse,  b  die  halbe  kleine    I 
punkt,  also   '7' die  hüll"'  Eutfernung  der  beiden    B 
gemessen  nach  der  Einheit  a  vä  -,  also 

CF 


Ktim/tr:    Beiträgt  zur  wuAtmaätdtm   Oncgfafftfe.  33JI 

■uer  ist  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  VFP 


i  die  Abplattung  du  Knie,  die  Differenz  der  beiden  halben  A*en 
peueo  DOCh  der  Einheit  der  halben  grossen  Aie,  also 


i  £  ist  bei  der  Erde  sehr  klein,   etwa  i  m>  Nach  der  Glei- 

5  der  Ellipse  für  rechtwinklige  Coordinateu,  deren  Anfangspunkt 

f  Mittelpunkt  der  Eilipse,  so  dass 

SM  =  r,     (  .1/  =  j  : 
wenn  man  den  radius  vector  BC  mit  q  bezeiiluu-t, 

0  =  pCÜSy',      y  =  ffSMIp'j 

h*        6* 
j  Snbnormale    -V.u  —    ,.»,      —  ;i  gesetzt  als  Ordinate  des  Brenn- 

tktes,  giebt 


Im  Dreieck  BMN  ist  tga>  —  y.  Subnormale 


tg(P  = 


P  =  „.    tg<P  =  -- 


Man  lege  durch  0  eine  Parallele  zur  Tangente  in  Ji  D&mHob 
,  bo  sind  ÜB'  und  DD'  coujugirte  Durchmesser,  zieht  man  fer- 

!  dnreb  jV  oino  Parallele  zu  DD',   so  ist  Winkel  BNO  ein  ltcch- 

,  denn  BN  ist  Normale  zn  Punkt  B,  also 

h  dem  Satze  nun,  dass  das  Product  der  tg  derjenigen  Winkel,  unter 
leben  zwei  conjugirtc  Durchmesser  die   grosse  Hauptachse  schnei- 

,  constaut  gleich  —y-  sei,  und  da  die  beiden  conjugirton  Durch- 
messer DD'  und  BB'  die  grosse  Hauptachse  AA\  unter  den  Winkeln 
BOA  und  D'CA  schneiden,  erhält  man 
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tgDV'.I  =  —  ta,DCA,      t$BCA.t#£>CA 
oder  für  beide  Winkel  ihre  Werte  gesetat,  siebt 

**  ,      ** 

tg»'«««»-^    tge>r— -„l*s* 

es  war  vorhin  gegeigt  worden 

also  ist 

tgg.'-£ 

was  die  Figur  »igt.  Die  gegenseitige  Bezieh***  beider  WiiW,  i> 
der  geographischen  Breite  und  der  verbesserten  geographischen  B 
ist  also 

Es  handelt  sich  ferner  darum,  die  Entfernung  des  Beobarhtus> 
ortes  B  vom  Hittelpunkte  der  Erde  C  also 

BC=-f 

•j  ■=  'i-.il!  .(■'.    *  —  «eosa>', 
so  trage  man  diese  Werte  iu  die  Gleichung  der  Ellipse 

ff*p,Bra,v'-t-*VC08,v'™  at^* 


zu  finden.    Da 


ein,  dann  hat  mau  i 


*  ~*  «*  sin V + i*  cos*a>' 

•  =  V+a»tgV/ cosV 


'  >  +  >,)  -** 
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,„.,. 

1       (          "*          \ 
p        cosVVl  +  tgPtg?'/ 

3                         a*C089 

cos  p'(cOB  ip  eöfl  iy'+  ain  ^  si 

W) 

_,                asC08fl» 

cos<j>'cos(<J>— V') 

*  ~  *'  K  cosq>'eüs(()B  — fj>') 

Aus  Gleich 

lüg  (i)  folgt: 

«'                        «■ 

'cosV 

g  tos  9  —  „»^jing^       0»eos»9+6*sinV 

■    Zerlegt  mau  im  Neuner  cu$*<p  in  1  —  sia'g). 

so  wird  uurselbe 

a*  — «*sin1!qB-j-Ä*än*^  ='i*  —  (« 

'-fi')8i 

tffc 

r»  war 

,<:  —  4S         g       „_    . 

-**, 

also  wird  der  Nenner 

j     ttemuach 

«"  —  nVsin-ip  ■-  i»*(l  —  p^aiu^ip), 
,      .  ,         «'eoe1^ 

P'COS'tP    =  ;—       |    ■ 

Kalttplicirt 

man  ferner  (Heicliung  (1)  mit  sin' 

Vi    SO    ( 

rtalt  man: 

.                            aV 

6» 

«■•"^-o'+i-ClgV'-,^ 

nactgV 

es  war 

tÄV'  ■*  "»tKV*     also    ctggp'  = 

;,jCtg9> 

o-,ctg?>  —  ctg?, 

^^ 
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p'gill'qp' 


b* 


1 +  &<*%** 


oder 


im  Nenner  setze  a*cosV  —  a1 — a'sinV»  dann  wird 


aus 

folgt 

ferner 


£4sin*cp 


ft* 


,  -  «*(!-«*). 


Dies  eingetragen: 


9  .  «2(1  —  **)28in*9> 

r        ^  1 — e*sin*g£> 


p  sin  <p  = 


o(l — 62)8in<p 

Vi- 


e*sin2<p 


man  setze  esintp  =  sinif/,  was  immer  möglich,  weil  e  ein  echter  Bi 

dann  ist 

t       q(l  —  e2)siny 


oder 
es  war 


r      ^  costj; 

psinqp'  =  o(l — e*)sin<psec^, 


pcosy'=*  — — 3L--, 
yl— c8sinV 

für  « sin  9  auch  diesmal  sintf;  gesetzt,  giebt 

p  cos  cpr  =  a  cos  <p  sec  t/>, 

jetzt  multiplicire  man  die  Gleichung  für  psinqp'  mit  cos  99  und 
Gleichung  für  pcos<p'  mit  sincp  und  subtrahire,  so  erhält  man 

cm 
p  sin  (qt>  —  <p')  =   ö"  sin  2q>  sec  ij/, 


multiplicirt  man  dagegen  die  Gleichung  für  pcosqp'  mit  cos  9  und 
Gleichung  für  psinqp'  mit  sinqp  und  addirt,  so  entsteht: 


Ktiajjirl    Ütiträ-ji     -.nr    »i'iihnn,iii:.,h-H 
pCüs((p  — <p')  —  i8t'ClJ>(l  —  c"8 

pcos(ijp--ei')  =  HCOSIJJ 
[de  Glciebuugüii  iliviilirt,  ßiebt 


2  cos'ij'  * 


ittons  kann  mau  zur  liest!  in  wung  des  <p'  aus  9  noch  die  Methode 
■  pe.rio diso lieii  Reihen  anwenden.     Nach  Lalaudc  gilt  für  den  Au; 

ick   tgy'  =    ,tgq»  die  Reihe 

««— ft' 

«* — 6»  rt* 

u    C ■ocl'tk'-iciitcu      ,  ,-,-.    «ck1    mau    folgende    Ftnin      .,  ,   .„■     der 
a  -p-ö  a  -|-c 

liier  ist  s*,  der  Nenner 

*+»»+*-*        2„"-,V  ., 


0  sehr  klein,  genügt,  das  nreltfl  Glied  der  Reihe, 


Zur  Bestimntuqg  von  v  durch  <p  addire  mau  die  beiden  schon 
Wickelten  Gleichungen 


,  «'•cos-qo 


d-'coa-ijj-j-'^siii-ip  ' 


_  rt*  cos;ip  -4- 1/*  sin2ip 
0"   ~~  «*Cos37>-j-/;3sinV 


s  deu  bekauuicn  Formeln  für  cob2ij>  entwickle  man  sin-ip  und  cos2»- 


-iov 
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gi+fr  +  (a*— ft*)  cos  2y 

dies  lässt  sich  leicht  umwandeln  in 

(«2+^)g+(gg— &*)*-f2(q»+&»)(os-- fr*)cos2y 
*"  ^        («+&)*+(«— *)"  +  2(a+6)(a— 6)cos2? 

1+2q*+6*CM2y  +  (o*+*g)gf 


'i2+''2 1/  )  1  +  2U-H* 


J-+5')cos294-(5+S)S 


Der  Ausdnick  log  Vi  +2äcösx^f'n^  lässt  sich  als  das  ;  — ^  ■ 
fache  folgender  Reihe  darstellen:    acoss — Ja2  cos  2* -f-^«3  cos  3*.. . 

man  bezeichne  .  rTjrT|0  niit  M,  d.  h.  modulus  des  Brigge'schen  Log» 
rithmen-Systems,  so  erhält  man: 

log*  =  log  (^+-J")  +  M  {  (£  ~£)  „sä,  -  |  (l^ryco84v 


cosügp ...  ! 


-*feO 

man  eliminire  a  und  b  durch 


a o~  r  a  —  h  e 

ä2+j2  -  2-ei'       «4-j  -  *2^-~£  *'    dann  kommt: 


bj«=iog(«ä=fj  +  •"{{■. L, ■.-  fr;)0"2» 

i  dar  Kleinheit  des  e  und  des  i  braucht  man  auch  iu  diesem 
j  nur  das  erste  Glied  der  Reihe. 

Fllr  Breslau  ist  <p  =  51"  6'  56",  sowohl  nach  der  exaeten  Formel 
nach  der  Reihen-Formel  ergiobt  sich  für  <p — tp'  ll'l.V',-11,  so 
■   die-   verbesserte   geographische    Breite    für   Breslau    sein    wird 

"55' 41",    ebenso    ist    der  logp,    wenn    man    a    als  Einheit   Betet, 

«91223. 

Azimutal-  um!  HObett-PtHlIelAxe.     Für  Gestirne  entfernter  als 

-  Mond  kann  diu  Erde  als  eine  Kugel  angesehen  werden,  d 

I  des  Beobachtungsortos  B  geht  also  durch  den  Mittelpunkt  der 

es  giebt  kein   verbessertes  Zenit  Z,    Z,  B  und   C  liegen  iti 

•  Graden,    durch   welche  uud   durch  das   Gestirn  sich  nur    eine 

i  legen  lasst,  es  findet  keine  seitliche  Verschiebung  statt,  bahn 

e  sind  ZB  und  ZBC  (Fig.  2.)  üwei  gerade  Linien,  durch  «reldlu 

I  durch  S  zwei  Ebenen  gelegt  werden,   die  einen  Winkel  bilden. 

i  Animutal-Parallelaxc. 

Die  Erde  als  Engel  vorausgesetzt,  liegen  C,  B  und  S  in  oiueK 
tiealen  Ebene  uud  die  Bestimmung  der  Höhen-Parsjlelaso  lauft 
f  die  elementaro  Aufgabe  hinaus,  den  Winkel 

BSC  —  af—  m 

i  bestimmen.     Man  hat: 


Entfernung  des  Gestirnes, 


i  Winkel  ='— s  sehr  klein,  so  setze  i 
n  erhält 


t  statt  des  Sintis  den  Bogen 


iso  ist  die  Höben-Parallelaxa  proportional  der  Zenitdistaiu,  wa>   iu 
V  Weise  beim  Monde  wie  bei  entfernten  Gestirnen  gut 
!  sei  der   Reobacbtungsorl,  C  der  Mittelpunkt   der  Erde,   im 
izonte  des  Ortes  B  sei  die  Sonne  S  (Fig.  i.),  dann  ist 

"  es* 
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«ril   n<    gegen  CS  sehr  kloin,   so  klein,  dai 
den  Elogen  setzen  kann,  so  ist  in  Eni 
m  Bogen  der  ErdbslbmcKKer  «.  wftbll  inau  '■'  mif  dem  i 
iiüiiiiI   man   diese  Conetante   n    die  Äquatorial 
igt  Sonne. 
Es  war 


--=     -.     -SUI3 


sinnsinx',     p  gemessen  nach  der  Einbau 


rnn»'. 


indem    man    xugleicli  für  sinw  t  setzt,  uuil  p  in  Ein  In-  i 
balbmessora  und  J  in  Einheiten   des  ErdbahnhftlbmesBen  aasdrtkfcl 

Diese  Formel  gilt  für  die  Sonne  und  alle  Planeten,   m 
den  Mond,  wo  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  I 
den  muss,  also  auch  eine  Arimatal-Pars 

Die  Coustante  in  dieser  Formel  n  =  8",5716,   der  Knlbalmhall 
ler  als  Einheit  dem    ;  /,u  Grunde  liegt,    bctr&gi 

Meilen. 

Für  den  Mond   fuhrt  man  statt  d  noch  eine  andre  Grus« 
nlmllcb   die  Aeijii&torial-Horizontal-Parallaxe  des  Moodes    II      M 
der  Moud  (Fig.  5.),  AC  —  a,  weil  der  Beobachtimgaort  a  am  Acqu 
tor,  ferner  setze  man  Winkel  AMC  =  [I,  also 

ileiimneb  die  vorige  Formel 


J—s  —  -sinCTuW, 
da  Uor  ilurcligohcnds  a  als  Einheit  gilt, 

■' — *  —  psm  JYslm  -.'. 
ferner,  weil  Bogen  II  sehr  klein 

S'-5  =  PWain=\ 
Dieses  II  ist  nun  ein  auderes  als  das  vorige,  da  ja  auch   I 


3  anderes  Ist,   der  mittler«  Wert  des  Tl  ist  57'  U",n,    seine 
:enzwertc  sind  53'  und  1"  2'. 

Bei  dem  Molide  ist  bei  genauerer  Rechnung  Rücksicht  zu  nehmen 
f  die  sphüroidisclte  Gestalt  der  Erde,  es  tritt  hier  ancli  eine  Aä- 
ta! -Parallaxe  auf,  die  hei  den  übrigen  Gestirnen  vernachlässigt 
i  kann,  mau  beziehe  also  den  Mond  nicht  auf  das  astronomische, 
idern  auf  das  geocen Irische  Zenit  (Fig.  fi.),  welchem  die  verbesserte 
3  entspricht 

In  Z  (Fig.  7.)  sei  das  astronomische  Zenit,  in  Z"  das  geocea- 
ische,  in  L  der  wahre  Ort  des  Gestirnes  vom  Mittelpunkt  der  Erde 
s  gesehen,  die  Parallaxe  senkt,  also  von  der  Oberti&cho  der  Erde 
hen,  erscheine  das  Gestirn  in  L'.  Man  ziehe  die  Vcrtical- 
i  Bezug  auf  beide  Zenite.  In  Bezug  auf  das  geocentrischo 
t  giebt  es  keine  Azimutal-l'arallaxe,  mithin  geht  der  Verticalkreis 
i  Z'  dnreh  L  und  L'.  Mau  führe  folgende  Bezeichnungen  ein, 
)  sei  i,  Z'L'  sei  .=',  ZL  sei  f,  Z  '  L'  sei  f,  trägt  man  nun  auf  Bo- 
i  ZI.'  den  Bogen  Z'L'  auf,  so  dass  i'J/=  Z'l.',  so  entsteht  ein 
r  kleines  und  darum  als  gradlinig  z"  betrachtendes  Dreieck  ZZ'M 
9  bei  M  rechtwinklig  ist,  also  ist 

ZM==  ZZkosMZZ, 
'  ist  der  Meridian,  denn  in  ihm  liegen  beide  Zenite,  darum  MZZ' 
;  Azimut  des  Mondes,  dieses  sei  A,   ZZ'  ist,   was  wir  im  Anfing 
'  nannten,  also 

ZM  =  (<p—  t'JcosJ. 
ich  Construetiou  ist 

ZM  =  ZL'—ZV  —  js'— f 

s'—  f  =  (<p— y'Jcos-d,     f  =  x'—(<p  —  <p')a)sA. 
■  f  und  J  gilt  die  im  vorigen  Abschnitt  für  z    und  ■  entwickelte 

S'-t=e*sinr. 

r  f  rechts  seinen  eben  entwickelten  Wert  eingesetzt,  erhalten  wir 

f— f=  eBsinfV—  <a>  —  B)')cos-t), 

Z'L'  =  L'M, 
Z—t  =  Z'L'— Z'L  =  L'M-ZL, 

wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  bei  V  kann  mau  annehmen,  dUU 
der  Bogen  LL'  auf  ML'  aufgetragen  «inen  Bogen  gleich  LV  giebt, 
also 

r-t =«*-% 

demnach 


leichuDg,  also 
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Die  Azimutal-Parallaxe  ist  offenbar 

A'— A  =•  i/ZL, 

man  entwickle  I/ZL  nach  dem  Sinussatze  (I) 

.    ,.„       smZL'XtinLL' 
sin  I/ZL  =■  -.— «v 


im  Dreieck  ZZ,  Z   ist 

.   /r/      shi^sinJ 

^tf  «,  (9  —  <p')    und    Z'J/  =  T, 
demnach 

>111 iS/j  i&   = ""w- • 

sinjr 

trägt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  (I)  ein,  und  setzt,  wie  oben,  Air 
LI/  (V—.:)  und  für  ZL%*  so  entsteht 

9UIZ  SlUjT 

l/ZL  ■---  A'—A. 

v  '  suis  sin  £ 

Setzt  mau  für  den  Sinus  sehr  kleiner  Winkel  den  Bogen,  vernach- 
lässigt mau  den  Unterschied  zwischen  z  und  f,  was  bei  der  Kleinheit 
der  andern  Factoren  unbedenklich,  und  setzt  man  für  z — z  seiiica 
schon  entwickelten  Wert  prcsin?',  wobei  sich  im  Zähler  und  Nenner 
einmal  sins'  hinweghebt,  so  bleibt 

,,       .       Qn(<p—  <p')siu*1 

$mz 

Analytische  Entwicklung  der  Formeln  für  Höhen  und  Azimutal- 
Parallaxe. 

A,  j,  d,  Azimut,  Zenitdistauz  und  Entfernung  bezogen  auf  den 
Mittelpunkt  der  Erde. 

^1',  -/,  J\  AziTnut,  Zenitdistauz  und  Entfernung  bezogen  aufdeu 
Beobachter  an  der  Oberfläche  der  Erde. 

.r,  //,  .?,  rechtwinklige  Coordinaten  des  Gestirnes,  Anfangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  p]rde,  Fundamental  -  Ebene  der 
wahre  Horizont,  die  drei  Axen  sind  die  Richtungen 
von  Nord  nach  Süd,  von  Ost  nach  West,  und  von 
Nadir  nach  dem  Zenit. 


■    ■ 


.     t,..i},in,j,liir. 
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..-,,  «,,.  :,.  dieselben  Großen,  wie  die  vorigen,  nur  belogen  aal 
den  Ort  des  Beobachters  an  der  Oberfläche  der  Erde 
als  Anfangspunkt,  und  Fonds  mental  -Ebene  der  schein- 
bare Horizont. 

■■„.  -/,,.  ,,  sind  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  für  das  erstere. 

Die  Reduction  der  Coordiiiaten  eines  rechtwinkligen  Systeme  in 
■  ta  andres,  dem  entern  paralleles  geschieht  i"  folgender  Weise 

iC,  =  #  —  *„,     r/,  —  jf— >/„.     r,  «=  ;  — in- 
lUchtwiLtiligc  Coordinaten  Über/ n führen  in  Polar- (Joordinaton. 

r  •-  -4siu;uoKJ,      y  -■  ^sinisiu.l,       ■   —  i/cos:, 
,,  ''-in  .'cn-.r.      v,        .//'sin  'mii.'I'.     i,  =  .J'eoss', 

ebenso  sind  xn,  (f0,  =„  mit  Polar-Courdiiiaten  /u  vertauschen,  hier  ist 
/f  =  p  and  vi  =  0,  denn  beide  Zenite  liegen  im  Meridian,  und  die 
jBmitdiatann  gleich  (<?  -<p'),  das  .  ist  hier  im  doppelten  Sinne  ge- 
braucht, einmal  als  ein  Stock  Parallele  zur  Axe  nach  dem  Zenit  und 
einmal  als  Zenitdislaiiz,  aber  das  erster«  verseil  windet  bald  aus  der 
Eechmiug  nud  kommt  nie  wieder,  das  letalere  immer  mir  in  trigono- 
metrisehon  Functionen  vor,  demnach  ist: 

.<■„  —  ^siu(g)  — qp').    fc  =  0,     i,  —  pco8(q>  —  <p'). 

Dies  eingetragen  in  die  Werte  für  **,  ?/,  z,  giebt 

I)     <J'sin;'e,os.d'  —  dsmzcosA —  psin(ip — o>'), 

II)  J'sinVsiii.4'  —  j-m\i   sin  i. 

III)  ^'eost'  —  ^feoss —  peusfa  — <p'j. 

Um  die  Differenzen  der  auf  den  wahren  und  der  auf  den  scheinbaren 
Horizont  bezogenen  Stücke  zu  finden,  multipliciro  man  die  erste  Glei- 
chung mit  sinjt  und  die  zweite  mit  cosvl  und  subtrahire,  so  erhalt 

1)    J'bhu' sin £■*!'—  A)  =  psin(g>  — aOsiuJ, 

multiplicirt  man  diu  obere  mit  cos  A  uud  die  untere  mit  sin.l  und 
addirl,  so  entsteht: 

2)     -J'sinü'cosM' — A)  =  -Jsiu;  — psiufqi  — <ji')co5-4, 
jetzt  Gleichung  1)  mit  sin  ${A'—A)  und  Gleichung  ~2)  mit  eos  }{A' — A) 
mnltiplicirt  und  a<ldirt,  so  erhalt  mau: 

■.is.j(4'— A)~  f  gin(n»— tp' )  co^i  A'+A), 
M'-i-.l) 
. 


(l'sina' 
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III)    irf'coBi'—  J.cost — f.eoaOp — 9'), 
man  führe  einen  Httlfswinkel  ein 

90  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

d'smz'=  Jbiüz — ecos(p  — g/).tgy 
^'coss'«  Jcosz  —  qcos(<p — qp')» 

Die  erste  Gleichung  mit  cos*,  die  zweite  mit  sin*  mnltiplicirt  und 
subtrahirt, 

d'sin(x'—z)  =  —  p.cos(<p— <p'){tgy.cos;r— sins| 

A,  .  ,  *      v  p.cosfa— <p')  . 

v         '  cosy  '       ' 

,  ,  p.C08(<p— (*>')     . 

/rsin(z — ä)  =* .sinfc— y). 

cosy  ' 

Ferner  multipliciro  man  die  Gleichung  für  J'smz   mit  sin-  und  dk 
Gleich unng  für  d'cosz'  mit  cos z  und  addiro,  so  erhält  man: 

J'cos(z-z)  =  d  —  pcos(<p — 9')itgysin«4~c<>Sir} 


^'cos(ä' — x)  =  d — 


pcos  (q> —  <p')cos(g — y) 
cosy 


Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung  für  ^'.sin(«' — z)  mit  Bin  J  (•'—:] 
die  Gleichung  für  -.4'.  cos  (3' — z)  mit  cosJ(z' — z)  und  addirt,  so  er 
hält  man: 

X  !  cos(s  —  y)cos£(*'—  *)  —  sin(* — y)sin  J(s'—  ff) } , 
p.cosfo—  <p').eos(W+*)—  ?) 

COSy.CO8$05  —  z) 

,       g.cosQp  —  9>').cos{i(z'+s)  —  y\ 
cosy.  cos  $(3  —  3) 

In  diese  Formel  führt  man  den  Ausdruck  j  —  sin  27  ein ,  17  d 
schon  erwähnte  Aequatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes. 

Oben  war: 


KUnfW 


Btitrfg*  mr  Mlftmaffchn   Gtagraphit. 


1)  ä'.  sin»'.sin(.4' — vi)  =  p.sin(<p' — gijsiu.'l, 

2)  jrf'.sins'.coBt/i'—  -1)  =  .rf-sin*  — p.sin(g>  — (p')cos.d, 
s  beiden  crgiebt  sieb: 

"  <4.sina —  p.sin(ip  —  9')" 

ian  kurze  den  Bruch  rechts  durch  sin*,  ferner  hat  man  -^  —  sin/7; 

1  i7  liier  dk  Aenuätorial-  Horizontal  -Parallaxe  ist,  so  ist  g  =  a,  «  =  1 

eaetzt,  giebt  -;  —  sin  XI,  d  ^  - — „,  also 
.4  sin  77' 

H . sin  77.  siu(y  —  ip')sin.rl 
siu  =     _ 
*''    —  ,       p.sin/7.sin(ip —  <p').C0Bvl 


i  aus  den  Formeln  für   d'rinW  -  z)   und  für   ^'siiif;'— -)  und 
For  <*'.  cos(-.'—  r.)  durch  Division  tg(a'  —  i)  entwickelt, 

p.coa(qo  —  ■p')sin(z—  y) 
cosy 


p.cos(ij!    -if')i'(ii(;- 
cosy 


Uhler  und  Nenner  durch  /*  dividirt  und  für  4  gesetzt  £jrn> 

p .  sin  77.  cos(<y  —  <j>')  -sin(* — y) 
eo»y 


(i .  sin  II.  eos(<p  —  tp')-  cos(s— y) 
cosy 


»enso  gestalten  wir  noch  die  Formeln  t 
Es  war: 


./'  und   ä  um. 


g.coafy  —  y')costi(''+^— r\ 
cos  y.  cos  ^'—=0 


Dies  durch  z*  dividirt  nud  rechts  3  =  sin  77  gesetzt,  giebt ; 
f  p.sia  n.cosfgn — <p').cos|j(«'-r-a) —  y| 


niui    die    beiden    Formeln    für    A' .  sin  \{i' 
'.cobJ(*'— j)  und  addirt,  so  entsteht  die  GK'khuug 
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Ä  cc»y 

durch  d'  dividirt  und  für  -j  =  sin  17  geschrieben: 

(■d'\*  _     _  2y .  sin  II . co8(y — q>') coa(» — y)  ,  g1  gm*/?,  cos^y - y*) 
V<*  /   ~~"  cosy  "■"  cos*/ 

<4'       l/        2p.sini7.cos(y  — y')cos(g— y)  .  g*«n,II.cosaHy--yf) 
^/       r  cusy  ■  cos*y 

Demuach  log//'—  log ^  gleich  dem  logarithmns  der  Wurzel;  der  Aus- 
druck  unter   der   Wurzel   ist  aber   conform    mit    l+2a.cosjr+«*, 

wenn  man 

p.8inn.cos(<)P^-g/) 

cosy 

setzt ;  der  logarithmns  einer  solchen  Wurzel  lftsst  sich  aber  in  einer 
Reihe  entwickeln,  wie  bereits  im  Anfange  gesagt,  von  folgender  Fora 

J/i<f .coss  —  }ascos2/:+i«ncos3jr  ...  }, 

wobei  M  der  Mudulus  des  liriggc'schcn  Systems.    Ebenso  lassen  sich 
die  übrigen  hier  gewonnenen  exaeten  Formeln  in  Reihen  entwickeln. 

Es  war 

e . sin  //sin(qp  —  <p').shu4 

sine 

*>''        '  '  p.sini/sinO —  (p')jbos~-1 

sinr 
also 
,         p.sin27.sin(<p —  <p')sin-l  ,   ,  /'psin  77.sin(<p —  <p')V  _. 

SHU 


/>sinJI.sin(<p  —  q>')y    . 
+  H         ~ÜnV"" )-mmA- 


Die  ersten  Glieder  dieser  Reihe  genügen  in  allen  Füllen.     Der  ein- 
geführte Ilttlfswiukel  war  bestimmt  durch  die  Gleichung 

Arctg(x)  -=  j-—  \jr+  ..., 
__  cosJU'+  ^1)  cos*£M'-M) 

'  ""  COSJM'— yl)  Wg?       *  '        A  COS3iU'-  U) 

sim>— <?') 
tg(y-9)  =  cos(9_9r 


da 
so  ist 


■  sin  setze    den  Bogen  tun!  Tür  cos   1-    ftir  sclir  kleine  Winkel  ist 
r  sin  gleich  der  taug  nml  beide  gleich  deui  Bogen,  also 


_  coaKA'+A) 


p')-i 


cot.j'U'+J) 

ral'l.l'      .1) 


"  cosHA'—Ay- 

>«e  i(As-\-A)  iu  A+IW—  A),  so  wird 


&>b\{A'—  A)  " 


-■II-.. t  .taaftA'     A) 
CQSi{A'—  A) 


aA.smlW—  A) 
awi{A'—A) 


=  msA{<p  —  (p')  -  sin  A ,  \is\(A'—A)  (<p  —  q>') 

—  £(coavi  —  sin^.tgi{^'— A))'(tp—  <p')* 

Aus  dem  Ausdruck 


tgCs'-a)  = 


9  .sin  IJ .  cos(ijp  —  <p')  sind  —  y) 
cosy 


p  .  sin  JI.  CQ3(<p  —  qp')COB(» —  y) 
cosy 

wickelt  mau  die  Reihen -Formel 

sin  JT.  eos(<p  —  9>')t. 

COSy 

» .  sin  Tl .  cos(q>  —  <p')\f 
cosy  / 

/p.sinn.co8(^— qOY 


-nin(s— y) 


+  -   ■ 


|  siu3(a 


bleibt  noch  log^J'  tu  eine  Reihe  zu  entwickeln  übrig;  es  war 
i  augedeutet  worden,  duss  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  con- 
i  sei  dein  Ausdruck  1 —  9a. «08« +«*,  wonach  der  logarithmus 
r  Wurzel  zu  entwickeln  sein  wird.  Zuvor  aber  noch  folgende  Suh- 
tutionen.  Oflenbtt  sieht  die  Brone  der  Mondscheibe  resp.  ihres 
irehmessers  im  umgekehrten  Verhältnisse  mit  der  Entfernung  des 
,  alao  A;/l'=  r' -.  r,  wenn  r  und  r'  die  zu  den  entsprechen- 
]  Eutferuuugeu  4  und  ä'  des  Mondes  gehörigen  Radien  der  Moud- 
ieibe  sind,  also 


J' 


oder     l.J'—t   d  - 


In  diesen  Ueibeit-Fornieln  sowie  in  den  vorangegangenen 

le(  man  sehr  kU-im    l  i  irdnuog,  die»  «naß. 

('/'         if'r.    l'li'rlllrlr  ..:■ 

.    uung.     Fur  den  M  ■ 
|enigon    höherer  Ordnung    lieg  i.  der  W*h>- 

iiclimtuitf.      liei  I 'laufte  11  und  l»'i  >ii  r  Si.tinf  reii-ln  n 

nster  Ordnung  aun,  für  dir  Fixsterne  ist  die  Erdo  nnunl 

ifueni  Durchmesser  von    HJUOH'WO  Meilen  mir  tun  iiiathematisaW) 
Funkt.      Nur   sehr   wenige    von    ihnen  .    r'ndea 

Durchmessers   ans  gesehen   eine   rarollaxe  von  1-- 
Mit    Itcnriv.-  M.liiiivnn^'11  i'i'lialti'ii    wir 


I- 


I  =>  {f. 


[i  f/.sin(<j3  —  f  ')nin  .1 


Dieses  Glied   enthalt   das   Produet    von   sin//.    $111(91  —  o>'),    in  *1 
nreilar  Ordnung,   genügt   demnach   für  deu  .Mund.     Vw  übrigen  G 

...1.  keim;  Azimutal- l'ani'luxe,  weil  das  ei 
kleine  Grösse  «weiter  Ordnung  enthalt;  .las  twi 
Ordnung.     Forner  kann  mau  für  deu  --in  den  Bogen  ein 


A'~A  = 


y    //.  ((p  —  qi']   sin  A 


"  1 


3.1  ' 


■  Uli  also  ring  -  *  und  ist  *  sein'  klein,  so  «m 
nur  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung,  y  =  (y  —  9'). 
denn  Au  Glied  aia^.tgifvt'— -rl)(<p  —  9')  int  dritter  1 
iA'—A),  wie  die  vorige  Formel   zeigt,  schon  . 

COS(s^~B 

HD    Kiiilirii-.Aii-dnuk  für  ■  —  =   kommt   — 

eosy 

tann  man  =  1  setzen,  denn 


•  1- 


i  8 


ich  fllr  r  sehr  klein,  cosa1  =  1,  so  vemochll 
li'uu-  Glied  tweitdn  Grades,  das  aber  noch  mit  sin  TJ  1 
zu  multinliciren  ist,  also  dritten  Grades  wird. 


;   BeirrSi/e   vir  malhtmi 
p  .  Sl'a  77,  COS(<p  —  q. 


+i 


II  //   cf>s(<j>- 


sin(- 

VA1 


-r) 

nin2(*-r). 


cosy 
für  kann  mm  gesetzt  werden 

siu  n  ^  n, 
B'— 0  =  p.7J.8iD(«  — )-)-f  4fe/7)*Bm2fs  — y) ..., 

iu(=  — j')  auf  und  schrei  he  für  cosy  1  —  das  dadurch  venuich- 
igte  Glied  zweiten  Grades  wird  ja  noch  mit  H  multipUdrt  -  uad 
'ny  setze  y.      Dann  kommt: 

IV)    =/— z  =  pi7,sinj—  pi7,cos.!.)r-f-£(p/2)s.sm2=  ... 

im  letzten  Gliedo  fehlt  uocb  der  Factor  cos2j-,  der  ist  =  1,  das 
;eude  Glied  ib/Il)* cos 2-: sut'2y  ist  wegen  sin2^  dritten  Grade3, 
ler  für  siuü;  gesetzt  2sin:.cos*  gibt 

/— s  —  p.  U.üat 

i  setze  man  rechts 


-  g  U.  cos  ■ .  y  +  ( $  n  )*  cob  * .  sim 


i  sin(s'— j)  sehr  klein,  das  im  zweiten  Glieds  mit  Hy  und  im 
ten  Gliede  mit  77*  multiplicirt,  also  dritten  Grades  wird,  wahrend 
-b)  =  l  wird,  demnach  : 

2  —  pUsinfs'—  (;'—:))—  f  II,  cos  z'y  -[-  g*  11*  siuz'ubs  3' 

s  —  p77sin;'— pTZcoss'.  sin  {;'—;)  —  ellvoBz'.y-i-Q*  II  *sim'cOit' 

*  =  p/Tshla'— pi"iC09i'j-~T-P^c|.>3:'(pf33'"  :'—  sill(:'—  :)). 

;  mau  in  der  Klammer  sin(='—  «)  =  ='—2,  so  erhalt  man  den- 
i  Audrock   der  uns    Gleichung  IV)  hervorgeht,  wenu   mau  das 

.'  Glied  von  rechts  mich  links  bringt.  Mau  sieht  dann,  dass  der 
tdrnck  in  der  Klammer  gleich  eiuer  sehr  kleinen  Grösse  zweiten 
ides  ist.     Diese  noch  mit  II  multiplicirt  wird  dritten  Grades,  also 

1  das  ganze  Glied  wegfalleu.     Es  bleibt; 

s — 1  —  pi7sin=' — pQJMMNf', 
r  y  sinj-  und  zum  ersten  Gliedo  der  Factor  l  =  cosj-  gesetzt,  gibt 

/-^e/Vshuy-j-). 

isser  der  schon  oben  erwähnten  Reihen-Formel  für 


'(*)-'&)- 
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von  der  selbst  beim  Monde  nur  das  erste  Glied 

p.sin/7cos(<jp  —  tp')        J  x 
.cosfe — v) 

cos  y  * 

abgekürzt  p/7cos(^  — y)  genügt,  findet  man  nach  Anleitung  der  letxta 

Formel  für  z  —  z  eine  andere  sehr  bequeme  Methode  Ton  ^-  Esis 
bereits  bewiesen 

d's\nz'  =  Jsim — peos(<jp — 9>')tgy 

d'cos  *'  =  d  cos  s — g  cos(<jp  —  y'), 

die  obere  Gleichung  mit  cosy,  die  untere  mit  siny  mnltiplicirt  sad! 
von  1  abgezogen,  gibt 

•i/'simV — y)  =»  ^sin(* — y) 

zf ' sin(s  _-—  y) 

li        sin(a' —  y) 


Denkt  man  sich  die  Erde  als  Kugel,  so  ist  offenbar  s  die  geometri- 
sche, z   die  parallaktische  Zcuitdistanz  und  im  Dreieck  CBS  (Fig.  i) 

z/'      sin  = 
J    "  sinV' 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dein  obigen  bis  auf  den  Hilfswinkel  7, 
der  durch  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  bedingt  ist,  überein. 

A*       8111(3  — y) 
2l       simV — y) 

wird  bequem  angewendet,  wenn  beide  z  und  y  bekannt  sind. 

log  d1  —  log d  -=-  log  sin(r  —  y)  —  log  sinfc'—  y)  =  log r  —  log  r\ 

Zusammenstellung  der  letzten  abgekürzten  Formeln 

A'—A  -  ^/7(<?~?-)s-i-^1 

sin  1 

y  =  (<p  —  g/)eos  -I 

z—z  =  pUsimV— y) 

logz*'—  log  A  «  logsin(~  —  y)— logsin(s'— y)  =  logr— logr'. 

Für  Gestirne  weiter  als  der  Mond  können  Glieder  zweiter  Ordnuna 
wegfallen,  also  fällt  A'—A  ganz  weg,  in  dem  Ausdruck  für  a— : 
kann  man  y  weglassen. 

Parallaxen-Kechnung    für  ascensio    reeta    und    declinatio.    B 
seien  «,  <5,  4  ascensio  reeta,  declinatio  und  Entfernung  des  GestiM 
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te*ug  auf  den  Mittelpunkt  der  Knie,  a' .  &'.  J'  dieselben  ■ . 
wieliiiiLg  auf  den   Beobachter,   8,  <p',   g  Steriueil.   verbesserte 
;  und  Erdhalbmesser  des  DeobachtuDgsoites. 

Die   rechtwinkligen   Coordiüaton  seien  bezogen  auf  ein 
i   seinen   Anfangspunkt  im   Mittelpunkt    der  Erde  bat,    da 

i  die  des  Aenuators  sei;   die  x  Axe  sei  gerichtet   uudi   dem 
uVtfugMeqnlnoctinm,  die  >t  Axe  also  senkreebt  auf  ihr  in  derselben 

und    die   t  Axo    sei    diu  Hiuimclsaxe,    die    Umdrecbiiugsaxc 
r  Erde. 

x,  :i,  -  seien  die  Coordinaten  eines  Gestirnes  in  Bezug  auf  dieses 
System. 

j' .  i/' .  :■'  seien  die  Conrdinntcn  desselben  Ucatirucs  in  Bezog  »nj 
eiu  dein  ersten  paralleles  System,  dessen  Anfangspunkt 
der  Ort  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der  Erde 


^n.  V<i-  **  seien  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  in  Bezug  auf  das  erstere. 

Umwandlung  der   rechtwinkligen   Coordinaten  in  Polar-Coordt- 


3-  =  ^.COSD.COSö", 

ij  =  d.  sin«,  cos  6. 
%  -  J.dni, 


=  d'.coBo'.coei', 
-  <4'.siu«'.cosö~'. 


■nso  sind  .<■,,,  v„.  -,,  umzuwandeln.  Hier  ist  J  der  Erdhalhmessei- 
l  Beohaehtmigsortes.  Dieser  liegt  vom  Mittelpunkte  der  Erde  ans 
der  Richtung  des  Zenits  jenes  Ortes,  seine  ucensio  reeta  und  de- 
latio  ist  also  die  des  Zenits,  demnach: 

ir0  —  p.coBoAcoBÖ,        j„  =  p.cosiy'.siuö, 


wandelt  mau  nuu  die  CnordiTiatcn   des  ersten  Systems  i 
.  so  erhält  uiau  nach  diu  Formell 


1)  ^'.cosü'.cosn'  •■  ^.cosÄcosh— p.cosiy'.cosÖ, 

2)  /J'.cosd'.sina' =  ^.cosäsinn — p.cosgo'.sinÖ, 

3)  J'.  sinÖ'  =  ^.siuo  —  p.aiuoi'. 

r  ascensio  reeta  führe   man  ein  den  Stundcnwinkel, 
h  ascensio  reeta  plus  Stundi'iiwinkel,  also 
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ist.     Zuvor  mnltipüciro  man  Gloiclrang  1)  mit  coe0  und  S)  aat  t 

imil    .nldiT-' ,     l:nin    11    mit    gjn  Ö    lind   2)    mit    cos  ö   I 
von  1,  so  entsteht: 

1)  4' .  eoBä'.cos''—  jtfcosd.ciisf  —  f  .  co« 

2)  <^'.  cos  d'.  «int1  —  Jcosd.siiK, 
dazu  üeisst  die  dritte 

3)  .rf'.siuö'.  —  //sind — p.simy'. 

Zu  diesen  3  Gl  eich  ud  gen  kehren  wir  splttr  ssrtefe  und 
merst  an  die  ersten  3  Gleichungen  an,  BD  aus  Oman  die 
a'—u   und    6'— 3.   suwie    //'—  J   zu  erhalten.     Man    n 

Zwecke   der   Beine  uaeh   Gleichung   l)  und  2)   mit  cos«  i 
sin«  und  nddirt  und  subtrahirt,  sti  i-uUteht 


•d'.cosd'eosfV — *)  =  df.{ 
*/'.cosd\siu{e' — a)  = 


fl  — p.unsip'  eos(© — ■>) 
—  g.coitp'  sin (6  —  ■) 


t  .  ,_      pcoBy'.Binfg— 9) 

b  '       J.em'i  —  fl.cosqp'.coB(*i — ö) 

(Das  miuuE  Zeichen   ist  im  Zahler  auf  den  sinus  übertragen).  ZU 
und  Kenner  durch  Jcqb6  dividirt, 


.  sin(ot  —  ©) 


Der  Ausdruck  rechts  ist  abermals  die  Summen-Formel  i 
also 

'        _  o.cosg»' 


Um     i'—fi     7Ai     erbalten,      mnltiplicire     man     die 
Ä.  cos  d'cos(a' — n)     mit     cosj(n'—  a)     und     die 

■d'.cosd'.sin(a'—  u)     mit    sin  i(a'—  «)  und    addire, 


Gleich  nn« 
Glpjcbmg- 


«i(a'—  u)  «-  </.cosd.cosJ{«' — a) 

—  p.cus-p'.cos  (S  —  °-2~)' 
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i  cosJ(a' — o)  drvidirt, 

((.  cosv'cos  I  ® 1      I 

■rf'c08d'  =  <*C03ä ,,    ,  .     t 

J'sinö'  =  .tfsino'  — p.siu<p\ 

»  dritte  Glcichnug  dauu.    Zur  Bequemlichkeit  führe  man  folgend« 
ilfswiukcl  eiu 

cos  <j>'  cos  (  Ö ^f-  1 

_—  _ _  cogjlfsinV. 

CO-9j(a  —  «) 

(ehr  klein,  also  ce-sjfrt'— o)  nahezu  1  ist,  so  wird  diese 
ibstitutioii  stets  möglich  sein,  ferner 


sinip'  =  cosAfcos'F, 


^'costf'  =-  dco&Ö — j.cosü/sinV, 
^'aiad'  =  <4sind  —  p.cosAfcosI'. 


s  diesen  boiden  Gleichungen  entstehen  durch  Multiplkationeu  mit 
>*S  und  siuo  und  durch  Addition  und  Subtraction  folgende  Glei- 


zr'cos(J'— i)  = 

J'sia(o'—  3)  - 


)SjV/siu(d-i-Vj 
*jlfcos(d+¥0 


(i .  cos  M 


-cqsCö+<F) 

sinta  +  'F) 


i  ist  abermals  bis  auf  unwesentliche  Abweichungen  der  Ausdruck 
r  die  Summe  einer  Reihe,  erstens  ist  der  Zähler  negativ,  also  die 
uiaie  Reihe  negativ,  zweitens  steht  eben  der  cosiuus  und  unten  der 
ius,  also  nehme  man  statt  des  Winkels  ld-\-Ur)  sein  Comnlement. 

f-i— tH*„WW 

-|(*^*)**K»+»)... 

Man  elimtnire  -W, 


Dieselben  (jleiebuugea,  aus  denen  wir  soeben  6'  —  i  gewonnen  habe« 
quadrirc  man  nnd  addirc  sie,  au  erhält  man; 

J*  =  &  —  2^.f.coaAf.ain(d+'P"j+e,.co8IA£, 


a/        äpcos.V.sinid-}-'!')   ,  p'.cob^W 
A  -jy\ - -d +— ^ 

Setzt   man    wieder  für   ö-\-*P  dessen  Complement,  so  wird  a 


is,  und  der  Ausdruck  Vi  — !&icos*+a\  in 

__  p .  cos  M 


ist,   wieder  hergestellt,  der  Ausdruck  iVi — SacoBi-f-o1  giebt  eil 
Reihe,  also 


+i(8^)W».*>... 

Daraus  M  eliminirt 

=  Hr)-lV) 

Die  3  Fundamentalgleichungen  nach  Einführung  des  Stunden  winke! 
waren : 

^'cosfl'cost'  —  *4cos<5eoBt  —  p.coa'p', 
^/'cos  d'sint'  —  «rfcosdain/, 
^'fliud' =  iTsind  —  p.sinq»'. 
qnadrirc  sie  und  addire  sie: 

4'*(cosfl'*(eoB('],+sin«'*)  +  siuÄ's)  =  d'*  — 
—  d*  —  '£  ^e(cos  ä  cos  ( cos  <p'-\-  sin  S  sin  q>')  4-p*. 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ergiebt  sich  aus  einer  Relation  i 
d«(  Stucken  dos  Dreiecks  Pol,  Zenit,  Gestirn.  (Fig.  8.) 


Cos{=  s\näsiaq>'-{-ea&Scosip'co$t, 
iattai  bezogen  auf  das  verbesserte  Zenit. 


,^ 


■+> 


t  ucgatlT,  also 
l(J')-l(J)~ 


r  Wurzel  ist  wieder  analog  dorn  (Vl-f-*»' 


l  Ausdrücke  für  .rf'cosä'  und  J'sini'  warcu: 

^'coa A'  =  ,4  cos  S  —  p.  cos  3/  sin  1*. 
**'sin Ö'  =  J  sin  d"  —  p  cos  AtcaaV. 


Diwe  wandle  man  um: 
^'cosfl'cos'P  = 
■rf'coB<l'ginV  = 


.d  cos  <J  coaf*  —  p .  cos  jM  sin  V  cos  'tf 
d  sino"  sinl*— p.cos.Vcofll'sin'P' 


J'costf-l-'Fj  —  ^cost^-i-'F)    oder 

J '         COS(Ö  4-g  r 

^    ~  COS{*'+V)  =  r' 

Man  beobachtet  indessen  beim  Monde  gewöhnlich  den  Rand,  uiebt 
s  Cent  mm,  weil  dieses  sieh  nicht  so  gut  markirt  wie  jener.  Es  sei 
L  der  Mittelpunkt  des  Mondes,  M  ein  Punkt  des  Randes,  C  der 
Mittelpunkt  der  Erde,  MC  sei  eine  Tangente,  so  ist  in  dorn  recht- 
winkligen Dreieck  CML  ML  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
LC  unser  J\  der  Winkel  hei  C  wird  gemessen  durch  den  sebeinbareu 
Mondhalbinesser,  ist  also  kein  anderer  als  r,  demuach  du 

CM=  Jcosr, 

i  die  Entfernung  des  Mondrandes  hozogen  auf  den  Mittelpunkt  der 
Dieselbe  Correctur  wird  man  anbringen  au  die  Entfernung 
i  anf  den  Ort  des  Beobachters  aui'  der  Obcrilacbe  der  Erde  Ü. 


i    verwandelt  man  das  u  und   ü   des  Mondmittclpuuktcs  in 
I  dos  Mondrandes.    Der  wahre  Halbmesser  des  Mondes 
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ML  —  ^  sin  r    oder    J'nin  r', 

mithin 

<4sinr  =  zf'sinr',    A\d'  —  r'zr. 
Es  war 

■^  «  p.  sin  ZI, 

wobei  77  die  Acquatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes,  diese  iil 
im  Mittel  57'. 

Die  zuletzt  gewonnenen  Formeln  sind: 

,  p.cosy'sinJJ  . 

« — «  « 5 8in(«~  8) 

coso  *  ' 

/p.cosp'sinift'  . 

-n— ^r*— jwll2(ff-^- 

g  tg  ?'C08  *(<*'— «) 

,,                p.sin<p'sinZZ  . 

6~d 5SP- eoi('+*) 


-*( 


COS*         /  vi/ 


In  diesen  Formeln  ist  der  scheinbare  Ort  bezogen  auf  den  wahres. 
Hätte  man  bei  der  Aufstellung  der  Fundamentalgleichungen  nicht 
xyz'  auf  xyz  bezogen,  soudern  umgekehrt,  so  würde  man  durch  ganz 
dieselben  Rechnungen  zu  denselben  Resultaten  nur  mit  verändertes 
Vorzeichen  gekommen  sein,  iii  welchen  die  bestimmenden  Grössen 
die  durch  Beobachtung  gefundenen,  nicht  die  aus  den  Tafeln  ent- 
nommenen geocentrischen  gewesen  wären.  Man  setze  in  der  Reihe 
für  «' — «  den  Factor 

p.cosqp'sin/7 

so  lautet  die  Reihe? 

a'—  a  =  — a  sin  (a  —  0)  —  £a*sin  2(« —  8) 

Ferner  drücke  man  a  durch  o!  aus 

o  »  a! — («' — «), 
also 


-  —  =  <** 
cosö 
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-* a8iü(„'-e-(tt'-ß»-la»Sm(2(«'-»)-a(«'-«)),.. 

8in|2(tt'— 6)  —  2(o'-«)|  -  sin2(«'—  »)cob2(«'— «) 
—  cos  2(« — 0)  sin  2(«'  -  «). 

i  zweite  Glied  kann  wegfallen,  weil  süi2(«'  —  <*)  eine  kleine  Grösse 
er  Ordnung  mit  as  einer  Grösse  zweiter  Ordnung  zu  multipliciren 
ferner  setzt  mau  im  ersten  Uli  wie 


n|2(n'— 8)  —  2(o'  -  oj|  =  siu2(ö'— 8)  —  2siu(<.'— 8)  CWI >*-  ») 

„»—o asin((«'— 8)  — («'—«))  —  «*  siu  {«'—»)  cos  (« 

zweiten  Gliede  mit  dem  Factor  ns  kann  man 

cos  («'—«)  —  1 
ieu,  wie  die  Reihe  für  den  cosiuus  beweist,  ebenso 
8in(a' — «)=  a'—a. 


n  ii  ach 


-a  =>  -asia(«'— 6)— acos(o'— 8)(«' 
—  fl'cos{n'— 0)siu(a'—  8)... 


i  im  zweiten  (iliedn  UtZ6  DIU 
o'—  a  =  <isiu(«' 


den  angenäherten  Wert 


il  der  dadurch  begangene  Fehler  eine  Grüsse  zweiter  Ordnung  im 

eilen  Gliede  mit  einer  Grösse  erster  Ordnung  zu  raulti|>fieiren  wäre. 
entsteht  also : 

o'— tt  =  a8üi(a'— 8). 

9  Substitution  des  a  rückgängig  gemacht,  giebt 

cosi)  '■ 

i  Unbequemlichkeit  in  dieser  Forme!,  dass  in  ihr  geocentrische 
i  parallaktische  Grössen  auftreten,  während  doch  entweder  nur  die 
leren  aus  den  Tafeln  oder  die  letzteren  ans  der  Beobachtung  ne- 
nnt sind,  wird  am  Schluss  berll'kaichtigt  werden. 

In  der  Reibe  für  S' — o  kanu  der  Coefficient 

q.  sin  flsiutp' 

gesetzt  t 
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d'_  6  «  —  bcos(i+*P) — #«  sin2(*-f-  V) . . . , 
für  d  ^etze  wieder 

6  =  Äf— (ör  -  Ä)    und    ö+W^t'+VF—tö'—d). 

ebenso 

cos  (6'—  Ä)  —  1     und    sin  (*'—  8)  —  *'  —  *, 

dann  wird 

rf'—  (5  -  —  /,Cos(ä'+*P)  —  ÄBin(H-V)(a'—  *) 

— A»Biii(J'+*r)  <*■(<'+¥)-'• 

Die  übrigen  mit  A*  verbundenen  Glieder  fallen  weg,  weil  sie  mit  die- 
sem, einer  Grösse  zweiter  Ordnung,  verbunden,  Grössen  dritter  und 
vierter  Ordnung  geben.  Setzt  man  für  i' — 8  im  zweiten  Glicde  dei 
angenäherten  Wert  aus  dem  ersten  Glicde  mit  demselben  Rechte  wie 

oben,  so  entsteht 

<5'-d &  cos  (*'+*?); 

die  Substitution  des  h  rückgängig  gemacht,  giebt 

»r      *  p.8in<pf8ini7       ,,,  .  mmmm 

C08V  *      *       ' 

Diese  so  abgekürzten  Formeln  nochmals  mit  den  obigen  zusammen- 
gestellt lassen  den  Gang  der  Rechnung  erkennen: 

güi-osy'   .       , 
«  —  «  = t     sin(« — &) 

p/7cosg>'   .     , 

=  —  r         .--mit 
coso 

4      r,         C08(J(«'+«)"*>  COSj(f'+f) 


tg  cp'cos  £((*' —  a)         tg  <p'cos4(*' —  *) 


<V—  ö  =  —  *-■-   „/   cos(Ä'+V) 

cosv  v      '       ' 

l(A)—\{4)  —  l(r)—l(r)  -  /COS(J  +  ^)— /C08(^+«F). 

In  der  ersten  Formel  für  a —  a  ist  es,  wie  bereits  erwähnt,  unbequem, 
dass  das  geocentrischc  d  vorkommt,  während  doch  der  scheinbare  Ort 
als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  indessen  setze  man  in  der  Formel  für 
«'—  a  das  parallaktische  d'  statt  ö.  Der  Fehler,  der  dabei  entsteht. 
ist  eine  Grösse  zweiter  Ordnung,  denn  der  Unterschied  zwischen  6 
und  ö'  ist  nach  der  betreffenden  Formel  eine  Grösse  erster  Ordnuug, 
die  in  der  Formel  für  «'— «  mit  TI  mnltiplicirt  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  wird.  Mit  diesem  so  angenäherten  «  berechne  man  *F  und 
mit  diesem  W  findet  man  ö'—ö.  Hier  wird  der  Fehler  dritter  Ord- 
nung, denn   er  wird  multiplicirt  mit   77.     Mit  dem  auf  diese  TOi 
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efundenen    innl  bis  auf  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  richtigen  $ 
[  mau   abermals   in  die  Formel  Kur  af—a  und  corrigire  dasselbe 

ich    dadurch,    data    man   das   /»erst    jn-fundene    n'—u   mit 

B  coso 

iplicirL      Man    kann    sich    In   ähnlicher  Weise  aueh   dann    D60O 

m,  wenu  mau  nur  ä  und  <t  bat,  also  auch  nicht  a'.    Bei  allen 

mmelskörperu  ausser  dem  Monde  genügen  seihst  die  Grössen  erster 

■dnnng  allein,  alsdann  tritt  für  ü    -j  ein;  dann  wird 


cosjf/— i)  =s  1     und    tC'+O  = ''. 
gsing' 

Hierbei  kann  man  für  6'  6  und  fiir  (*  t  sctKOn,  seihst  Cur  q>'  kann  v 
bjtnten  und  für  p  setze  mau  a  —  1.  Will  mau  sehr  genau  sein. 
■  ist.  höchstens  p  und  y'  beizu behalten.  J  ist  immer  in  Erdbahn- 
albmeBscrn,  p  in  ErdaqnatorialhaftmeBBCni.  Darum  ist  zu  u  die 
"quatorial-HoriüoutaM'arallnie  der  Sonne  hinzuzufügen. 

Anwendung  dieser    Formeln   für  den  speciellen  Fall  des  Durch- 
ingB  durch  den  Meridian.     Dann  ist  nämlich 
(  —  li.     ('  =  0, 
)  auch 

«'-«"('—(  =  0. 

6'—  B=  -e/Isinp'cosfä'+ÖO0—  <p') 
i'—  6  =  —  o  II  a\n{(f>' — ö). 
i  Meridian  ist  die  Zeuitdistanz  =  $>  — 3,  also 

s'-ö~-  ensrar. 

Geometrischer  Deweis.     C  sei  der  Mittelpunkt  der  Erde,    U  der 
bacfctOTB,  dessen  KeridiUAbenQ  CB8,  dann  gilt  im  Dret- 
L-.'k  CB8  (Fig.  9-): 

CB-.CS-  <ia({'— össin? 


aff-Ü  =  Jsmf  =  eOBinf 


9 

ä'—i  —  —  pfisiaj*. 

Endlich  kann  bei  Lange  and  Breit«  »ach  dor  Parataxe  t 

werden     Alsdau»  lege  *Q«  In  die  Ebene  dcrEkbfttk 

Dar   Anfangspunkt,  der  Coordinatcn   sri  wieder  der  Mittelpunkt  i 

Au   muh  detnPol  der  Ekliptik  gv-riolite*.     Duneat 
i,..nr.Hii.i1iiisvslrrii   sei   dem   ersten  p;inil  ■  .'iktderüi 

dea   Beobachters.     Die   Entfernung   beider  Anfangspunkt 
dJnsteusystemc  Bei  wiederp,  und  die  1  ■  dea  Zenits  a 

•;  und  x.  so  sind  die  in  die  Gleichung  eiuialuhreudeu  den  bei  & 
roct mutig  der  Parallaxe  für  ascensio  rect»  und  dectiuatia  ei 

für  <4V6"  seine  A'l'b\ 

für   ^od     setze    .r 
für  pol?'  setze  piji. 
Die  Entwicklung  ist  dieselbe,  man  fobre  in  die  ScbJDssTonudi 
nur  die  entsprechenden  Qroneii  ein. 

Hilden    wir   im   Moment    des   Eintritts   etaea   FlxaleriMt   iu  dia 
Mondscheibe  das  Dreieck:  Pol,  Mondmittelpankt  und  Stan 

Seiten,  wenn  wir  die  parallaktischc  Declinutioo  de*  Mm 
mit  /'',  die  geoceutrische  des  Sir  nies  mit  d  und  den  piirntlaklifcbui 
Halbmesser  der  Mondscheibü  mit  R'  bezeichnen, 
uud  R'.  Der  Winkel  am  Pol  ist  A'—a.  ,t'  bedeute  die  paralUk 
tische  asceneio  reeta  dea  Mondes,  a  die  geoeeutrisehe  «sw-nsio  i 
des  Sternes.     Der  Winkel  beim  Sterne  •■ 

Beide  Winkel  werden  von  Nord  nach  West  gux 
Wendet  man  auf  dieses  Dreieck  die  Gaussischcti  Funmdn  an 
entstellt: 

BiujÄ'cosKu.-l-Qj)  —  sini(Ä  — ß'lcosif.t   -  «), 
gJni/f'sinlCA  +  ^t  -  cosi(ö+0')8iniU'— k). 
Setzt   man   nun  für  die  siuns  sehr  kleiner  Bogen  den  Itugon  nud  f 
die  cosinus  1,  indem  man  die  /weiten  Glieder  iu  der  Reihe   für  t 
nnd  cobiuus  vernachlässigt,  und  substituirt  man  für  -J(Q,   ■ 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

I)     fl'eosQ0  =  (6  —  D')y 
II)     «'sinQ0  =  [A'-f)co%i(S-\-D% 
Zu  den  bekannten  aus  deu  astronomischen  Tafeln  e 
aen  6 — r>'  und  tl  fügt  mnu  die  Parallaxe  hiuzu,  bo  dass  mau  m 
Bestimmung  der  Werte  /■"  und  d  —  D'  aus  Gleichung  I)  cos  Q^,  t 
auch  sin'Jy  gewinnt,    mit  dessen  Hilfe  man  aus  Gleichung  II)    j'- 
berechuet,  woraus  abermals  uns  die  Parallaxen-  Rechnung  t 
4  —  o  finden  lasst. 


Kl; 
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Eh  war  bereits  in  der  Einleitung  gesagt  worden,  dass  wenn  man 
•  Zeit  der  Kanderhenihrung  des  Mondes  und  des  Sternes  kennt 
■wie  das  Fortrücken  des  Mondes  in  aseensio  reeta.  man  die  Zeit  der 
jnjunetion  in  aseensio  reeta  des  Motidmiitelpuiiktes  und  des  Sternes 
:  rei'lnK'Li  kann.  Es  sei  T  die  Zeit  der  Coujunetion  in  asecusio  reeta, 
die  der  Randberühmog  and  fie  ueensio  reeta  Jos  Muutlmittel- 
mr  Zeit  der  Conjunctiou  sei  AM  das  Stück,  um  welches  der 
[oudtmttclpunkt  in  aseensio  reeta  in  der  Zeit  1  fortrückt ,  sei  m, 
Lim  ist  offenbar 

A  =  A0  +  m(r~  ■/•)     oder     A—A0  —  m(r-  T). 
,  ist  aber  zugleich  die  aseensio  reeta  des  Sternes,  alta  Ist 


»(*—  T)     und 


;U-«>. 


Das  ist  aber  T,  welches  in  den  Zeiten  der  beiden  Beobacbtungs- 

i  ausgedrückt,   uns  ihren  Zeitunterschied  erkennen  Maat     Es  bleibt 

•  übrig  zu  uuterstKben,   welchen  Einfluss  die  kleinen  den  Bestim- 

LUngsgiossen  anhaftenden  Fehler  auf  den  Wert  dieses  T  bähen. 

Zunächst  fiiiugt  T  von  (.1  — «)   ah.     Dieses  wird  berechnet  aus 

i  durch  Gleichung  II)  gefundenen  A'—n,    das  um  so  schärfer  ist, 

e  scharfer  sin',»,,.     L* »bedeutender  ist  der  Einttuss  von  cos i(i-\-  P'). 

itiect    sich    '!„   dem  Worte   '.i'",  dann    ist   das  Wachstum  des  siuus 

r  gering-,  auch  cosOg  und  demnach  "      l>'  sehr  klein,  sin  flu  tbta 

-  n.iln-  dem  Werte  i  bedeutet,  der  Durchgang  des  Sternes  ist  eiu 

'utraler,  in  welchem  Falle  auch  die  Beobachtung  mit  grosser  Scharfe 

i  machen  viel  leichter  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Einflüsse  der  kleinen  Fehler  zu  be- 
ichten, welche  den  bei  der  Parallaxenrechnung  auftretenden  Grossen 
ihaftcn.  Man  ditferentiire  die  Gleichungen  I)  und  DJ)  und  vernacb- 
Issige  dabei  die  Producte  je  zweier  unendlich  kleiner  Grossen,  SO 
■halt  man   feigende  Formeln: 

Co&Qvi R'—  R'mo  11,8 Qa  «  tl(&~ W), 

sin  Q0  i  R'+  /f'cns  Q,  ä  <l„  -^  cos  i(6-\-  D')  <i{A '—  a). 

[ultiplicirt  man   die   obere  mit   cos %,    die  untere  mit  sinQn»  »od 
so  entsteht 
dR'  =  msQt)d(i  —  D')+aiiiQ<>cos$(o'+0')rf(-l'—  «>• 
ese  ganze  Gleichung  durch  sint?0cos  j(ä-|-D')  dividirt  und 


lg(i,C08l(d-f-D') 


-R)  =gdR'—h,l(6—D'). 
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Die  Rectascensionsnarallaxe  des  Mordes  {A'—A)    nenne   man 

die  DocUmttionspanllaxe  (£>' — D)  nenne  man  P'  und  t 

Vorangehenden  entwickelten  exoxten  F firmeln  au  nach  den  dabei  i 

die  Berechnung  gegebenen  Regeln. 

oücostp'    .     , 

-  - =-    siur 

cosD 


A'—A  —  i*- 


.  /"  = 


->%Wmiv+m. 


Man  differentiire  abermals  diese  Formeln,  wobei  man  wieder  die  i 
endlich  kleinen  Grössen  /.weiten  Grades  vernachlässigt,  so  erhält  H 

pCOSip'    .     .,  .„         PrllJ 


-Siüt'iin  - 


n 


ran 


Diese  Correctioneu  füge  man  jetzt  der  Gleichnng  für  T  hinzu,  >1m 
T—  t  — mM  —  u)—md(A'~  «). 

Eb  ist 

demuach 


«)  —  P    und    ■1{Ä- 


.  d{A'—  «)— dPf 

Man  setze  den  Wert  für  il(A' — n)  aus  Gleichung  Uli  ein. 


T—  *  — 

Ferner  ist 
(S-D-)  _  (ä 


also 


/"     und    .*(<>  —  /)')  =  ,)li—  D)  —  dP\ 
mg<lB,+mhd(i—I>)—nhdP,+mdP. 


U-o) 

Die  Werte  für  <IP  und  <i/"  eingeführt,  gibt 
r—  t  —  m(A—  «)-  »ydiT-|-l»Arf(fl  -    /)) 
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/? 


n(j*  —  c)  —  mj; </ Ä'+mA rf(fl  — D)+  fl  (/'~  '' I")d11- 


oder 

r—  * 

Hat   man  für  joden  von  zwei  Orten  eine  solche  Gleichung  gerundet 
dann  wird  die  Differenu  beider  Gleichungen  folgende  Form  a 

L  =  l+»dR-\-  bd{9  -  D)-\-edH, 
wobei  L  der  wahre  Zeitunterschied ,  l  der  angenäherte,  a,  l>,  c  & 
Coefficienten  der  Fehlerquellen  sind,  nnter  denen  /.  allein  einen  merl 
liehen  Eintluss  hat.     Die  Habere  Unters nchnng  diese»  und  di 
andern  Coeflicienten  a  und  c,  so  wie  die  Illustration  der  vorangegan- 
genen Theorie  durch  Zahleubeispiele    soll  einer  spatem  Arbeit  \ 
behalten  bleiben. 
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Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
variabele  Gerade  Hauptnormale  einer  Curve  »ein 

kann,  und  verwandte  Fragen. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  l. 

Eine  variabele  Gerade  sei  dargestellt  in  der  Form 

xx*=*x— au;    y,  =*  y — hu\    z1^z—cu  (1) 

wo  ar,  y,  z  die  Coordinaten  ihres  Ausgangspunkts,  xA ;  yS9  *,  die  eines 
mit  u  variirenden  Punkts  auf  ihr,  a,  b,  c  ihre  Richtungscosinus  be- 
zeichnen. Sie  variire  mit  einem  Parameter  v,  als  dessen  Functionen 
*,  y,  «,  a,  £,  c  zu  denken  sind,  und  zwar  sei  v  bestimmt  durch 

3v*  -  da*+Bb*+dc* 

Macht  man  u  zur  Function  von  v,  so  beschreibt  der  Punkt  (x^y1zl) 
eine  Curve  «]a  Es  ist  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
eine  solche  Function  u  existirt,  für  welche  die  Gerade  (1)  Haupt- 
normale  von  *t  wird. 

Es  mögen  bezeichnen  /,  <?,  h  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
J,  ii»,  n  die  der  Binormale,  t,  #  den  Krümmungs-  und  Torsionswinkcl, 
X  die  Krümmungsbreite,  o  den  Torsionsbogcn  einer  Curve  *  (gemäss 
der  Curventheorie  T.  LVL),  der  Index  1  die  Zugehörigkoit  zur  Curve 
«19  die  Zeichen  ohne  Index  bezüglich  auf  die  vom  Punkte  {xyz)  be- 
schriebene Curve  s.    Ferner  bezeichne  der  Accent  an  den  genannten 
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Buchstaben  die  Differentiation  nach  dem  zugehörigen  t,  dagegen  u 

a,  l,  c  dieselbe  nach  v.    Ueberdies  sei 


«i 


W. 


ce 


i    i 


*i 


ee' 

t  aa 

■  f     99 

,  aa  a 

9*ßt 


\aa' 
\bb' 


Jz=\bb'b 


\  cc'c" 


woraus  bekanntermassen  folgt: 

«/  — — ^«';    etc.  und    a"'»Ja1 —  a;    etc. 

Da  die  Gerade  (1)  schon  zufolge  ihrer  Gleichungen  durch  die 
Curve  *t  geht,  so  ist  sie  deren  Hauptnormale,  wofern  sie  deren  Rich- 
tung hat.    Daher  wird  allein  gefordert,  dass 


sei.    Dies  differentiirt  giebt: 

(/j  sin  A,  — /i  cos  Ijjdtf]  ==»  a'3v ;     etc. 


woraus : 


at  =  v 


/,  sin  Aj  — /,  cos  Xt  =  «';    etc. 
und  in  Verbindung  mit  (2): 


das  ist: 


(/j '  r/ij  sin  A,  —  </,  cos  At 
;//,'   wj  sinAj  —  /^cosA, 


_  \bb'\ 

~  Irr'! 


/,  sin  Aj  -f-  /,  cos  At  =  Oj ;    etc. 
Dies  wieder  verbunden  mit  (4)  giebt: 


/t  =  ^  sin  Aj  —  a'cos  A,     ) 
/x  =  «x  cos  At  +  «'sin  Ax     ) 


Differentiirt  man  Gl.  (5),  so  kommt: 

(/icos  Aj  --/1sinAJ)3A1  =  —  a'ddv 
und  nach  Division  durch  (4): 

Die  Gl.  (1)  differentiirt  geben: 

fx  d8l  =fd8  —  adu  —  a'udv ;     etc. 

Multiplicirt  man  mit  a,  dann  mit  «',  dann  mit  at  und 
Vnalogen,  so  kommt  bei  Berücksichtigung  der  Werte  (6): 


G) 


(3) 
(4) 


<M 


(6) 


(7) 


log«-/; 


Baufiliiurttialr  cmrr  QtTV  ttk  lärm,    und  ieni<m„ltt  Fitigrn. 

-8..COS1,  =  («y+SV+''''.)8«-« 
8.,  sioi,  -(a,/-+4,j+eil)8. 
i  nach  Elimination  von  8«,: 

8»  =  („/+ l,+ri,)8,  (9) 

l»'/+«'»  +  *'*+(V+V+','')col.M8i'|  j^  (10) 

n  beide  Gleichungen  unü  integrirt,  so  erhält  man: 

(«r+h+d-«» ,„, 

y+S'„+rt,  +  („,,-+'.,J  +  .',»)cot/J8.        <"' 
als  bekannt  betrachtet,  findet  mau: 

i  letztere,  mit.  Bestimmung  von  «  durch  (11),  igt  tlic  gesuchte 
Jin^uii^.  Nachdem  sie  erfüllt  ist.  kommt  erst  der  Wert  von  «. 
i  direct  GL  (10)  liefert,  in  Anwendung,  wena  man  ilic  bereits  als 
glich  nachgewiesene  Construction  der  Corve  »,  in  Ausführung 
.    will   und    zu   diesem  Zwecke  die  Strecke  u  auf  der  Geraden 

i  rankte  (j-/r)  anschneidet 

Die  Gl.  (11)  (12)  zeigen,  dass  n,  4,  c,  f,  j,  h  willkürlich  bleiben, 

;  also  nicht  nur  die  Richtung  der  Geraden,  sondern  auch  die 
igentialriditnng  der  Leitliuie  beliebig  variiren  kauu,  und  nur  die 
recke  auf  der  Leitliuie  von  jeder  Geraden  zur  consecutiven  einen 
rgeschriebeuen  Wert  hat.  Doch  selbst  diese  Strecke  lässt  sich  be- 
big proportional  andern,  da  u,  und  mit  ihm  3*  einen  Willkür 
reu  coustanten  Factor  hat.  Genügt  also  eiue  Leitlinie,  so  genügt 
r  dieselben  Iüclilungen  der  Geraden,  auch  jede  ähnliclie. 


.§.  2. 
i  Leitlinie  orthogonal  zur  Geraden,  so  wird 
af+bg+ck  =  0 
ihcr  w  constant.    Hier  wird  Gl.  (10)  die  verlangte  Bedingung. 

Fall    findet  unter  andern  statt,    wenn  die   Gerade   schul 


c  Oma  «„  ist.    Dann  hat  man: 
-/o'i 


ion 


l»ic  ben'-i* 

Coueqneorai  hierum.  OL  (4)  (S)  (S)  f7>,  -ir.d: 

•>'  =  (jsini,—  /,«!, 

woraus: 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

süHV 
Itllnie  selbst  diese  Cnire  **,  so  fällt  der  ladei  < 

u  ns(l+k)ät  ~  ~  Zx+ävatü- 


£+£»«+; 


conaL) 


Dies  ist  die  Bediugung,  ilrr  ein«  Cime  *  genügen  rauss,  t 
eine  gemeinsame    Hauptiionnale    mit    andern   Ctirven    «,    habe. 

ult.it  fand  J.  A.  Serret  (Gotapi 

Ea  isi  fai 

u   linischoidung  uns  dem   Ergetmisa    m 
(•pccielle  Conseqtienz  übereinstimmend  hervorgeht 

5.  3. 
Nil. in  dem  vorstehenden  Beispiel  der  Anwendung  j 
bar  viele  coordinirte.    Gleich  spceioll  igt  die  Frage: 

Welche  Bedingung  muss  eine  Cnrve  *  erfüllen. 
normalen  i  laupt  normalen  anderer  Cnrven  seien? 

Wir  wollen  hier  sogleich  die  Leitlinie  als  die  Curve  1 
deren  Di  normale  die  Gerade  (1)  ist.     Dann  1ml  r 

"       !\    "'  --  — /';    «,  =  f    nebst  den  Analog« 

v  =  0;     fJSv  —  X 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

ds     ,     a* 

«  =  CotTga     oder    e«  =  utgt     fn 

Die  Antwort  ist  also:    Der  Tornionsradius   mns^ 
pnogBwinkelB  proportional  variireu. 


Ohne  die  speciclleu  Falle  weiter  zu  verfolgen,  gehen  wir  jetzt  W 
f  entsprechenden  allgemeinen)  Frage  über: 

Welche  Bedingung  hat  eine  Curve  «  zu  erfüllen,  damit  eise  mit 
rem  begleitenden  Axensystein  in  gegebener  fester  Verbindung  ste- 
ide  Gerade  in  einer  andern  gegebenen  festen  Verbindung  mit  dein 
■gleitenden  Axensystem  einer  andern  Curve  »,  stehen  kann? 

Seien  £,  »j,  £  die  constanten  Coordinaten  des  Ausgangspunkte! 
Geraden  in  Bezug  auf  die  Tangente,  Binermale,  Kanptaonnalfi 
3  als  Axen,  E„  ij„  f,  dieselben  in  Bezug  auf  die  von  *, ;  dann 
rhält  man,  indem  mau  die  Coordinatcu  eines  variabcln  Punkts  auf 
Geraden  in  Bezug  auf  diu  festen  Äsen,  einmal  von  <ay.-f- 
(*,  y,^)  ausgehend,  ideutiiieirt: 

■i+/*+4*+A'fc-»4-/l+»j+/'i-«>  (12) 

ibst  2  analogen  Gleichungen,  und  zwar  ist  für  eonstanto  «,  ß,  «,. 
,  »eiche  die  verlangte  feste  Stellung  der  Geraden  gegen  beide  Cor- 
i  ausdrücken, 

a  =  (fcoaß  -f-/sinjS)«ts«  -(-./''  sin«  ;    etc.     I 
a  —  (/,1co6fJ1+/1sii]j5,)wso1+/1'sin(-1;     etc.     ' 
Ycreinfaehuiig  der  Rechnung  sei 

tg^  =  sin«te(jJ+l) 
durch    bekannte    und  in 


findet 
icratiouen : 

=  — /"(siu/Ssinfi-j-siiiocos^cosf») 
-f-  /(cos  ßsin  n  —  sin  osin  ßcosft)  -|-  f'cos  «cos  n 
:,  = /(sinacos/Jsin;»  — shi|3cosft) 
(-  ?(8inctsin(Jsiu^+cos/icosj()  —  /'cos «sin f* 


(14) 

bereits  auge«audtc 


gws(ß+X) 
cosn 


J  =  cotasinft- 

0+&cos|3)cos«  — ft 


fJBv  =  (t, 

l  in  inverser  Darstellung: 

-  ßcosacos0  —  (i'(sinjJsinfi+?in«cosjJcOB(*) 
-j-  <*,(sin  a  cos  (3  ein  ft  —  sin  j3  cos  fi) 


(15) 

(16) 


J4     8»ppt!    Utbtr  dk  ßwlwywtj,  Ufa-  <rtltirr 

l  =  aco4oMtt^-f-n'(cos^iiu(i  —  üinagin  jjcos  <i ) 
-f-ii,(una&Üi/?Mnp  -f  eosjjnjsf«) 
/'  =  asroa+fVaiafi— fl,sinfi}coa«r 
Differcntiirt  mau  die  Gl    (12),  ao  kommt: 

/,t&1-r,s«1)+i1tl3e,+/'l'rtl?t1-«j1Pf>li  - 

Krackt  mau  nacli  den  vorigen  Funseln  f,  f.  /',  /,.  i, . 

so  inoi4  die  Gleichung,  sofern  die«  Axe  willkürlich  Ut, 
bingig  von  i,  «',  <i,   befriedigt   werden.    Die«  giebt   folgende  3  Ü!» 
nngen: 

(3*,  —  J,3t,  Jeus«,  cos  fJ,  +f,Pi>,  tnü«!  ninfl, 
-f-(£,ci,  — ij,36,)siu  o,  —  (3*  — f3()coinco80-T-EBtf  t09osin 
-Hier  — ij8»)sin«— 8» 

(5*,  —  t,3t,)  (sin  (J,  sin  f»,  -j-ain  «,  cos  ß,  coa »•, ) 
+&8*i(«>sftaioMi      s.ün^BVD&coafijJ+fEjö*,  - 
-■-  (?*  —  Jftr)  (sin  |J  *i  n  u  -}-  si"  «<"'»?  co*  (i) 
+J3&<cosßBinft  —  sin«siii(Iriis(i)  +  (|8T  — v8*>cob«cobj«—  «**■ 

(<!«,  — £,Pr,t  (sinn,  cos /f,  sin  p,  —  aiiifi, 
+J13»1(sin*1Bin0isrnMi+c<Js/J1c.is<i,>  —  (f  ,3r,  —  t/,PO'1)coaotHW 
(3i  ~tft)  (sin  neos  /Jsiu  p  —  sin  )3  cos  p) 
-f  J0e(8in«sin^aini*  +  co3(Jco8(i)  — (£Pt— ij3»)cosos(it(t 

Die  orrte  Gleichung  ist  linear  in  aileu  Vwildwln  und  Jilsst  s 
WeglasBiiiig  des  Differeutial/eichens  iutegriren.  Wir  nrol 
mittelst  der  Relationen 

St  =  t)<rcosA;     i-Lf   -  vssmi. 
8in«tg(A+(S)  =  tgfi;     Pocos(*+?)  —  9vOM0 
and  der  Coorditiateatninsformation 

{'-=  (£cos^-^i;6inj})co8«-}-£sin« 
i/  =  (£cos|S  +  ijsiii(3)sit)a~Ecosn 
f—  ^sin|3  — »feosjS 

inittwenden  auf  beide  Curvcu,  den  Gleichungen  einen  eiufrw 
druck  geben,     Man  erhall,   indem  man  die  r,  l>,  l 
v  redneirt: 

A,  3»,  +  (%'cos  fij  -f-  fc'sin  p,)Sw  = 
-13«  -f"  (V«os  j*+  f8'u  p)3w  —  3i* 


Uai'ii'i-nntilr  rfmr  Cum  tet»  kann,  «ad  otfmandl»  Fragen, 

9,8»,  +[äi'+(ti'cos(i,  —  ij,'siu(i|)siii,ji1cotß1]3v:= 
9»+ [£'+  (f  cob  fi  —  tf'siu  f»)ain  jt  cot  o]3v  —  ».  Bv 

"i  5«,  —  (ij,'cosfi,-|- Ei'BiufiJsinji^ol^Öv  = 

- <>;'coa  jt +£'siu /ijsiri  n  uot  oSv 

i  zur  Abkürzung 

^  =  cos  «cos  ß 

B  =  —  sio^ein|ii  —  sinncosfJcosfi 

C  =  —  sin|J  cos  fi  + sinn- cos  (Ssinj» 

f  beide  Curveu  anzuwenden,  gesetzt  ist. 
F.limitiirt  man  d*  und  cV,  und  setzt 
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(19) 
(20) 


4~| 

i  erhttlt  mau: 


.408tt+^l)uSv=  7)3v 


(21) 


D  --=  ^„(tjVus^  +  E'siup—  p,,'cosj<,—  t,raiu  f.,) 
%[i'  I  (<;'«>s»— i/sinji)shificot«— £,'—(£, 'coijij— t(FMii,n,  Irin 
''n[(Vco8fi-|-f9inj<>siu!«cottt  —  (i^'i-usfi, -J-f/siiiftjJsHifi,  cota,] 

liier  stellt  nach  (!■>)  «,  mit  ;i  in  der  Relation: 


& 


(22) 


mm!  man  nun  die  Tangen lialricbtung  der  C'nrve  «  beliebig  au,  d.h. 
trachtet  mau  /,  j,  h  als  willkürliche  Functionen  eines  vom  Uugcn 
luabhaiißijien  Parameters,  so  folgen  aus  diesen  die  Worte  von  <s 
und  aus  diesen  wieder  nach  (17)  die  Werte  von  f*  uud  v. 
1  kauu  daher  statt  dessen  ji  und  v  als  willkürliche  Functionen 
jenen.  Durch  sie  wird  mittelst  einer  Differentialgleichung  I.  Ord- 
ing  (22)  p,  bestimmt.  Demnach  können  .1„,  Bu  undflul- 
1  v  betrachtet  werden,  und  nach  Integration  von  Gl.  (21)  erhält  man: 


(23) 


tzt  folgt  durch  Elimination  von  B*,  zwischen  (19)  und  (20): 

Ajb»-=  C,[l,'+(J,'eos/.,  —  f)1'sin1«1)siii(t1cot«,-{' 
i'coBft—  »j'8inf0siDf»cotn-[-  »]Bv  -j-  BJUfJt  'cos  fl,  +  t,'s'uf  1  )sinf': ''"'"! 
ij'cob/<+ fsia  (i)sin  p  1  ■  (21) 
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Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung,  welche  demnach  immer  vom  Bogen 
s  erfüllt  werden  kann.  Das  Ergebniss  ist  dasselbe  wie  in  den  zuerst 
betrachteten  einfachen  Fällen:  bei  willkürlich  variirender  Tangential- 
richtung  der  ersten  Curve  wird  nur  ein  vorgeschriebenes  Bogenele- 
ment  derselben  erfordert 


§.  5. 


Im  Vorstehenden  ist  die  ausgeführte  Integration  der  Gl.  (22) 
vorausgesetzt    Algebraisch  dargestellt  lautet  sie: 

(l-fcD^^cota,-!^)  -  0 +  •»")(•  cot «-Jj)         (25) 


wo 


»  =  tgip;     »i^tg^j 


und  lässt  sich,  wenn  die  Speciallösung  «1  =  ro0  bekannt  ist,  erfüllen 
durch 

»i-Wo"*83  .    i        (*  willkürlich  constant) 
und  zwar  ergiebt  sich  durch  Einführung: 


P (dm  \    condv 

log^  =  vcota1+2y   yd~  —  wcoUj  j^£_ 


-j-co5 


*""*,/ 


t/^ÖVCOtCf!  — 8^ 


COr 


Eine  solche  Speciallösung,  nämlich  co0  =  co,  ist  bekannt  in  dem  Falle 
«  =  or19  d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  den  Hauptnormalcn  beider  Curven 
gleichen  Winkel  macht.    Hier  wird  einfacher 


* 


(1  +  CO*)*0 


x  +/i/;0(w3vcot« — dm) 


logtf;( 


cot 


dv 


Ferner  kann  man  die  ursprüngliche,  allgemeine  Gleichung  (24) 
in  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  verwandeln  durch  die  Substitu- 
tion: 

31og& 


Adv  =  2dm  \     mi  = 


nämlich  in 


dm 


gy1  -^      3cp  "r" « 


0 


indte  Fraij'u 
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welche  u.  a.  für  cot«,  —  i^J  (*■,  const)  lösbar  ist  Damit  jcdocb 
■  Fall  stattfindet,  miiss  ji  die  Diifcreutialgleiehuug  (IS)  für  coii- 
l&ntes  4  erfüllen.  Macht  man  liier  die  analoge  Substitutioti,  so  cr- 
filt  mau: 

coto  =  kd\     cot«!  =  k^A 


P       2fctg 

i       2t 

««■ 

. 

5y 

.,= 

.  31"Bjri 

■5 

-»!+,- o= 

:'h- 

-%«V» 

und  nach  Integration ; 

wo 

9 

r  +  y'e'; 

gesetzt  ist,  und  f  oder  *,  auch  comptex  für  des  Modul   l     i 

y  oder  y*  =  0  wird  v,  inithiu  auch  A  coostant,  und  man  erbSU 
Gurre  s  von  linearer  Torsion,  d.  h.  wo  #  lineare  Function  vou 
l  tat  Wie  ich  in  der  Cuiventbeoric  g.  3.  (T.  LVL  p.  66,  Gl.  (33)) 
geaaigl  tuin,  hat  eine  solche  Curve  Bezug  auf  eine  feste  Gerade, 
derart,  duss,  wenn  man  dieselbe  zur  x  Aic  nimmt,  die  Stellang  des 
begleitenden  Axcnsystenis  dargestellt  isl  durch  die  Werte: 


/  =  ainl 


l  =  cosi; 


;/—  COS  1  COS  ff    \ 

'/=  —  sin«       ; 
m—  —  sinAcosö; 


',  =  cos  A  sin  ff 
h'  •=  COS  0 

„  —  —  sin  i  sin  ff 


Wir  wollen  mm  für  den  augedeuteten  einfachen  Fall  die  Oon- 
struetiou  der  CoTVC  "  in  Ausführung  bringen,  indem  wir  y'=i>  uud 
zugleich  •,/=  ü  sel/.cu.  Dann  siud  p.  und  fij7  also  auch  A,  B,  C, 
A„  Bu  C,,  vlo,  BQ,  CQ  und  D  constant,  und  mit  Einführung  der  Un- 
abhängigen ff  für  das  proportionale  v  kann  man 

iffiv 

-jf-  —  ffltgt    (*  const.) 

setzen.    Gl.  (23)  geht  dann  über  in 

«  =  E'f^+F'     (£',  **  const.)  (27) 

und  demzufolge  Gl.  (24j  in 


(28) 


37*     Bepp*     Otba  Aa  Badi*g ,,  uMtr  wicht  tun  navAA  Ök 

&  =  (     -     c'-'K'  +  .fW     (/■-',   F  luiisl.) 
\cost  '       / 

i  bl  eine  leichte  Integration: 

*  =  //&.  -  Bin l( ~  e**  +  Fn)  ^ 

j,  =  /-,?»  =  cosl[k'CotK'Siü(a+£)4-Fsino|     . 

*  =fhd*  =  —  coBA[£efrt*'co8(ö-|-fH-^'cosö]  ] 

Die  durch  diese  -'i  Gleichungen  dargestellte  Curve  ist  ilm 
spiel  einer  solchen,  welche  der,  anfange  §.  A.  genannten  Bedingung 
genügt.  Es  hat  sich  nun  gezeigt,  dass  unter  den  l.'urvcn  ',  .  welche 
die  ebendaselbst  geforderte  Beziehung  und  Lage  tat  UlVttrn  haltt 
B  i'xislirt,  welche  von  derselben  Form  wie  diese  isl.  Um  dir 
Gleichungen  dieser  Curve,  uuter  blosser  V imiussetzung  der  Form  C2H), 
völlig  allgemein  aufzustellen,  mtlssteu  wir  erstlich  für  i,  f,  /  ,  /  nwte 
Werte  it.  t,,  /-.',,  F,  substituiren,  dann  aber  auch  die  sich  orgobeadw 
('oordiriiitenwerto  auf  ein  neues  Co  Ordinate  naxoiisy  stein  beziehen  mul 
erst,  von  da  auf  das  alte  reduciren.  Die  Bo  erhaltenen  Coordinatt» 
*n  Vh  h  müssen  dann,  nebet  den  x,  ■,.  -.  aus  (28),  den/".  </,  h  aus 
(26)  uud  den  mitsprechenden  /',.  ./,,  l>,  eingeführt,  diu  Gl.  (12)  für 
irgend  ein  u  befriedigen.  Es  zeigt  sich  jedoch  gleich  anfangs,  dass 
dies  nur  möglich  i>t,  «diu  erstens  i  ■—  r„  und  zweitens  die  i.XO  \<<n 
;  d.  i.  die  der  j.  ungleich  A\e  vou  *,  ist  Die  CoorÜnatettlraOBft*- 
inatiini  besteht  dann  nur  in  ciuer  Verschiebung  liiugs  der  j-  Richtung 
um  eine  Consta»  tc  A-  und  in  einer  Rotation  um  die  ■<  Axo  auf  einen 
Benatanten  Winkel  9,  der  als  Increment  zu  a  in  den  p 
Functionen  hinzutritt.     So  erhitit  man: 

r    =  A"-(-siiU.(    '.''   f*  4-f.(\ 
1  '  '  \sin  f  / 

:>,  +  >'h  -  -'cosi,[/;1i^'+«"f'4'i-f/-c.wf'l] 

Demnach  haben  die  Gl.  (12)  und  diu  eouibinirleii  "  analogen  die  Furm: 
rr("tK'-j-  irta  =  <">    (der  coustantr  Teil  gehoben  dnren  K) 
( v  4-  n- V'if-f- 1-,  -i-i i-y  =  o 

und  man  findet  folgende  ö  Relationen: 

U—  E,8^  -  f.-^-A+/;'cnsnsin(i  +  (i)  =-  0 
^  sin*  siuf  '  vii' 

ü,  —  F,StaA,—  FsinA  —  0 


BauptM 


ufa  , 


■Irirf    irririi. .■■■:■ 


.'17'.' 


!■',-{- i tV=  ~  <Fle"»cosA1-f-/Fc.osA 
+F,[C0B««ffl{l+ff)+l8ill«) 
+  (£,  eosA,—  »/,  sin  l1  +  (Jt)t"'—  (Eeosil  —  jjaind+it)  =  0 

Die  3  Gleichungen  ET—  P=  l"=»  n  sind  homogen  in  E,  E„  E'\ 
daher  bleibt  nach  Elimination  von  /•-'„  £'  die  Grösse  E  unbestimmt, 
wie  es  ihrem  Ursprung  als  IniegrationsconsUintc.  zukommt.  Ptalt 
dessen  muss  die  CoefficientondetcrniiiiLiute,  verschwinde»,  alsu 


sin  A,  Bin  A 

ain(d  -f-  e)coh  Aj  sin  t  cos  A 

I  — cos(6  +  e)eosA,        — costcosA 


cos«eos(A-f  0)     =  0  (39) 


sein.  Dagegen  sind  die  3  Gleichungen  LT,  •-  I",  —  1",'-  -  0  nictit 
homogen  in  F,  F„  F",  und  würden,  wenn  die  Co eftkl enten  gegeben 
wären,  alle  3  Grössen  bestimmen. 

Zu  den  vorstehenden  He Stimmungen  muss  noch  hinzukomme», 
begleitenden  Axensj tteme  beider  Cur  von  die  durch  die  Gl. 
gedruckte  gegenseitige  Stellung  haben  sollen.  Diese  Glei- 
lanien  infolge  von  (2li)  hier: 


dasa  die 
(13)  aus; 
chungen 


«  =■  cosesiu(A-f-ß)  ae  cos«,  siu(A,  -f-  ßt 
t,-\-;r  =  c'0[co8aco»(A-t-(J)-|-/siuf']  = 
e'ia+'Ifcos^coslA,  f-j3,)-j-  ''sin  «,] 

cos«siu(A-j-0)  —  sin«' 
cos«cos(A-|-/S)  =  eos«'cosfS' 
sinn  =  cosa'sinjS' 

cosB.sinfA.+^^sinn' 

cos«,  e05(A,+ft}=  cos  a'cos(0'—  i) 

Sin«!  =  cosa'sinfjS'— fl) 


Nimmt  man  jetzt  i.  beliebig  an,  so  sind  «',  ß'  bestimmt  durch  (31), 
dann  6  durch  (34),  und  A,  durch  (38),  wahrend  Gl.  (33)  als  Folge 
vuit  £32)  (34)  nicht  in  Rechnung  kommt,  endlich  t  durch  (1"J).  Es 
hat  sich  ergeben,  dva  eine  Curve  von  der  Form  (28)  der  anfangs 
gestellten  Bedingung  für  die  10  beliebig  gegebenen  Cons  tauten  ar,  p', 
*»  ftt  f*  Vt  £»  fiii  $n  ti  z«  genügen  vermag,  wenn  bloss  F  und  t 
messen  bestimmt  werden. 
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3)  Weü 

tanga 

008211  =  tang2a-tanga 
woraus: 

tang  2« — tanga  =  tanga. sec2a 

so  erhält  man  durch  Substitution  von 

a  —  *,  2*,  4r,  8r  ...  (2»-»)«,  (2»-*)x 

die  Gleichungen: 

tang2x — taug  x  «  taug  *.sec2x 
tang  4x— taug  2x  —  tang2x.sec4x 

tang8x— tang4x  =  tang4x.sec8x 

•  .  • 

•  •  • 

tang  (2»)«— tang  (2"-l)x  —  tang(2»-1)*.sec(2»)x 

und  durch  Addition 

tangx.8ec2x-f-tang2x.8ec4r-j-tang4r.sec8x-j- ... 

...  +  tang(2M-1)*.sec(2")x  =  tang(2")x—  tangx       (I) 

4)  Setzt  man  hier  2~»x  für  x,  so  kommt : 
tangg.secar+tang^secö+taugg.secj  +  ... 

XX  X 

...+tang^.sec^-1=  tang*— tang^  (I) 

Für  n  =  «  ist 

lim|tang^J-0 
daher: 

X  X  X  X  X 

tangx  =  tang  ö8ecx+ tang  r .  sec  ö+tang«.  sec^ +  ...  (II) 

für  x<? 

5)  Setzt  man  in  der  goniometrischen  Formel 

tanga  «  cotga — 2cotg2a 
der  Reihe  nach: 

a  -  z,  2i,  4r,  8x,  ...  (2*-1)* 

so  erhält  man  die  Gleichungen: 

tang  x  «=  cotg  x — 2cotg2x 
tang2x  »  cotg2x— 2cotg4x 
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tang4*  =  eotg4r — 2eotg8* 

taug(2— <)*  —  colg(2"-')r— 2cotg(2")* 

Multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  2,  2*,  2',  2*,  ...  2"_a,  2"-1. 
so  erhält  mau,  nach  Addition: 
tang-r-f  2tang2i-j-4taug43--f  8taug8x-f ... 

-f(2«-2)taug(2n -s)r+(2"-')taug(2''-1)s  =  eotg*— 2».cotg(2«)*    (Ij 
6)  Setzt  man  in  der  oljigeu  Formel 

cotg»  — 2cotg2w  =  tangu 
der  Reihe  nach: 

a  =  *■  2'  i'  8*  16*  '  "■  P^2'  ä"3» 
multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


1111 

1  ä'  V  f?'  i6" 


1 


so  erhält  man,  nach  Addition: 

tang^  +  ^tang^-t-iitang^+-8tang^+... 

Für  »  •=  *  ist 

li.ij    '   ,.COtg  5^-,1-i 


daher: 


fc,<ä 

Setzt  man  in  dieser  Formel  x  =  j  so  ist 


(U) 


iUDg     +  „lang  j  +  jj tag -,  +  . 


386 


ist,  folgt: 
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H*g*]  -  o 


—  iflina:         (III) 

2co8  Vi  sinl   +  C08  «[sin  af)8-}-  Jcos  är[siD  2a;]3-t-i  C084tf[sm4r]s 

+£cos8a{>in8sc]3+  ...  —  iüax        (IV) 

L&sst  man  2«  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  ergiebt  sich  ans 
(IV)  die  Gleichnng: 

cosaf sin<c]5+icos  2or[sin2st]8-{-  J  cos  ^[sin^P+icos  Bassin  8x)3 

+Acosl6a(sinl6a:]8+  ...  —  Jsin2»  (V) 

10)  Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  (I)  (II)  21~Hx  fttr  i,  so 
kommt: 

rX  I "  .tf  I  4C  i  «B  I  *C  I  SC  I  X   I  ^ 

sin«   +2sinA  sin^   +4sin^  sin^  -f Ssin^  sinjJ 


und 


+ 16  sin  [sin|jj  +  . . .  +2*-i .  sin  ~Zl .  [sin-J 
J  j  2» .  rin  g^L-j —  sin  2* 


(I) 


X  I  3J  I  X  I  iß  I  .1/1  JE  I  XI  351 

2 cos ö  sin ö   +4cosj  siui  +8coSg  sin^   -|-16co8  ;6  8*ni'e   + 


...3».cos  J-  [sin^J  —  1  [2» . sin 2^1  —  sin2sj 


(II) 


Für  n  =  oo  erhält  man: 


lim  [s-.rin^i]  -  2 Km  [2-  > . siu  ^J  =  2a lim  [^ ,  sin^J 


2«  lim 


sin 


x 


2»-t 


a? 


_   2»-1   -I 


2* 


daraus  folgt: 

sinaJ  sin|J  -l^inJ  s^ij  -h4Äin?|  *toa\  +8sin3  mbjcJ 

+  ...=  J[2s— sin2«]  (HI) 
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■2m/\  ghl»  I  -HcOB||  tto\  1  "H«Wä|  si%  I  +M«»|  sin.j,,  | 

+  ...=  ^2*— Binib]  (IV 

für  jeden  Wort  von  ». 

Ans   den   beiden   Gleichungen  (111)  nnd  (IV),   erhält   man   fü 
■'■       t  : 
n  =  -2  jasin?  [+$J-H**l  [ainf J+ftinf  QmfßT 

+  16Sm*Jsin*~|"+...j 

B      8  [acmJ  [»nf]+8cosf  [sin*]+16coBg  [sin™]' 
-f38co8 T,  I  sin .,.,  !  +  •■•}  I 

11)  Es  ist; 

[£m«]'  =  [8m<0-  |      j      | 
man  letzt: 

a  =  x,  L»a  4c,  Ba,   ...  (2"-*)^  (2"-')* 

multiplk'irt  die  entstehenden  Öleächnngen  dez  Reihe  nach  mit: 

1    1     1_  l  i 

H  4*  4S'  4»'    '■'  4— 2    4"-'  ' 

und  addirt;  dann  kommt: 

|9inJ-]«  +  ][Bii.2r]'+4V[siii4J]'+]ä[siuKr|'+4-1[sinlH4+  ■■■ 


+  ^[ein(2-^  =  [9^-[shl!:",J|L 


oder: 


1  . 


i  1  i 


[^]'  +  ^[sinlV]i+*,[SiUlJ]'+":;[,i11sJj1-Hlt;![ainlCr]*  + 
wo  e  jede  beliebige  Zfthl  bezeichnen  kanD. 


r'lir  »  =  ■>-,  wo 


[*£*]-• 
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[siiwJM-Ksin&hf  ^[8in4*]S-  ^[sinfe]*+  £$****#  + 

+  ...=[Biiw]*  (III) 

für  jeden  Wert  von  x. 

12)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

r  ■     -u       r  •     is       rsin2a;"| 
[smai]*-[siB«]*—  |_  '£     | 

der  Reihe  nach 

<*  =  *>  ä'i'  g'  iß    '■  2^-*'  2^»' 
multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
1,  4,  4*,  4",  4*  ...  4»-*,  i—1 

nnd  addirt,  so  erhält  man: 

[,ii»M-4[.ilI*]'  +  4>  [.in*]'  +  4*  [sin  f]'  +  4<  [»i»  £]' 
+  ...+4»->L»iii2..1|-|_*-..»nili-1|-|-j  -J      (I). 

Für  h  =  «,  wo 

ist  dabei': 

[.ln.JM-4 1  »n j]'  +  l«[*»if  +  M |_™0'+256E,lniG'  + 

+  ...-^-pV]  OB 

für  jeden  Wert  von  a-, 

SetKt  man 
so  findet  man: 

(ni) 

*  _  j/4  [ainfj  +ie[*i J]f +«[*£]  +2M[sinj*g]  +  ... 

13)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung: 

.i__r-?-T-~!~- 

cos*«       Lsin  2o_l        [sin  or]* 
der  Reihe  nach: 

a  =  *,  2i,  4x,  ftx  .. .  t3."-vy. 
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multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  22,  42,  8*,  162  ...  (2«-2)2}  (2*-1)2, 
so  erhält  man,  nach  Addition; 

r_i_r.  r-^TU- r  4  T + r-8-!^ r_ i^-iv 

LcosaJ  ~  Lcos2a;J  ~  Lcos4aü    •"  Lcos8aü    ■"  l.cosl&c.J  "r 
+  Lcos(2»-i)aJ  ""  Lsin(2»)*J        Lsinaü 


(I) 


14)    Setzt  man  hier  21-*«  für  *,  so  kommt: 
1  1 


[cos  afp  ~* 


-+ 


1  ,+  * 


I  2cos„  I         I  4cOSj  1         I  8C08g  I 


+  ••• 


r*T 


Cft     .  x   -|*       Lsin2xJ        I"       .  x  ~\* 

2»-1 .  cos  -^  J  L2"-i .  cos  2^i  J 


(I) 


Für  n=oo,  wo 


folgt: 
1 


Um  L»^  rin  ^3  - 


x 


+^^.+^a+^^,+ ... 


[C0S*J'  •  l  a»! 


I  2COS5  I       I  4cost  I       I  8co8g  J 

-    2    "I*      1 


L8in2a;J        a;s 


(II) 


Gleichung  (II)  kann  man,  weil 

2    "1* 


C2    -|*_       1       _       1 
sin2x J        [cos«]*  ""  [sin«]2 


ist,  schreiben: 


i2"T~i-  „.-,2+,-  ^-iSl  + 


I  2coSg  I       I  4cosj  I       I  8C08g|       I  16cosrg| 


+  ... 


[sin*]*      b* 


OH) 


n 


das  ist  iür  x  «  ~ : 


2 


7T: 


K1    4j|[4co8| 


i+ 


16 


(IT 


1    l.8008!]    [16cosäl 


(I) 
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15)  Setzt  man  in  der  goniometrischen  Formel: 

tang  « — 2taog  ^  —  tang«  .  I  tang  j J 
der  Reihe  nach: 

«  =  ar,  2*,  4*,  8a  ...  (2»-*)*,  (2»-1)*, 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1111         _1_      1_ 
'  2'  i'  8*  16  ""    2H-2'  2*-* 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

Ungar.!  tang^J  -f*Jtang2*.[tanga;]2+  J  tang  ix.  [tang  2a;]*+  ... 
...+  2^1  tang(2*-i*)[tang(2»-2*)]*  -  ^ftang(2»-i*)--2tang? 

16)  Setzt  man  hier  2l~»x  für  a?,  so  kommt: 

tangg J  +2tang^ .  |_tang4J  +4tang^ .  J^tang g J  +  ... 

+  . . .  +2»- -1 .  tangg *-!  •  (_tang  |J   ~  tpug*  -  2» . tang  *n  (I) 

Für  n  =  od,  wo 

lim  ^2» .  tang  <*-  J  —  x 
ergiebt  sich: 

tanga^tang  ? J  +  2tang ^tang ^  |  +  4tang  | .  [teng |J  + 

j.     r  x  ~~|2 

+  8tang ^ •  I  tang jg  |  +  ...  —  tang«— x  (II) 

für  x  <  5. 


Lässt  man  2  stetig  in  5-  übergehen,  so  erhält  man: 

(  n\~        7c"~ |2  itw~        7r"~l2 

*  —  4—  |4tangj|^tangg- J  +8tangg-^tangj-6J 

+  16tang~[tangg]2+  ...}  %  (III) 

17)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung 
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.  r        n,        cos« 

tang«.[secaj2  =  r  . 


cos  2a 
[sin«]3         '[sin  2a]8 


der  Reihe  nach: 


a  =  *,  2*,  4»,  8a:  . . .  (2»-*)x,  (2»-1)*, 
maltiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  23,  43,  83,  163  ...  (2*-2)3,  (2"-1)3, 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

tangi;.[8eca;]8+2taug2aj.[2sec2ii;]8-{-4tang4a:.[4sec4fl5]a+  . .. 

. . .  +  2»-1 .  tang(2»-i)a; .  [2*-1  .sec(2"- ^x]2  = 

jwsa    __  8".cos(2»)a; 
[sinac]3       [sin(2»)af|3~ 

18)  Setzt  man  hier  21-*a?  für  ar,  so  kommt: 
tangx[sccaf)*-|-  J tang  ^ » [  *sec  ^  J  +  i^aug  ^ .  |Jsec  ^  J 

oj     ■  £C   1  X      r~  1  37     1 

+  itangg.[^Jsec^  J+TVtang.jg.^sec^J  +  ... 

1  x       I"    1  a;    "l2 


C08 


2»-* 


[^-isin^] 


Für  »  =  od,  wo 


8 cos 2« 

[sin2*F 


[cos  2^1] 


liml  cos 


und 


im  I  2*-1  .  sin  ö^n  I  =■  *  .  lim 


lim 


sin 


a: 


2»-i 


-    2"-1   - 


folgt: 


[Ung*].[socaj]2+[^Jtang|j[^isec|J  +  [jtang?  ||_iscc|J 


+  LitangöJ|_*secöJ  +  ...  -^-p 


8  COS  2a; 
[sin2*]3 


f  Ür  x  <  ö  • 


TT 


Für  a;  —  j  crhftlt  w 


(I) 


(I) 


(II) 
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n 


81ÜJ 


+ 


sing 


r.+ 


sinj-g 


i 


(in) 


[cosjj      [*»»£]'      [*«»is1 


-,+• 


oder: 


»  «= 


sin 


TT 


[4cosj] 


+  F=" 


8,n8 


[8c08O 


+ 


8inS 


i 


(IV) 


[l6C0B^]" 


+  ... 


Kutno,  29.  Mai  1876. 


ZKitiiuti;    Sairn 


Suiamirung  einiger  Arcusreihon. 

Von 

G.  Dobinski. 

Eine  neue  Gruppe  summirbarcr  endlicher  uud  unendlicher  Reihe» 
erhält  man,  wenn  man  dio  Summen  forme]  n  (I)  und  (LI)  aus  61.  Teil 
des  Archivs  (Miscellcn  S.  434)  anwendet 

Diese.  Formeln  sind: 

■fC/M-ZC"-  *>]  -  lim/W -/TO) 
1)  Es  sei 


«+ä(*-KT 


S  n-|-i(„+l) 


A+B 


dann  ist: 

A  +  ß(x  +  l)  A  +  ßx 

/,?-/e»-l)  =  «ctMga+i(g+1)  -aretang-^p^ 
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Die  Summimngsformel  (I)  giebt  nun: 
»  aB— bA 

A  +  B(n+1)  A       A4-B 

=  arctang  a+b(n+1)  -arctang^  (III) 

Setzt  man  hierin 

, i_    |  <rr*_ 

■ 
Z*  =  0  |     b~*  —  Vr 

nebst  der  Bcdiuguugsgleichung: 

<Z*-r*  =  4|>r— 1] 

so  erhält  man  nach  die  letzten  Formel  (III): 

+  arc  taug  -^ ^ + . . .  + arc  tang  p+^+rHt 

=  arc  tang  -^  -  arctang  9+T-jI Tr»  (IV) 

Für  7*  =  oo 

Jarctaug-^-^— ,  =  arctang  ^^  +  arc  tang  j+£prir 

+  •«  t«g p+4+Öi" + ' *  *  "  ^  toDg  T+r  ( V> 

2)  Setzt  man 

p  =  q  =  r  =  1 

so  wird  , 

£  arctang  j^pp  =  arc  tang  f+i+fi  +  arctang  1+2+2, 

+  arc  tang  t + 3 + 3, + ■  •  •  +  arc  tang  f-jp^f?  ~I_aretmgS^l 

Für  n  =  oo 

Jarctang  j-q^^j  =  arctang  j^^p  +  arctang  1+2+2, 
+  arctaag1  ,  3  ,  3,  +  arc  tang  1  i  4_i_4»  +  ...—  4 


J/abimk. 

';  SWaMlrtM^  fj'" 
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3)  Man  setze 

f  -  9  -  ( 

i 

so  ist 

2.  arc  taug     3  =  arc 

lang  ^-;  -f  arc 

tang2J2*  +ari;tenK2T* 

+...  +  arc 

,an=2,,,-"ir 

-«wtww^p 

FUr  '.  —  oo 

£AKt&Ugsr»  =  Brcl 

1 

lang  a.(S  -}-  arc  lang  g-g-, 

+  : 

irc  tang  a  4i  + . 

*■  =  i 

1)   Ist 

p-0 
8-| 

so  ergiebt  sich: 

■ 

f"""'.v+.y 

=  arctang  j  -f- 

arctang  rS+ar.'  taug  fr 

+  ...+ arc  fang  y 

2                                               2 

.  ,--.,  ==  arctang  |  —  arctang^     ■   . 

Für  ■  —  « 

i.reta«BE^-, 

"  arctang} -f 

arctang  ,V-f  arctang  fr 

-j- MC  lang  ^  +  ...3= 

:  arc  taug} 

5)  Mao  setze 

so  wird: 

,  =  +  10 

f  "ct"*iä?^2fa~+l2  =  ftre,ane[- 

-  j]-f  arctangj  -faretangA 

+  ...  +  arctangIs^= 

1 

84f.+13~" 

arctaog|- 
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1  arc  tang  gj^__  24a.  +-^  —  arctang[— J]  +  arctangJ+arctong^ 

-f- arc  tang  V&+...  «=*— arctangj 

6)  Setzen  wir 

p  -  q  -  -  8 

r-  +  34 
so  ergiebt  sich: 

*  1 

^aretang^^^^-j^g  =  arc  tang  ^+ arc  tang  rb+ w*c  teng  *H 

+  ,..+  arc  tang  ^-jJ^™  =  aretang^-  arc  tang  gj^g 

Für  n  —  od 

I?  arc  tang  g^z^ZTö  Ä  arc^gA+arctangY^+arctang^i 

+arctang4[4  + . . .  =  arc  tang  ^ 

7)  Für 

p  =  —  18 

5  «  — 12 

r«  +  74 
hat  man: 

M  1 

£  aretang^g^  12^=18  Ä  ««  tog  Ä+ arc  tang  yh +arctang^ 

+  ...  +  arctang?i-,- 12-_f8  -  arctang.fr  -aretang^-^- 

Für  /*  =  x 

«  1 

-Tarctang^v-^-jg  =  arctaug/4  -f- arc  tang  2£4+ arc  taug  ffhr 

+  arc  tang  nV*  + . . .  =  arc  tang  ^ 

8)  Setzt  man 

p  =  —  4 

#Z  =  — 16 

r  =  +  26 
so  entsteht: 

*  1 

2  arctaug2^— l&r— 4  =  arctanß  J  4-arctang^  +arctangTfo 

+ . . .  +arctaug ^«z: fe^i  -  arctau«  J  -  arctÄÖ« 2S+Ö 
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so  ist: 

f(x)  —f(x—l)  -  2*arctang ~p  -  a^awtwg^^ 

2*    2*fl-f«>      2*-1    9— *fl+g* 
"" '2*    2*0— «»        2t    '2»-1/»  —  «t 

2g"1f?72g/>+«»_  f2«-^+«>)       2^*    [*>ß+my.{2*-iß—ai} 
—    2»    (2  2*P— «*       2»-1/»— «*)        2»    *[2«/»--o0»[2—  V+«0 


2*-1     x  ^  4(2»-*ft» +8(2»-'/?)«« 
2i"      .  «ä 


1  — 


4(2^W+  8(2^1ft«f 


-  2*-i  arc  tang  ^-i^ + 80-4  ftp 

Wendet  man  die  Summirungsformel  (I)  an,  so  erhalt  man: 

(VI) 

l^iarcteng^^q^g^.!^,  =  2»arc  tang  £rß-  arc  tang  ? 
Für  n  =»  00 ,  wo 

lim  2^  arc  tang  ^jj  =  Um  2*  {^-  33^  +  5^6  -  •  ••} 


ist  daher: 


—  11m  ^  —  3  23w  ^  +  5.2**./»*      • '  *  j  —  /! 


f  *~larctan«4^^^^  (VTI) 

12)  Setzt  man 

«  =  1 

so  hat  man  nach  (VI): 

l^-iarctang4(2^1/?)8+  3(2ap,1<3)  =  2"arctang^  -  arc  tang  ^ 
Für  n  «  00 

i  2*-*  arc  tang  ^g-ifl» + gy-i^  =  ^  -  arc  tang  ^ 

13)  Für 

«  =  0  =  1 

bekommen  wir  nach  (VI): 
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Z ^-»arctang^,.^^^..^  -  arctang*  +  2arctangTfe 
+  4  arc  tang  ^  +  •  •  •  +  *~l  arc  tang  4(2*-i):>+  3(2*-i) 


=  2»  arc  tang  ^  —  | 


Für  n  =  oo 


w  1 

Z  2*-*  arc  tang  4(2x-i)s+  3(2a:-i)  Ä  arctang*-J-2arctang^ 
+  4arctangYfo?  +  Sarctang?^  +  •;  • s  1  ""  4 


14)  Man  setze 


J\x)  —  arc  tang  ^pj  +  arc  tang  - 
f(x—\)  =  arc  tang -+ arc  tang  ^r 


/(n)  =  arc  tang  -^pj+arctang- 
/(0)  =  X  +  o  ~  X 


so  ist: 


f  (*)  — /(*— 1)  =  arc  tang  ^qp|  —  arc  tang  ^jj 

1     (x+l)+i      1     fr-p  +  t" 
~~  2»    (aj+1)  — »       2» '  (*— 1)  — » 


1  .[(«+!)+»']  [(«-*) -q 

«i[(«+l)-»1[(»-l)+»l 


1  7?!+2? 

2*    »f—  2* 


1      1  +  V 
1  '   x* 

"■»':    2~ 


—arc  tang -2 


Die  Sumrairangsformel  (I)  giebt  nun: 

m  2  2  2  2 

-2  arc  tang  -8  =  arc  tang  p  +  arc  tang  ö2  -f"  arc  tang  =-,  + 

,        4       2       3»  1  .  1 

+  arc tang ^  —  -j  —  arc  tang  ^r^  —  arc  tang  ^^ 

Für  n  =  00 
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Dobintki: 


Araurmkm. 


Jarctang-j 


2  2  2 

arc  tang  p  +  arc  tang  ^  +  are  taug  <p 


1*2.  3w 

+  arctangji+...  =  -j- 


Diese  Gleichung  ist  von  Herrn  E.  Beltrami  im  „Giornale  dt  Ma- 
tematiche"  1867.  p.  189.  und  von  Herrn  Grunert  im  „Archiv  der 
Mathematik  und  Physik"  1867.  p.  362.  angegeben. 


Kntno,  den  22.  März  1878. 
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B* 

Or,  la  propurtion  evident*-     s    —  n     doune    B-l,1—  /.*//*  =  0-. 

par  conseiiuent  le  seeond  membro  Je  (3)  revient  k 
Ä'//*  —  •2Billh-\-'>b-'Hh—  5H»-f.B*ft*— A*«* 

=  a*(  « *—  --///. + 1.*) — bH  ii ' — am + *») 

I/equation  (5)  devicut  ainsi 
et  dotme 


On  tlre  de  oellee-ci  le  rapport 

(jui  determine  la  position  du  ceulre  de  gravite  0  aar  la  droito  <-'</ 

Georges  Dostor. 


üturface  d'un  pulyguiie  siilii-fitiin-  i-l <■  1 1 .-  qnekoiique. 

I.    Soit  k>  por/gone  BpUenqne  6toiM  ajich...  de  ••  oßftii 
l'eapaW  p, 

Preuous  im  point  /  dans  rinterieur  du  polygone  Bpfaft 

ycxc,  qui,   par   le   prolongement  des  eötes  de  ji  en  }i,   a  produit  le 

poljgooe  etoil-6  ABCD...  de  l'especc  p,     Joiguous  le  poiut  /  a  touä 

;  si •Illinois-  du  polygone  etoile  A'  B'C  !>'...  do  n  entös  et  dk-  l'agpece 

—  1.    Nous  deconrpMoni  notre  polygone  ABCD....  de  l'espece  p, 

en  ■■  quadrilateres  splieriqties,  tels  uue  .1-1//.' 

La  surfaec  de  ce  qnadriliUere  est  egale  A 

A+4^4-iU?/4-ii'/E'— Sa 
i  .y  represente  la  mestirc  de  l'anglc  droit.    Couune 
l'ftngle  AA'l  —  k—  lA'a, 
l'augle  AE'I=  n  —  IL'B, 
on  a  le  (juadrilaters 

Ml  Ulli. 


4,14  MiKtllrv. 

AA'I£f—  A  +  n—  IA'G-\-n  —  W'n+A'Itf—  2«, 
AA'IFJ  =  A—(1A'G+  /A"ü)-j-  A'lt:'. 

l,;i  somme  des  snrfares  des  "  qnadrilateres,  tels  que  AA'iK, 
qui  cnmposcnt  lit  surface  8*f  de  notre  polygone  etoile  de  »  cAfea 
et  de  l'espece  j>,  sera  donc 

flU,  =  2.A~£{tA,G  +  IE'  B)  +  £.A'  IE' . 

Mais  £..!  est  U  Komme  des  angles  de  notre  polygone  eluik'. 
somme  i|ue  tious  pouvons  designer  par  £*#;  de  meine  £(IA'G-\-  lEfB) 
psI  la  somme  des  anales  du  polygone  etoiW  A'B'C'D'...  de  n  eotes 
I  dl  CeBp*C€  p  1 ,  ou  est  egal  a  £<*-i;  d'ailleuni  £.A'It"  W 
U  somme  de  Mus  les  auglcs  formes  nulour  du  point  /,  1  »quelle 
summe  est  egale  fi  2ji.    Donc  il  uous  vieut 

m  «..,-  **— **-.+»■. 

On  en  conclnt  qua: 

Si  l'on  prend  1'angle  droit  ponr  unite  d'angle  et  le 
triangle  trireclangle  pour  unite  de  surface,  l'all 
polygone  spberique  etoile  est  egale  ä  la  somme  des 
mglea  de  ce  polygone,  diminnee  de  l'exces,  sur  qu&tre 
auglcs  droits,  de  la  somme  des  angles  du  polygone 
■  lull,  .i'un  memo  nombre  de  cötes  mais  de  l'esp 
raedintement  inferieure  il'tiuo  uuitc,  ijni  est  issu  da 
meme   polygone   spheriqne   convexe. 

'2.  Nous  trooreriots  de  meine,  pour  la  surface  du  polygone 
etoile  A'B'C'D'...  de  n  cötes  et  de  l'espece  p~  1, 

(II)  •.,    1—^-1  —  ^^+8«, 

3.  Si  nous  retranclions  (II)  de  (I),  la  difl'erenec 

(III)  5.,p— *,„,.-,  -  £„,,-2£„.,,-i-\-2:H,P-S 

ttprimera  la  somme  des  qnadrilateres,   tels  quo   .u'.l"A",  dont    le 
polygone   etoile  Alit'D...  de  l'espece  p  surpassc 
de  l'espece  />—  1. 

4.  Nous  voyons  -nie  la  surface.  d'un  polygone  snlierique  etoile 
.!!■  ilqu'inl  [i;is  exeliisivemeiit  de  la  grandeur  de  ses  augies,  comme 
■Uns  les  polygones  spJiferiquM  cosvexsa. 

Si  le  polygone  spherique  etoile  est  regulier,  s; 
miiement  aussj   unu  fouetion  de  l'arc  polaire,  qni  Joint  [es 
ii  teilt  pölo  eommun. 

Georges  Dostor. 


&o min* Mo ii  dlreete  et  dement»!  rt  des  quäl  Hernes,  (-iaqnleines  et 
aiilJniCN  uulasancea  des  n  uremiera  nombres  eutlers. 

1.  Nous  avons  donne,  ä  la  page  222  du  tomo  LVD  de  ccs 
Archive*,  uue  methode  simple  et  tlementairo,  pour  eatculer  |a  summe 
des  earrös  et  cclle  des  ciibes  des  n  premiers  nombres  eiitiers.  I.a 
sommalion  des  quatrU-mcs  puissances  dea  memea  n  premiers  110m- 
bres  euüers  se  trouve  ausai  annonceo  dana  le  litre  de  l'artide;  eile 
a  ete  oubliee  dans  la  compositiou  de  Teiivoi.  Nous  reparons  cet 
oiibli,  et  dotiuons  ea  meine  temps  la  somme  de*  nnquiemea  puiasances 
et  cell«  des  sixiemes  puiasances  dea  ■•  premiers  nombreä  entiers. 
Cette  derniere  somme  est  ohtenue.  par  nne  metuodo  giim-ralr,  qtU 
s'appliijiie  ä  tontet  les  puissances. 


>  dea 


ionbra 


'  I'«1S 


es  de 


quatric 

Puisquo 

„,„+1}fo„+1,  _-.2„J+3li:r+Hi 
nous  avons,  eu  multipliant  par  :in-  +  3«  —  1, 

n{H  +  l)(2«-t-l)l3ns  +  3n  —  1)  =  C«:'-f-lör.-|  +  10«3—  n. 
Posons 

1(»  +  l)(2»+H(3n'4-3n— 1)       6ns+15tt«+ltW 


rniers 


(1) 


&.  -  - 


.10 


30 


nous  anrous,  en  remplacant  h  par  n  —  1, 


-f-lOn3- 


s„~i  =  — — - 

30 

puis 

en  rotranebaut  de  (1), 

o          o                 15 

>*-}-15»* 

S„  —  &,_!  =  — 

'"*■ 

Noua  pouvous  donc  eerire 

n*  =  8* 

-S— i. 

TMns  cette  identite,  donnons  a 

«  BvoeeuSi 

ement  1 

1,  2,  3,  .... 

{■-  t),»i 

obtenons  les  egalitoa 

]'  --  \. 

2*  =  S»— 

Si> 

V  -  SI- 

-Ajontant   membres  ä  mombres  et   eupprimaal 

membre  du   l'i'galito  re-snUftnte,  leg   tfrnies    tgnn\  ei  ile 

Irair.'s  qui  s'cutre-dL'tniiseiit,  ihuib  arrivona  ;i  ]\i|Untioii 

jin  äonne,  ea  egard  »  (1), 


l*+2«+.V  +  ...  +  B« 


I  :■ 


Si  uous  repräBBDtoDS,  cd  genurtü,  par  £>."  la  soninn    .: 
siiiiiv?   lie  degr£   <■•  des   "   prcmicrs  iiombras  entiers,   nom 
ecrire 

2:«*=  j,<:w-|-3,.-i)£u'. 


E*' 


X*+ 


i„-    L)(»+g) 


X.,*. 


M.  Summe  dos  cinqniöiueB  puissuuccs  des  ••  pn-nurr 
dombrea  entiors.    Nous  Mona 

(r.  !   t)«(2»»+2«-l)  =  ^+6«'-f5iI»-ll 

i'i.  en  changeaut  »  bd  — ». 

(<»  — 1)<(2«3  —  2«-l)  =  2»*  —  (W  +  .V  —  I. 


Posous 


(2) 


»"fr.+l)'(2n'-|-*»-l)_2"'       ■■ 


hihi;  en  linms,  mi  roiii]i]:n'niit  >i  par  «  —  1, 

2.1"  —  G»'"' +  :>«'  — «: 

rBnitc,  en  prenaut  la  ijiffiirenoe, 

5»— «,-1  —  *». 

Dans  cetio    idenütä,  rempl&$ons   n    Bucwssivement   par   Im 
Renten  w untres  eutiers;  il  nous  vieut 
1*  =  s„ 
2«  =  .%  —  S„ 

31  =  s,  -  ss, 


(„— l)-r'  =  SM_i  — S«-2, 
l>-  .S„  — S„-i. 

4/')«taiit  et  rfduisaut,  ob  oUicwt  l'isjiliW 


l»  +  2>+3'  + 
qtti  lionrje,  en  t^ard  ;i   (8), 

l  =  +  2»  +  3'  +  ...  +  n> 
On  a  liouc 


.»(.+1)'13. 


(„_1,(„  +  2| 


£■<    .  \y>, 


'■. 


-  «"' 


ji  r  c  m  1  c  r  s 
feroiis  usags 


4.     Summe   des   sixiemc-a    puls  saut  es 
Dombree  entiers.     Punr  evahier  eette  Bomme, 
de  la  m&bode  mirante,  i|ui  ne  Bappoae  pa*  commea  les  sommes  Um 
puissaiices  anterieures  des  meines  nombres,  et,  qne  l'on  poorratt  up- 
jieJcr  la  methode  dos  coefficicuts  indetermines. 

La  formule  du  1'.  Jeau  Prestet  (1Ü75),  <jui  doune  la  somme  da 
imissaiices  eemblablea  dos  teraea  (i'une  progression  arithniÄüquB, 
1-rmivc  tpn  1'expression  de  la  soramo  des  puiasanccs  a  des  n  premiers 
nombra  ontiers  cat  du  degre  n-j-l  ei  qtTdle  est  dirisible  pai  « 
On  pent  donc  tcrirc 

oii  .1,  B,  ....  (f  repi'i'Si'iitent  dts  L'nel'tk'iiuls  immtiriijui,s,  '(U'il  s'agit 
de  döternriner. 


Ou  es  deduit 


=  0>(.>-/+2<-  2.3 «Pw+ 273.4V 


Pili  aquo 
cm  a  l'idontilij 


LVxpreseion  (8j 


dornte 

.l,"-!-i;;;„-:  BÖ.*-|-  \i.hr  \  .;, 


t'M  =— 2U 


I  .  '+  2l  iiin'-i 
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—  2$äV"M  —  —  8M»»— 165»»— b(M— D, 

Mettons  ces  valeurs  dans  1'identitA  (4),  et  ordonnons  par  rapport 
ä  n;  nous  la  transformons  dans  la  suivante 

»«  —  7^»6+3(2#—  74)w*+5(C—  8*+74)«4 
+  (4Z> —  10C+  20-5 — SW)»»+  (3£— 6D+  IOC-  15JB+  214)»» 
+  (2.F—  3Ä+4D— 5C+&0— 7-4)»+ ff— F+E-D+C— &+A* 

Ponr  que  cetto  6galit6  se  räduise  i  une  identite,  il  flaut  et  il 
snffit  que  Ton  alt  &  la  fois  les  sept  6quationfl 

1  —  7Af 
0  =  2B-7A, 
0  =»  C—3B+7A, 
0  =  4Z>— 10C+20-B— 35-4, 
0  —  3£— 6Z) +  10C— 15£+21^, 
0  —  2F—  3#+4Z>—  5C+6JS— 74, 
0  =  G— f+^-Z>+C—  -Ö+4; 
qui  donnent 
A-h    2?  =  *,    (7  =  i,    Z>~0,    £-- *,    F-0,     S«^. 

Substituons  ces  valeurs  dans  (3);  nous  obtenons 

tl'         9t  9t  9t  H 

*»€  =  7 +2+2  "•e+a' 

ou 

-  Ä       6»7+21n«+21n6— 7n*+n 
(5)  2,»«  — jg . 

Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  n  par  n — 1,  on  trouve  que 

_,        „xft        6n7  —  21n«+21»6  —  7n*+n 
2?(n  — 1)«  = j2 , 

ce  qui  donne  effectivement 

2?»«— 2?(»  — l)«  =  9t«. 

L'expression  (5)  pcut  se  mettrc  sous  une  forme  plus  simple. 


Le  numerateur  adniet  Je  facteur  n-  il  esl  en  outro  dlvieible  par 
«-j- 1,  car,  si  1'oü  y  rcmplaco  n  par  — 1,  il  ae  reduit  ä  zero.  On 
trunve  ainsi  que 


(6) 


Zn*-. 


42 


Le  uumerateur  Uc  cette  facteur  est  encore  divisililc  par  ■J-<-\-) : 
car,  si  I'on  remplace  it  par  —  J  Jans  le  deniicr  facteur,  il  so  rüdiiit 

Divisant  ee  facteur  par  2n-J-l,  ou  trouve  le  quotient  Sn'-r-li-t* 
-3«-f-  1;  de  sorlo  que  Ion  a 

H(n  +  l)(24l)(3,H6-.a-  ■■'»  +  1 ) 


Sn*  =  - 
On  sait  gue 


42 


«(,,  +  l)[2,l+l) 


-  S„* 


ou  a  d'ailleurs 

3B*4-6„»_3„_f-l  =  I22n»  —  6£n-|-l. 

On  peut  dune  ecrire  que 

.£„"  =  (^.'[lSÜ^-Crn  +  l], 

■.  8 o m m e  des  can-fs  des  n  prämier s  so mbr es  ßn tiapi 
pjtr  la  iiiOthodo  des  euefl'ici  euts  indeteriofnem     La  hic- 
i.liodu  precedeiite  Iminiit  tri'-*  rapidi-meul  la  soinnie  des  e*fl 
premicra  nomine  iuUiiHh. 

Posaut 

a 
i(«-l)»  ^A{„- i)-4-ü(„_i)-'  +  <:(„-  |) 

d'oü  ou  tirc 

Ä1—  -£(.(— 1)-  =  :W— (3.-1-2/*)«-)- -l-if+C. 

,(s  =  ;•,.!-.*  —  (:U  —  2/f)«  +  .!  —  «  +  c 
Cette  i'li'ntite  douue 

A~k    u=l    r=,i. 
On  trouve  douc  qne 


:i 
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„(2„'-f  2,.}  +  »("  +  l)  _  2„,.,(.,+  l)+.{«  +  U 
**   ~  6  6 

c'est-ä-dire 


x»1 


»(.,  +  l)(-2n  +  l) 


c.e  t'jui  est  la  formale  connue. 


Georges  Doslo 


Neue  Berechnung  des  Volum 


I  eines  PrNmato1<h. 


AI 1 1 ■  Mathematiker  unserer  Zeit  haben  das  liedilrfniss  bei  der 
Aufstellung  von  Beweisen.  Lösungen  oder  Formeln,  solch-'  ■■■ 

t  wähle«,  die  allgemein  gültig,  sich  auf  ein  ganzes  System  dar  fal 
um  ihe  in  atisehe  Untersuchung  gebrachten  Grossen  besticht.  An»  die- 
sem Bedürfniss  ging  aaen  wohl  dio  Berechnung  des  Prismatoids  dnrvh 
Steiner    und  WitMcin    Innor;  es    sind  ja  Obelisk,   Sphcnisk,    AoÜ- 

Obelisk,  Anti-Prisma,  Ponton,  schief  abgeschnitfa b  Purallclepipodo* 

etc.  speeielle  Falle  davon,  auch  litsst  sieb  jedes  schief  abgi 
Prisma,  Ikosaeder,  Dodekaeder  nach  der  Formel  des  Prismatoids  be- 
rechnen, überhaupt  alle  diejenigen  durch  Ebenen  begrenzten  Körper,' 
ROldn  parallele  Grundflächen  haben,  unter  denen  anch  eine  in  eiao 
Kante  oder  Schneide  ausgehen,  also  gleich  Null  sein  kann. 

Dio  Eiuführuug  des  Prismatoids  in  dio  Stereometrie  gewinnt 
immer  mehr  Freunde  von  der  Ansieht,  dass  man  sich  nicht  begütigen 
müsse  mit  der  Berechnung  des  Koppe'schen  Obelisk,  sonden  bei 
Volumen-Bestimmung  der  Körper,  dem  Prisnialoid  als  allgemeinsten 
Körper  den  Obelisk  und  die  zugehorenden  Übrigen  Haterznördnaa, 

Bislaug  war  es  gebräuchlich  zur  Berechnung  des  Prismatoids  als 
anch  des  ObeUsks,  die  beiden  Grundflächen,  dio  mittlere  Durch  schuitts- 
tigur  und  dio  Höhe  des  Körpers  /.u  benutzen,  nach  der  Formel: 


Vol. 


.-^G+g+M] 


Mir  lag  immer  bei  der  Berechnung  dieser  Körper  der  Gedanke  nahe, 

oh    siel)    wol    eiue  Formel   geometrisch   ableiten   lasse   (.1 

hat  in   seiner  Combinatorik  diese   Frage  bebandelt),  in  der  entweder 

nur  2  Durch  Schnitts  flächen   vorkommen  oder  sogar  nur  i 

wäre  die  allgemeine  Form: 

V„l._™ 


Das  crstere  ist  mir  gelangen,  Jedoch  das  letztere  nicht,  weil  a  irra- 
tional sein  wird,  wodurch  auch  die  Formel  ihren  Wert  für  die  Priuis 
vor  li  ort, 

Lehrsatz.  Legt  mau  durch  ein  dreiseitiges  Prisma  ABCDEF 
(Fig.  1,  u.  2.)  die  beiden  Diagoual-Ebenou  DGB  und  DEC  und  eineu 
Schnitt  parallel  zu  der  einen  Grundfläche,  in  einem  Abstand  hx  vou 
der  andern  Grundfläche,  wenn  man  unter  x  einen  absoluten  echten 
Bruch    versteht,    so  ist  die   dreiseitige   Pyramide    BCDE  gleich    der 

Pyramide  mit  der  Hohe  des  Prisma  uud  der  Grundfläche    =-7; j- 

Ml  —  r) 

Oder:  Bezeichnet  mau  die  Hohe  dos  Prisma  mit  h  und  KULM 
mit  D,  so  ist 


Beweis.     Es  ist  h'III.M  ein  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  durch 
AABC  ausgedrückt  werden  kann.     Bezeichnet  mau 


ao  ist 


0R     -   0,      JO  -  I; 
GK  —  as,     GM  -  6a 
Es  verhalt  sich  in  Fig.  S. 

A'HG.I.dKGM  = 


und  wenn  mau 


JUGJ  -  AABC  —  d 

4&KH—  J.z' 

JMEJ  =  J(l  —  *)« 


Parallelogr.  HI.MK  =  J[l  -«*—  (1—  *)*]  * 
I  weil  H1.MK^=  I)  gesetzt,  so  ist 


irVeil  nun  die  beiden  Pyramideu  BDCA  und  BDCE  gleiches  Votaman 
iahen,  wegen  gleicher  Grundfläche  BDC  uud  gleicher  Höhe  der 
Spitzen  /-'  uud  G  über  der  Grundfläche  BDC,  so  ist 


Pyramide  ABCD  -  - 


'  Pyramide  BDCE 


'  8*0— >)  3       6*(1—  *) 


Aufgabe.    Das  Volumen  eine«  I'rismatoids  zu  berechnet!, 
einer  Grundfläche ,  der  Hohe   und  der  DurchschiiittstUche   i 
Abstände  hx  von  jener  Grundfläche. 

Gegeben:     DEFG  —  ?,     Höbe  -  h,     11.IK1.MM>  —  />. 

Auflösung.    Mau  wähle  den  Punkt  .S  (s.  Fig.  3.)  iu  der  Grund- 
fliehe  ABC,   die  <m  beliebige«  Polygon  sein  kann,  beliebig  uud   nr- 
binde  S  mit  den  Punkten  D,  E,  F  und  Ö,  so  entsteht  die  Pyramide 
defc.'S.  deren  Grandfliche  gleich  >/  und  deren  Hohe  gleii 
demnach  ist  da*  Volumen  dieser  Pyin 


Ferner  entstehen   dreiseitige   Pyramiden    AJiSD,  /ICSI..  ■ 
diese  Anzahl  Pyramiden  wird  bestimmt  durch  die  Anzahl  i 
der  Grundfläche  ABC,..,  die  Spitzen  dieser  Pyramiden  Itci 
Sehen  der  oberen  Grundfläche  und  die  Summe  der  Grundflächen  die- 
ser Pyramiden  bildet  die  untere  Grundfläche  des  I'rismatoids.     Dem- 
nach ist  das  Volumen  dieser  dreiseitigen   Pyramiden  =    '  '. 

Es  bleiben    noch  die    1    dreiseitigen    Pyramiden    HD/  - 
G0I8  und  AG  DB  zu  berechnen  (Ihrig. 


S'ach 

vorigem  Lehrsätze  i;t: 

Pyramide 

BDES 

h 
~  6i(l  - 

JKHI 

CEFS 

A 
6*{1  - 

-y. 

LMH'i 

» 

CGFS 

* 

Mirrx 

~~  tV(l  - 

■r] 

AGDS 

i 

~  fe(l  : 

^ 

lll'Til 

'  t.ir(l- 


■\-MRrs-\-itrm] 


Weil  nun 
JHPJ+KQE^NTO 

und  der  Inhalt  von   PQRT  =  f,(l  -*)*  ist 
Parallele  gram  mo 

JKQP-\-LMRQ-\-  MRTA'-i-  Hl'TO  =  D—  Gx*—  ;;(1  —  /); 

Bas  Volumen  der  zulegt  betrachteten  -1  Pyramiden  ist  also 


[MIS+UCS+ACS]  =  t*.AB€=  x*.U 

\-i  die   ■■■■ 
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Weil   nun  alle  vorhin  berechneten   Pyramiden  das  Prismatoid  aus- 
machen, so  ist 


.£4-^4. 


k\g(Bm—l)      g(ät-g) 


tD-Gz*-g(l~*)*) 


Nimmt  man  x  als  Variable  an,  so   liisst  diese  Formel  zu  g  und  (7 
unendlich  viele  Durch  sehn  itteflächeu   zu,   so  erhält  mau  für   *=J 


Vol.  =  g  [ff-f?>f  4d]  wie  bekannt. 

Lässt  mau  aber  (r   in  jeuer  Formel  verschwinden,  also   setzt   iii.hi 
G(3x  —  2) 

-*: =  0,  so  ist  *  =  *,  und  für  diesen  Wert  von  x  erhalt  man: 

1— j-  '  ■" 


Vol.  =  |(tf+3/>) 


oder  setzt  man 
erhält  man: 


■  J,  für  die-seu  Wert  v<m  p 


Weil   nun    im    Spheuisk   (Keil)    die    eine    Grundfläche    zu    einer 
Schneide  wird,  so  ist  g  —  0,  also 

v»i.-fo 

i  läuft  parallel  der  Schneide,  auf  ij  der  Höhe  von  derselben. 
Hamburg,  im  November  1878, 


Beitrag  zur  Ellipse. 

ehrsatz.     Teilt  man  die  eine  halbe  Mittellinie  eines  Parallcto- 
-amms  MH  =  a   in   einem   beliebigen  Verhaitniss   (s.  Fig.  1.)    und 


=  b    in    demselben    \  < 


.  verbindet 
beiden  Lini-n 


-,    DK  -*- 

iiitt  P  dieser 


H 
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Beweis.    Man  ziehe  PN\\  MG  und  PL\\  DC,  dann  ist 

I)  MN  =*  x  =>  JN+  -  und 

II)  PN=y  =  b  —  b+KL 

Weil  nuu  £\JMEco&NPJ,  so  ist  <*:XJ  =  b:u,  demnach  JJV=  *$ 

'*  OH 

„     „    £\KDG CK) &KLP,  „    „  -:KL  =  a:(a-x),  „  Ä£  =  -^=^ 

»  an 

Diese  Werte  für  cAV  und  KL  in  Gleichung  I)  und  II)  substitturt  giebt 


H  an 

bx 


y  =  * 


Diesen  Wert  für  x  in  I)  substituirt: 


n 


oder 


I)    *  =  -ji rr  v    «nd  hieraus    II)    y  =     - --.— H- 
»a-f-l  *^         n*-f-l 

4aV  4<r£*/*2 

*  =  (/*H-1)2'  °  Ä  («*  +  !)* 

*  (n*  +  l)*  '     "         "         Cl"U    "~      (n*  +  l)* 

Beide  Gleichungen  addirt: 

Hieraus  ergiebt  sich 

Weil  nun  diese  Gleichung  die  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  ihre  conju- 
girten  Durchmesser  HR  =  2a  und  KG  =  2b  ist,  so  ist  der  Punkt  P 
ein  Punkt  einer  Ellipse. 

Aus  diesem  Lehrsatze  ergiebt  sich  die  Construction  der  Aufgabe: 
„Einem  gegebenen  Parallelogramme  eine  Ellipse  berührend  einzu- 
schreiben." 

Man  teile  MH  und  HD  (Fig.  2.)  in  w  gleiche  Teile,  bezeichne 
die  Punkte  von  //  aus  auf  HM  und  HD  mit  1,  2,  3  ...  und  mit  la, 
2a,  3a  ...  Dann  verbinde  man  K  mit  den  Punkten  1,  2,  3...  und 
den  Punkt  G  mit  den  Punkten  la,  2a,  3a  ...,  so  geben  die  Schnitte 
der  Linien  Kl  mit  da,  ferner  der  Linien  K2  mit  G'2a  u.  s.  f.  Punkte 
der  Ellipse. 

Hamburg,  December  1878.  Th.  Sinram. 


Einige  Aufgaben  aus  der  (.'omMuutlonsrechnuny. 

S  gross  ist  die  Anzahl  der  Comple.uutmn,  uelehe  sieb  bilden 
äsen  aus  a  Elementen  einer  Art  und  6  Elementen  einer  andern  Art, 
der  GuuBenexponent  n  ist  und  wenn  vorgeschrieheu ,  dass  zu 
jeder  Complexion  von  den  Elementen  de*  erSien  Art  («  —  ut)  Ele- 
mente und  von  der  /weilen  Art  m  Elemente  benutet  werden  sollen. 

Auflösung.     Aus  u  Elementen  der  ersten  Art  lassen  sich   Va 

Variationen  zur  («  —  n*)t«n  (.'lasse  ohne  Wiederholung  büden  und  aus 
den  £  Elementen  gleich  Vb  Variationen.     Jede  der  zuerst  erhaltenen 

Variationen  der  («— i;i)te.u  (.'lasse  lii.sst  sieh  mit  jeder  Variation  der 
mten  (lasse  zu  einer  neuen  (  unipl.-xiun  der  nten  Classe  zusammen- 
fassen; daher  ist.  die  Anzahl  dieser  Comploxionen  der  ntcn  ClaBW 
ieich    Va.Vb. 


' 


r 


Sind  t.  B.  fUr  die  «  Elemente  der  einen  Art,  Voeale  «*»...  ge* 
geben  nnd  für  nie  b  Elemente  Conaonanten  bed...,  so  wurden  Com- 
plexionen  der  öten  Hasse  folgende  formen  beben,  aebad,  eabed..  . 
deren  Anzahl  =  Va,Vb  ist. 


Nun  können   aber  ffi«  Elemente  i  und  /.,  c  uud  '■  ete.  zu  neuen 
imaUsdonon  imnaanmengestellt  werden  nnd  eh  kommt  daraal 

'rechnen,  wie  Viele  neue  Coni|desioncu  aus  jeder  der  ohigen  sich 
bilden  lassen;  es  ist  dann  jenes  Product  Va.Vb  mit  der  Anzahl  der 
neuen  Formen  zu  multlplfdre». 

(Man  findet  dieee  Anzahl  der  Vorsetzungen  aus  der 
nzabl  der  F'ennutationen  von  »  Elementen,  nnter  de- 
en  sowohl  (m  — »)  gleiche  nnd  auch  m  gleiche  Elemente 
or  kommen, 
Die  Elemente  jeder  Art  dürfen  in  deu  Variationen  unter  sieh 
iebt  mehr  permuart  werden,  k.  B.  "■■  nicht  mehr  in  ■■•>,  weil  diese 
versebiedenen  Formen  als  auch  bed,  bde  etc.  schon  unter  der  An- 
xahl  der  «(gestellten  Variationen    Va.Vb  enthalten  sind,   und  daher 

sieht  mau  die  ('« —  m)  Elemente  der  einen  Art,  ebenso  die  m  Ele- 
mente  der  anderen  Art  nnter  sieh  ;ils  [deiche  Elemente  au.  und  wird 
daher  die  gnsnohte  Ansah]  der  Cemplexi » 


v:- 


Wenn  n  =  m  d.  li.  wenn  zu  den  Complexionen  nur  Klemmte  .1er 
zweiten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  in  Formel    I) 


n  =  ra=  1     und 


"(•)= 


also  iat  dann  die  Anzaül  der  Complexiouen  -■  CA. 

Wenn  dagegen  m  —  0  d.  h.  wenn  zu  den  Complexiouen  nur  El 
meute  der  ersten  Art  genommen  werdeu  sollen.  SO  wird  ans  Formel 


ffifd  angenommen,  dass  die  gegebenen  Elemente  der  Ixid.- 
Gruppen  mit  Wiederholung  variirt  werden,  so  ist  die  Auzalil  de 
Variationen 

Wenn  a  =  (,  so  ist  die  Anzahl  der  Complexionen   n"  (      1 

Sind  Tin'hr  als  2  Gruppen  von  Elementen  gegeben,  z.  B. 
i  o,o,e..,  Elementen,  und  es  sollen  Complexionen  von  - 
TiuiitLii  gebildet  werden,  so  dass  aus  der  ersten  Gruppe  ji 
benutzt,  ans  der  zweiten  ./.  aus  der  dritten  Gruppe  r  a.  8.  n 
so  ist  die  Anzahl  der  nebeneinander  aufzustellenden  Variationen  gleich 

I)     Va.Yh.7t  ... 

Es  kilnnen  auch  hier,  wie  vorhin,  die  Elemente  der  verschied"- 
neu  Gruppen  in  diesen  Zusammenstellungen  wieder  zu  neuen  Com- 
plexionen umgestellt  werden,  nnr  nicht  die  Elemente  in  neu 
Variationsformen.  Die  Anzahl  der  Umstellungen  der  Elemente  In 
der  Farn  I)  zu  neuen  Complexionen  ist  gleich  der  Pernmutn-.ns/aM 
nn  i  Elementen,  uuter  denen  sowohl  p  gleiche,  y  gleiche  u.  s.  w.  siud. 
Didier  Ist  die  Anzahl  der  Variationen 


\.i    [-/..  r.- 


1 


wenn  p  +  q+r+... 


Sollen  die  gegebenen  Elemente  mit  Wiederholung  variirt  werden, 
so  erhält  man  die  Formel 


■■■  1 


1 


Hamburg,  im  Februar  1879. 


Tramforaat Ion  der  Lelbnltz'gehen  Reibe  filr  die 

i.uii.ii|iir>iiif  /uni  *>. 

Die  bekaunle  Reihe  von  Leibnitz 


ist  wegen  ihrer  geringen  Ctravergenz  zur  Berechnung  von  a  wenig 
iirourhbar;  aus  ihr  lässt  sich  aber  eine  weit  starker  convcrgireude 
Reihe  ableiten,  wie  folgt. 

Man   vereinige  den  Sitten  Term   einmal  mit   dem    (;;/.— f- Uten, 
einmal  mit  dem  (2t —  l)ten;  dann  erhült  man  bzbw.: 


4       *=o(4t  +  l)(4*+3) 


f»Ä|+i5? 


4~*     t=o(4t+3)(4/+f.) 

Die  Summe  heider  Ausdrucke  gibt,  jetiachdem  man  von  ersterein  die 
rste  oder  zweite  Form  anwendet: 


2       ^Ca  (*H-tt(**+S>(*H-5) 

- 1  xifo-'y ü 

-  1"*'3.5"t",*a(4t+5)(«  +  7K«-+9) 
5  _  U j  JT 4-2       

Von  jetzt  an  nehme  man  immer  die  Uaihe  Summe  beider  A 
erstem  iu  erster  und  zweiter  Form,  wo  die  zweito  aus  i 


•)   Bereit*   Mitgeteilt  im   4.  II.  d.  XV.  Bund«  4 
rWbe  Omüoiiil-  und  Kmlirholw«icii." 
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durch  Abtrennung  des  Anfangsterms  und  Substitution  von  Xr-f-1  ftr 
h  hervorgeht    Dann  kommt  nächstes  mal: 

".  _  i-J-14.lF ü*^ 

2       i^*^lf'0(4*+l)(4*+3)...(4*+7) 

■     1     ,     4.31         »=«  4.1.2.3 


1.3^"l.3.5.7^tS)(4fc4-5)(4*+7)--(4*+ll) 

x     I     1     Q    I     1     Q    fc         .      . 


2       XM. 3/1. 3.5     *~0(4fc+3)(4*-f5)...(4Jfc-|-9) 

und  nach  « maliger  Wiederholung: 

«       1  ,ü, 2!  n! 

2  "~  1  +  1.3  +  1.3.'5+  ,,1.3...(2«4-1) 

*£» 4.(n+2)! 

^*=o(4*+l)(4fc+3)...(4fc+2n+5) 

*       1  ,    1}    ,  _2!_    ,        w! ,       2(w+  1)! 

111     QI1     q    &    I     •  • '  1     Q         fO-  _J    1  \    l 


2        1^1.3^1. 3. 5^  "■'  1.3... (2n+l)^l. 3... (2n-f-  8) 


_*=»  4(«+2)! 


*=o(4&  +  3)(4L-+5)...(4*+2ii+7) 

Die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Resultats  ergibt  sich  leicht,  indem 
man  das  Verfahren  noch  einmal  wiederholt 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  n— 1  für  n,   so  zeigt  sich, 
dass  in  zwischen  folgenden  Grenzen  enthalten  ist: 

*=M       kl n  u\ .  *g»  kl 

A=0l~3...(2Ä;+lj<2<1.3...(2;*  +  l)+iZol.3...(2it-f  1) 

Da  die  Differenz  beider  Grenzen  für  n  =  oc  verschwindet,  so  ist, 
womit  wir  zu  unserm  Ziele  gelangen, 

7f__*^°     kl 

2^=0^3^7(2^+1) 
Der  Quotient  zweier  successiver  Tenne 

k 
2k+ 1 

hat  den  Grenzwert  £,  mithin  convergirt  die  Reihe  im  unendlichen 
gleich  stark  mit  der  Reihe  der  Potenzen  von  £,  vorher  noch  stärker. 
Die  Berechnung  zeigt,  dass  20  Terme  eine  Genauigkeit  auf  6  Bruch- 
stellen ergeben. 

Würzburg.  Friedrich  Polster. 


Litterarischer  Bericht 

CCIL. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bonwstoffen  voor  de  geschieden!*  Un-r  wis-  cn  natiiurkimdige 
wotenßcbapneu  in  de  Nederlaadan.  Doot  D.  Blerons  de  Haan, 
ovoryi'ilniki  nii  de  Veralagen  en  Hededeelingeo  der  Kon.  Akademie 
tappen,  Aid.  Nataork.,  B«  Reete,  Deel  yiii.  ix.  x,  cn 
:il.    (Niet  in  den  Bändel)     1878.     IM  8, 

DaaVorlh  der  Logarithmon- 

flo    und  der  KrehberecJuiUBg,    welcher   sich  anf  den   Anteil   der 

inlerUuidc  an  der  liearheiiung  und  Herausgabe  beschränkt,  inner- 
lalb  dieser  Grenze   uoeli   Line   Yi.ll-.!;'iiiili;:k.ei1    beansiirncht,   vielmehr 

i  Zweck  verfolgl    Unheil toa   und  Wenig-bekanntes  ans  Licht  zu 

i,  falsche  Angaben  /u  ä .i  r-r.  1 . ( i ■„■■  ■  n  und  falsche  Urteile 
■]).  Die  darin  gegebenen  Nai  liricütea  Ober  die  vorhandene  Litte* 
Über  die  Verfasser  und  deren  uissen-i.-lLafiliehe;,  Wirken  sind 
sehr  reichhaltig,  an  ausführlichsten  sind  die  Einzelheiten  der  Aus- 
gaben behandelt  Eise  Liste  holländischer  Logarithmentafeln  falm 
nf  einige  in  Leipzig  und  Berlin,  eine  in  Peking,  die  Ihri- 
gen iu  Holland  erschienen.  Der  Q-ebrauch  der  Logarithmentafeln  fand 
aid  nach  ihrer  Erfindung  in  England  Anfnahmo  in  den  Nladerian- 
leo,   "o  in  i  Empfehlung  and  Einführung   in  den  Schufen  das  Motte? 

liiLlli.scIii-U  Studium,    vor   uelelir-iu    riet 

n  Roche  ■  ■  i.h-h'ii.da.s  Abschreckende  ra  b 

. 
1     b  t  und  Auf 
Lndolpb  1 

■ 


Das  Matl]i'iii;uis<lir  im  Talmud.  ;    L'rläuter 

der  Talmudstellen   mathematischen    Inhalts.     Voa   Dr    R   Zack 
um.    Breslau  187»     A    BepuBr.     S8  8. 

Behau  au  niOBaiscbe  Gesetz  enthält  n 
die  mathematische  Betrachtungen  veranlassen.  Der  Talmud 
wendet  sogar  mathematischen  Scharfsinn  an.  um  aus  dem  dum 
Gesetze  mit  Profil  ein  anderes  ku  macheu.  S 
dorn  erlaubten  Babbalwegi:  -in  lvn:i?.i  ."inniges  erlaubtes  Feld 
delt  dies  in  ein  Quadrat,  und  gewinnt  so  nach  ä 
kleinen  Zuwachs  des  Weges,  Dies  ist  nicht  der  einzige  Fall,  di  r 
dircete  approximative  Angabo  des  Kreisinhalts  nud  der  Kreislünge 
veranlasst  hat;  die  Kreisfläche  soll  danach  ■;  des  umschriebenen  Qua 
drais  sein.  Genauer  wird  die  Quadratwurzel  aus  '  ■ 
-i-  Reit,  ermittelt  Der  Verfasser  scbliesst  ans  einer 
Weiten  können  den  Rest  nicht  finden  —  dasa  die  Irn 
Wurzel  erkannt  sei.  Masimalbestimmungen,  dio  nicht  alt 
gesprochen  sind,  ergeben  sich  durch  Conjectnr  zur  Erklärung  n 
sebeiueud  willkürlicher  oder  widersjirocheuder  Massvorschriften.  D;i-. 
Gauze  ist  äusserst  populär  vorj 


Käfi   fil   Hisäb    (Genügendes    über   Arithmotik)    des 
Muhammed    Ben   Alhusein  Alkarkkl  nach  der    auf  der 

Gothaischen  Scnlossbibliothok  Uelmillieheu  llaudscbrift  U  . 
Dr.  Adolf  Hochheim,    Professor.     I.    Halle  a.   S. 
!  '.     24  S. 

Diese  Schrift  geht  einer  andern,  betitelt  Fakhri,  desselben  ara- 
bischen Verfassers  voraus,  welche  bereits  vou  F.  Woepcke  ! 
Üebenetzung  herausgegeben  war.  Der  Uebersetzer  erklärt 
abergebene  Handschrift  für  eine  ohne  Sorgfalt  ansgefuh 
Die  hier  gelehrte  Arithmetik  besteht  uns  Hegeln  des  decirii.; 
nßus,  dessen  Vorteile  in  ziemlich  schwerfälliger  Weite  in  Anwendung 
kommen,  immerhin  aber  erkannt  sind.  Ziffern  werden  nicht  gebraucht, 
daher  ist  auch  von  Anreihung  der  einfachen  Zahlen  saccessiver  Ord- 
nungen  nicht  die   Rcdo  und  für  die  Einführung  der  Null  kein  Bo- 

'■•  h  Imehr  wird  bei  kusi lengesetsten  Zahlen  jedi 

für  sich  behandelt,  und  nur  vorgeschrieben  alle  Zahlen  gleicher  Ord- 
nung au  einen  hesondern  Platz  Bteltcn.  Vieles  wird  rori 
oder  stillschweigend  dem  Schuler  überlassen,  wo  man  wol  I 
erwartet  hätte.  Die  Multiplicatiou  der  Potenzen  »on  1". 
Ureade  Ordnungszahl,  wird  alB  selbstverständlich  uncrwahnl 
Ist  das  Product  zweier  einfacher  (einziffriger)  Zahlen  zusaim. 
■  1.1=  35000,   so  wird   nichts  von  Absonderung  i) 


:. 

ofclier   Produete   sei   überhaupt    nicht    gedacht   worden, 
Dagegen  verden  Reehnungsvorteile  wie  Substitution  von  1000.  J  far 

125  bei  Multijilication  besonders  hervorgehoben,  die  Auffindung  des 
gemeinsamen  Teilers  zweier  Zahlen,  nur  niil  wiederholter  Bubtractlon 
Statt  Division,  in  curreetiT  Weine  gelehrt.  Eigentümlich  ist  das  Ver- 
fuhren der  Bruchrechnung.  Neuner  dürfen  nur  einfache  Zahlen  2  bis 
9  und  deren  Producta  sein.  Wo  andere  Brüche  resultiren  würden, 
soll,  wie  eine  kam  Bemerkung  sogt,  approximative  Rechnung  statt- 
linden. Als  genügend  hat  wol  der  Verfasser  den  Inhalt  der  gegen- 
wärtigen Schrift  für  den  vulgaren  [Gebrauch  bezeichnen  wollen  Im 
Gegensatz  zu  dem,  was  dun  Gelehrten  an  Arithmetik  bekannt  war. 

B. 


ein  Leben  und  sainfi  Werke. 
P.  A.  Broekhaus.    82  S. 


Von  Victor 


,„. 

au 
Uli 

eil 


Hermann  Grassmaun, 
ehlegel.     Leipzig   1678. 

Die  vorliegende  Schrift,  welche  das  Lehen  eines  Mannes  be- 
schreibt, dem  der  Verfasser  nach  allein  nicht  nur  innig  zugetan  ist, 
Odern  an  dessen  geistige  Erhabenheit  er  auch  fest  glaubt,  tut  dies 
[leiehwol  in  vollkommen  tmyernttlltar  Weise;  Bio  iasst  Tatsachen  reden, 
die  der  Leser  in  gleichem  oder  auch  in  sehr  abw ei di enden  Sinuc  -n 
deuten  volle  Freiheit  behalt.  iL  Grassmanu  ist  in  verschiedenen  Ab- 
schnitten seines  Lebens  in  3  Wissenschaften  tatig  gewesen,  der  Theo- 
logie, Mathematik  und  Philologie;  ihnen  entsprechi 
des  Buchs.  In  der  mathematischen  Periode,  auf  die  wir  uns  be- 
BCbrankon,  giebl  oa  von  Anfang  bis  Ende  fast  nur  von  M 
eu  berichten:  Gr.  wurde  nicht  verstanden  und  fand  keine  Nachfolge, 
unbeachtet  aber  blieb  er  nicht.  Von  seinem  Hauptwerke,  der  linealen 
Ausdehnungslehre,   auf  dessen  Wen   du  : 'legt  wird, 

haben  Gauss,  Gruiiert  und  Hübius  Kenntnis*  genommen  und  sich  gegen 
ihn  darüber  ausgesprochen,  Alle  8  lehnen  ein  Urteil  ab;  nur  eine 
gewisse  Verwandtschaft  der  Ideen  mit  Gauss,  Mübius,  Steiner  und 
Bellavitis  wird  anerkannt.  Dieser  Verwandtschaft  scheint  Scbteget 
eine  zu  grosse  Bedeutung  ittzudcbreiben.  Der  wesentliche  Unterschied 
bleibt  unberührt,  ritaas  jene  Autoren  mit  gutem  Grunde  and  nicht  etwa 
ius  Befangenheit  den  Boden  der  bewahrten  mathematischen  Begriffe 
de  verlassen,  wahrend  Gr.  der  Ailgcmeinheil  a  priori  eine  iutellectu- 
clle  Kraft  beimisst,  und  im  Senken  lies  Allgemeinen,  noch  ehe  es  als 

exaet  und  bestimmt  u ■■  Leistung  sieht.    Gr.  setzte 

seinem  Schicksal  keinen  Stul/  entgegen,    sondern  unterzog  sich  nllen 
darboten  mu  die  ihm  versagte 


Mühen  und  1 


n   hatte, 

nagten  nicht  die  Fruchtbarkeit 

mir    Bekanntes    und   kirim.' i 

Hauptsächlich  aus  diesem  Motiv  * 
ich   Speciclli.'n'il    iu.K  h<-ru.-r  i  ,1  licii    Un tcrsttctmngco,   and  « 
:■  lai  !n  olehro,   Mechanik,  Zi 
Pen  die  Liste  30  an 
in   der  exaeten    Wisscusi  baft,    Sic    v 
.  iii'liimiiybli'ln'L!  dargestellt;  halt  dsdiu 

leren  Fruchtbarkeit  für  glänzend  bewiil 

■ 
legt.  Doch  irgendwo  ausspricht,   dass  . -ii'    ihm   ui 

m  Publicum,  so  wird  er  auch  ■ 
Uiuii'H,  ob  jene  Productivilal  wirklich  aus  dem  i 
entsprang,  oder  Gr.  in  den  für  all ea  bereit  gc-haJt* 

neu  grossen  leeren  Raum  der  Ausdehnui  .  ob  er  seim 

Flhigkeil  dem  Priucip  verdankte,   oder  neben  u 
:  tung  behalten  hatte.    Cr.  ist  ein  Meis 

nicht  der  klaren  nud  gründlichen,  - lern  der  kunstfert  . 

Ihn  daher  leicht  seine  Arbeiten  in  die 

Aach  erklärt  es  sich  wol  daraus,  dass  seine  Aufstellungen   ■ 

Seite  bestritten  worden  sind,     In  einer  Arbeil  m  I 

tön'scbeu  Qnaterniouen.    in  eine  und 

Aosdehnungslehre.    Diese  Verwandtschaft   kann   man   ihr 

stehen.   Wie  zum  Sihlusi  eivatili  wird,  erlebte  ei    ■ 

mehren  Mathematiker  —  dh 

bre  aus    Licht  gebogen  und   ihre  hohe   ■ 
Öffentlich  ausgesprochen  haben.     Eine  ähnliche  Anerkenn  it 
schon  in  den  ersten  Jahren,  als  ihm  die  Jablonov 
in  waer  Aufgabe,  'ii'-  sehr  gut  iv  seinen  Ideen  passto,  tb  i 
ballte.  H. 


Carlo  Mnlngola,  Dclla  viia  d  ilolle  opere  di  Antoni 
Urceo  datto  Codro.    Studi  c  ricerche.    In    ßolc 
Tipografia  Fava  e  Goragnani.     1878.  —  XX.  69»  S.     gr.  8° 


Es   mag   vielleicht   auf  den    i 
iM'iin  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  eine  Irbeil  besprachen  wird 
welche  eon  einem  Pmiiss-ir  Jec -ciirliischcn  und  lateiniacl 
i  der  Universität  Bologna  handelt.     Wenn  abi  i 
■:  9   Coppernicus  gewesen  ist,   wenn   ':.:, 
nur  von  dcui  Aufeuthalle  ilieses  Manm  .    . 


Lta 


lortigen  Studien,  seinen  Lehrern,  und  flea  Studenten,  welche  naob- 
OiBÜch  ini!  Nation  angehörten,   dann  wird 

i  Eigentümliche  dem  Natarlreheu  weiohen  und  dio  Erwähnung  des 
icbes  an  dieser  Steile  sich  als  selbstTersrändlicli  herausstellen. 

Antonio  Crceo  mit  dem  Beinamen  Codrus  war  tu  seiner  Zeit  einer 

■  bedeutendsten   Graeciston,   dcss.-n  V'urlc.-rjir.'cii   wm  simlircndcn 

icul  täten  besueht   wurden,  ja  so  eifrig,  dass  die  Studenten  aus 

i  andern  Coli egleu  fortliefen,  nur  um  ihn  hären  m  können.    Zuerst 

.  Berti  in  seinem  Capernico  auf  dio  hebe  Wahracbei 

in,  dftai  dieser  eminente  Mann  der  Lehrer  des  Copperuicus  im  Grieohl- 

■!i   sei.    Darauf  sieh   stfllzend    hat  Herr  Malogola  alles 

[eilt,    was    im-   aide  solche  Lehrerschaft  spricht     Wenn 

lonrefa  auch  Dicht  d>  -  ist,  an)  den  wir 

i    lirin  I.'ln'il    lies    I  ..hj..  rnii'ii-.    so    wi.'Ilacll    VCrzichtOll    mir-- 

loch  lunm  noch  an  der  betraf]  .  ■  i  sweifi  In     Bei  den 

Nachforschungen  in  [den  Archiven  Bodos,  ■■■  nnch  Do™ 

cutnenteu  Über  Codrus,  fand  Herr  Malagola,  durch  dos  Gl 

Bögt,   in  dem   Fatallienarehiv  des  Grafen  Mähern  aus  dem    Hause 

Mi'diri  i|ji'  vi.illstiiuiligcii  Ai:tiiu  ( 1200  >'.  bia  mr  Mitte  des  ra 

Jahrhunderte)  der  Natio  aormandrum  tu  Bologna.     D 

tion  gehörte  nun  auch   's  i  aols  o  ■    I  op  pei  ui  cu  ■■  an  . 

amen  « urde,  und  sm  h  dessen  Bruder 
Coppornicns,  der  1 198  in  dice<  Ibe 
[■n.  welche  sUtiatenmteij  bei  der  Efaitcichnuug  in  die  Matrikel  der 

Nalkm  vi.irye  sc!  midien    waren.  ctlmIiI    sich   mi-Ikt,   da;-.-.  !■■■!.£■    !"■,   ilicnii 

Eintritt   noch   nicht  Domherrn    ■ 

:•  ihiui-  aller  sonst   bekauuton  Tatsachen  entwickelt  nun  Uerr  Mala- 

■jola  cm  Interessantes.  Bild  ?on  den  Stadion,  (reiche  Coppernions  iu 

Mit  .  -.i  der  denV 

eben  Nation  die  El    ■  «  :i-  lernen  muh  die 

Lehrer  kennen,  welcbe  in  der  Zeit  des  Lufcntbaltes  des  Coppernicw 

Uta  geistliche  und  »öliiiehe  Recht  lehrten  wir  erfahren,  welche  Od- 
legia  gelesen  wurden,  und  trenn  wir  auch  nicht  bestimmen  können^ 
welche  davon  Coppernicus  gehört  bat,  so  Eni  doch  Fttr  die  Kenntniss 

■i:\r-;    l;d.li,i,L-.'.ni;;c>    \\,-l    ltu  imncii        .Audi    iiIkt   du'    lifiiimi    ProfflB- 

■  iL"  man  als  seine  Lehrer  in  Mathematii  und  Astronomie 

gewohnt  i::t.  D enlco  Maria  Nov&rs  and  Scipia  dal  Ferro, 

erhalten  wir  am  Grund  von  Actenstüi : 

troS  des  letxtorn  wird  ■/..  V>    du  Todcsdatuni  . 
tollt.     \nvii  Nachrichten  von  allen  Professoren  der  Math*  ■ 
.  i  ins  Zeit  sind  angegeben. 
l»i.-  iJuctjaenti.'  im  Anhange    (XXI      XXXIj    einhalten   aus  den 

■     ■■     ii       ■[!■..■!-       I.ll.'.l  i 


LitltttLtix-ht*        S 


fftterfpode   (1470      ll7:i'-. 

locbiol 
aber  die  Geschieht«  <!  r   S  r  rj m    m  Ikr 

folgen    die   t'rkmid    ■ 
Donunico  Maria  Novara,  über  die  fibrigi 
RH  Bologna  von  1483  bis  15U1   (woran 
HrtenffteuMt   die  Bestimmungen    Über    die   zu    k-seuden 
■    iil.iT    Scipioiio    ü 

ich   an   eine   Nachw  itig  bolc-umti 

i  ho  nickt  d< 
,  ■  ■  mauoro  m  angehc-rti  n  ■   dann  ein 
i.iii  Nation  von  l  WU— 1500,  endlich 
colaus  von  Cnsa,  der  ebenfalls  der  deutsch*  a  Nation  eu  Bologna 
■ 

Das  Cftpitel    aber  Coppcraicus   uud    die  Anhange    XXI  —  XJ 
Seren  Inhalt   oben  kurz  angegeben  ist,  soll  Endo  des  Johl 
auf  Kosten  des  Copperuicus -Vereines  zti  Timm  i. 
Wniii  wir  noch  einen  Wunsch  aussprechen,  ■■•  ii 
in  Deutschland    ein  Vit1i':_'*,t  liiiid/ii  möge,   am    diu  Acten   der  d. 
sehen   Nation,  nie  .-.ii1  du-  M.i U <  / ,■  i"s.-li. ■  Areliii    enthalt, 
Bn   machen      Er  wurdi    sieh   diu    die   <■■   diicbte  dei   Wissenschaft«! 
hohes  Verdienst  erwarben. 

Thoru.  Curtzv. 


Balletino  di  bibliogratia  c.  di  storia  dullc    seien;»  mati 
fisiche.    Pnbblicato  da    l>.  Boncorapagni.    Tomo  XL     Roma   iw7i 
EEtpognfia  delle  sc.  raftt  8  Sa. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

Ueber  da.i  Leben  und  dit 


1.  Heft.    E.  Millos 
von  Giovanni  Santini. 

2.  Heft.    Schluss  des  Vorigen.     li.  Boiicorapn 
eines  Briefes  vun  Prof.  Angelo  Gcuoechi  Ubei    11 
von  Caucby. 

3.  Heft.     Adolf  Mayer:    Geschichte  des  Princips   der  1. 
Wirkung     Ins   Italienische  Uebersotzl   ron  G     I 

Ber.  Ht.  p.  3.)  —  M.  Curtze:  Neue  Copcruicaus 
trag  gehalten   im   Coperuicus -Verein   für  Wisset 
Tbern    um    ■!.  Juni   1*77.      Ins    Italienische    IIb*  i 
ragna.  —  Zugaben   and  Anmerkungen  dazu.  —    I:    Gloi 
logua);  Die  t>  Cartello  mathematischer  Ilerausf  ■ 


Lätirari*  !  7 

■  aHgem*in€  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  von  Ludovido 
Ferrari  nebst  den  6  Gegon-Cartelleii  in  Erwiderung  von  Nicolft  Tar- 
taglia  entlialtond  die  Lösungen  der  von  der  einen  and  andern  Soite 
gestellten  Aufgaben.  Gesammelt,  autographirt  und  poblicirt  von  E. 
G.  Hailand  1876.  Luigi  Bonebi.  Berieht  in  italienischer 
von  M.  Cautor  nach  seinem  deutschen  Bericht  in  Schlömilch  Zeit- 
sehr.    XXII.     133—150. 

t  Heft.    M.  Cantor:  Briefwechsel  zwischen  Lagrange  und  Euler. 
Ibs    Italienische    übersetzt    von    A.  Favaro.    —    F.  Siacci:    Etudo 
liistoriijiie  et  oriBoue  anr  le  probleme  de  Es  rotation  d*un  eorps  solide 
autuur  d'un  point  fixe,   par  Ph.  Gilbert,  Profceseor  ä  l'nni 
catholi([iie  de  Louvaia.    Bruxellea  1878.    F.  Hayez. 

Studi 
ternii 

Erlan 


.  Heft.    G.  Garbic-ri:  Lehrbuch  der  Determinantentheorie  für 
tsdirendo,  »on  Dr.  Siegrauud  Günther.    Durchaus  um  ■ 

L'rmcbrte    und    durch    eine    Aufgabensammlung    bereichert!)   Aufrage. 
Erlangen  1877.     Eduard  Beeoli 


6.  lieft.  A.  Favaroi  Beber  Üc  von  Dr.  Carlo  Halagoli 
veranstaltete  Ausgabe  eisiger  Documenle  he/ile;lk'l.  auf  Nicolai«  I'ojkt- 
"kus  und  auf  andre  Astronomen  uud  Mathematiker  des  15.  und  16. 
Jahrhunderts  (s.  p,  4— tS), 


PuWicalionsver/eichiiissc  im  L'..    1.  und  G.  Heft. 


II. 


Methode  und  Prineiplen. 

Kant  und  HelmholU  über  den  Ursprung  nnd  die  Bedeutung  der 
laumanaebauung  und  der  geometrischen  Axiome.  Von  Albrecht 
Krause-     Lahr  1876.     Moritz  Sehauciiburg,     !>■!  S. 

Das  Vorliegende  ist  nach  Vorgang  von  Schinitz-Dütnemt  (vgl.  litt. 

.  ]i.  41.)    die  zweite  ErscIieiuiHij?,   welcle  davon  zeugt,   dasB 

llelmbultz  gelungen  ist  das  Schweigen,  welches    die  Philosophen 

-  historischen  Schalen    bisher  allen  priucipiellen  Fortschritten  cut- 

igens  teilten,    IQ   dortubtecien.      Der  Verfasser  giebt   die    beliebte 

uirne  gasa  and  mit  ainemmale  auf  und  stein,  den  Gegensatz  zwischen 

■n  Eropirisrau!  i  der  Kant'schen Lehre  in  das  hellste  Liebt 

gegriffen,  als  w  die  l."uver;i.n<lei-lickkeil  nnd  apodiktische  Sicherheit 
der  jteometrischen  Axioms,  auf  denen  Kant  tuest,  leugnete.  Bat  nun 
Heimholt/  Recht,  und  ist   das  Kaut' sc  he  Fundament  falsch,    m  DUM 

::'  .Methode,    welche    hieraus  notwendig 


I 


10  CAhraract«    B*ritAi    CCIL. 

bekommen  können.    Antw,  II     Sie  isl   in  der  Empfindung 

als    Localzeichen.     Antw.  K.     Sie  ist   vor  der  Krnji 

il.  b.  ist  a.  priori.     Gleich   anf  die  Tab 

Bfkj  ■        welches  darauf  am  .  cht,  die  K.'si'he  Ui^nm  i 

n  urterpretiren.     Was  auf  Grund  einer  Gehirntätigki  it,  In  n 

'llirctl      i'ill.'     Hr;:;!!, ri-i/llll-       Uli       M'l.-ll.M'lii'H       ].rl»'ll      lül-l'dlt,       Ql 

■■>  Anteil  der  letalem  Empfindung,  {bzhw.  Wahrnehmung), 
lex  Anteil  der  entern  Form  der  Anschauung.    Hieraus  wird 
Sdppell   unklar».1  r  Si'hluss  gezogm:  ha  das  Gehirn,  suiiie  Eigoj 

itsart  früher  sein  muss,  als  letztem  dui 
bedn&uest   werden  kann,  so  Ist  ilie  Form,  der   Lusckaunng  a  priori, 
die  Empöndung  a  posteriori,     1)   Warum  man  nicht   das  0> 

bei  li  i    Rollen  anwenden  kann,  ist  hieraus  gar  nicht  in 
ersehen.     2)   Krause  confundirt   das  einmalige,   relative  V< 
dem  absoluten  a  priori  (einen  gleichen  Felder  macht  Kant) 
nur  bewiesen,  was  nie i   leugnet,   dass  der  einzelnen  Ei 

.   Strtictur  und  Eigenschaft  des  Gekirw 
des  Organs?)  vorhergeht.     Dass  wir.  inittcu   im   Leben,  vor  j 

■  ■■il  eine  outwickelte  Rau maust hauuug  besitzen, 

■  diese  untstaudcii   sei,   wird  wi  dor  ■■ 
kf:in-.'  sii  erklären  versuch t.     Kaui  behauptet  ihr  absolut« 
also  ihre  [Tnorklarbarkeit,  das  lieisst  doch,  solange  dei   Ben 

nicht  erklären.     Krause  hat  nur  durch 

l'usi Iit  licL'riili-  den  Schein  erweckt,  als  wenn  er  die  l'i.r. 

hiiti.i'.     Bo   Btohl    denn  die    K.'schu   Ansiehl    zu  jeder  empirl 
allein  in  dem  VcrhäHniss  der  absoluten    1  ukenutuiss  tu   einer    Er- 
kenntnis»   von   violleicht   noch   fraglichem  Werte,    nicht  aber 
rgirenden  Aul'stelhmjjen;   sie  verhalten  sieh,  wenn 
■las  geringste  leistet,  wie  Null  m  einer  positiven  Gnis>e.    lii 
Eei.ii.um:  liegt  aber  unbestreitbar  vor  in  den  vou  II 
4  empirischen  Beschränkungen  des  Raumbegriffs.    Durch   sie 
VrtoBWi,   dass  der  Hau  Inbegriff  tititerseliii-iilietii*  Ein 
hin  erklarungsbedarftig  ist.     Sofern    das  al  alle  Erklä- 

rung negirt,   ist  die  tL'schc   Behauptung  leer  von   allem 
Inhalt ,   und   es  ist  ebenso  logisch   meorreet,    wenn  II.   mu     . 
Aufttfarangen  eine  Lehre  widerlegen   will,  die  sachlich  gor   i 
stirt,  an  deren  Denlam'i-Iielikeil 
deren  Sinn  er  jedenfalls  gar  nicht  in  Beö 

Krause  formell  Ansicht   gegen  Ausiehl  stellt,   wahrend  er  doch  den 
SeOankeninhall    der  von   ihm    vertretenen   -.'in.',    li...' 
diesen  gemeil  ■  r   den  ganzen  Streit   als  elni  . 

■  gegen  Windmühlen    erscheinen   litssl . 
einzeln  vorkommenden  Fehler  dei 

das  Interesse  belialteu  kann  die  langen,   il 
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r  oft  gar  nickt  wol  erwogenen  Worte  H.'s  zu  verfolgen.  Was  der 
Vertaner  z.  B.  bezüglich  auf  1.  Frage  über  die  Loealzuieken  anführt, 
ist  offenbar  nickt  hinreichend  ilie  Meinung  II. 's  daraus  zu  entnehmen. 
Nichtsdestoweniger  lasst  er  sich  keine  Mühe  verdriessen  in  der  an. 

verstandenen  Lehre  formelle  Widerspruche  nachzuweisen.  Zu  nähe- 
ren Mitteilungen  bietet  sii'h  kein  Anlass,  da  ein  Mich  Ol  Verfahren 
uiehls  allgemein  instruetives  zn  Tage  bringt.  II. 


oo 
Mi 

tsU. 


Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer  Unlersuchungeu.  Zu- 
gleich ein  Beitrag  ^ur  Theorie  der  Quaternionen.  Von  Professor 
\Y    l'm  erzagt.     Wiesbaden  1876.     C.  W.  Kreidet.    4°.     23  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  der  geschichtlichen  Entwickelung  des 
Zablhegriffs.  Soweit  es  sich  um  die  Einführung  der  negativen,  ge- 
brochenen, irrationalen,  stetigen  und  complexen  Zahlen  handelt,  liisst 
sich  an  der  buchst  klaren  und  troffenden  Darstellung  nichts  ver- 
missen, Iiis  dahin  ist  die  Erweiterung  keine  frei  gewählte,  sondern 
eino  durch  natürlich  vorliegende,  nicht  willkürlich  gestellte  Probleme 
geforderte.  Kein  Autor  bat  hier  einer  Neigung  folgend  darauf  ein- 
gewirkt; im  Gegenteil  hat  man  sieb  noch  lange,  nachdem  die  Not- 
wendigkeit einleuchten  musste,  gegen  die  Anerkennung  gesträubt. 
]li.'u!zulag's  unterliegt  es  keinem  Zweifel  mehr,  das*  die  . 
Enveitcniugcn  den  Furt  schritt  der  Wissenschaft  bedingen.  Jetzt  kann 
man  fragen,  (wenn  auch  die  Frage  müssig  ist.)  ob  dem  Zahl  begriff 
fernere  Erweiterungen  bevorstehen  und  nach  welcher  Seite  hin) 
[auche  möchten  in  diesem  Paukte  Propheten  sein  oder  zu  den  Er- 
sten gehören,  die  deren  Bahnen  betreten,  Statt  der  Probleme  sind 
es  Analogien,  durch  welche  sie  sieh  leiten  lassen.  Wie  ursprünglich 
die  gerade  Linie,  so  war  nach  Aufnahme  der  Complexen  die  Ebeue 
die  Darstellung  des  Znhlenbereiehes.  Es  blieb  übrig  nach  demjenigen 
Zahlbegriff  /u  fragen,  der  durch  den  ltaum  dargestellt  wird.  Die 
Untersuchung  führte  auf  die  Qoatcrnioncn;  diese  sollen  nun,  wie  man 
annimmt,  den  ferneren  Entwicklungsgang  der  Arithmetik  und  mittel- 
bar der  Analysis  bezeichnen.  Der  Verfasser  bemerkt  ausdrücklieh, 
dass  die  yuaternionen  insofern  nicht  in  gleichem  Falle  mit  den  vor- 
ausgehenden Erweiterungen  sind,  als  sie  durch  kein  Problem  gefor- 
dert werden.  Zu  viele  täuschende  Betrachtungen  indes  wirken  dabin, 
dass  man  der  Bemerkung  kein  Gewicht  beilegt  Die  Frage,  für  deren 
Lösung  man  die  Quatermoneo  halt,  scheint  keine  willkürlich  herbei' 
■  In,  »eil  sie  sich  selbst  darbietet.  Man  übersieht  dabei, 
.   ü   ein   täuschender  FeblsehhiSä  ist,  dass 

sbtfertigen  vermag,  und  die  Untersuchung, 

■■■  ig  dient,  wenn  sie  nicht  willkürlich 

itfftrtiguug  als    ausserdem    gegeben   voraussetzt. 


Ferner  wird  dar  R  Hl 

die  rieb  niebl  reell  ■■  ■  ur  Geltw 

im   diejenigen,    welche    con  I        'hruna    nml 

fbemfic  mgen,  einer  Bescfcruuktbril  der  Anffas- 

,  ihen   und   der   V  ibigkiit   nlhiei»'  incre   Idreu    ■■■. 
Ben  Schein 

r,    dasa   die  Hoffnung,  ea    idrtoii    kUnftigi 

goren  die  ietrige   ü  ueit  ■■■      I   werden    di        xn  re  ditfi  i :; 
Her  Bcbadc,   den   eine   solche   überhand  nehmen 
■ 
rden,  das«  man  sich  der  Strenge  mathe 

»Chat,  tmd  die  Verlockung  zu  unwissenschaftlicher  Kii 

thomattk  mehr  und  mehr  awinunt 

Vom  Hnujittejlc  der  Arbeit,   welcher  eine  Fortbildung   ■ 

riii'.')i"ii(l['".i'i('  iliurh  lünfillinuig  des  Winkels  •'. 

-.11  dio  Titel  der  Paragraphen  aufzufu 
Die  Addition  uud  Snlitraction  der  Win1-'  I. 
BBAÜoasmetkoden  auf  Winkel,    j.  G,  Dio  (Jnotienteii  und  E'r 
Winkeln. 


Einsheil    und    Einheil.      Ei»    Heitrug    zur     I 
.Vi'lrlics    Gesetz    liegt    ilon    Natin 

de  G  t  onaüliers.    Berlin  187«.    7(3  6, 

Der  Verfasser  trögt  Beine  Godanl 

;to  Teil  der  Sein  il 
PaYollkommeuheitcu  der  vorhandenen    f"lioorien,  die  niema 

borgen  sind,  «;.s  er  i     V»  M  an 

breitet,  so  wie  das  wenige,  ■ 

wird,  ist  unklar  gedacht  um 

■:    gesagt :  durch   blosse    Bowegun)    k'  unc   ein   P 

L'uiir   erzengen,   es    müsse   noch    eine    Rh  htung    üinzukt» iL     Bio 

Titel  der  '2  Teile  der  Schrift   sind:   1)  Entwicl 
2)  Anwendung  dos  Gesetzes  auf  Physik  und  Chemie,     Im   i 
■2.  Teils  wird  die  Aufstellung  il 

wii  solche  stehen,    und   wie  sio  lauten,   sucht   mau  Im  l 
les  Ganzen  ist.   all 

uoneu  aich  die  Theorien   befunden,   kl n   nur   von    il 

Ausgangspunkt     In  ■.      üiei  nach   scheint   er  von   der    i 
pjeeüchti'    der   Wi ■-•<.' ii scli n l"t    keine    Ahnung    zu    haben 
eh  ■  Ideen  zurikkzuvcrfalloii,     L'm  den  Titel  zu  ■ 
■vjihlte,   Kiu-licit  die  uutcilban 
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Methode  und  Principien. 


Die  iiiiitlir-in.ifi^i-hi'ii  Elemente  der  ICrkcimtiiisstliruni.'.      (in 

einer    Philosophie    de?    mathematischen    Wissenschaften, 

Sehmitz-Dumunl.     Berlin   I8TB.     Cur!  Dunckor.     -152  S. 

Die  „Erkoiiiiiuissiliunrit'"  welche  den  ersten  Abschnitt  il 
bildet,  zeigt  gegenüber  der  gewöhnlichen  Logik,  welche  man 
rer  Zell  häufig  diesen  Namen  beilegt,  einen  bedeutenden  Fortschritt 
Es  verdient  riihnilii-list  hervorgehoben  vw  werden,  daas  sich 
faaaef  entschliefst,  dem  subjektiven  Ijebenselcinente  bei  Grundlegung 
der   logischen    Doctrin    Beachtung    zu   schenken,    Die    Am  1 1 
Beines  inteliectueliea  Wertes  ist   ausgesprochen,     Das  EriebnisB  Ast 
menschlichen  Seele,   Empfindung   and  Gefühl,   ist  Tatsache,   unab- 
hängig von  aller  physiologischen  cuiisalen    Her lei taug.     \ 
Sein,  von  Hingen  als  Grand  der  Empfindung  ist  bei 
[Hinkt  Boch  nichl  die  Rede     Das  Bein  isi  erst  Deutung  der  Empfin- 
dung, diese  Dontung  kann   irrig  sein,  die  Weit   der  Dinge  ist  vormals 
ii.i    worden  als  heutzutage.     Der  Dualismus  von  Denken 
und  Sein  ist  verworfen;   der  uranfangliche  Gegensatz  ist  Em] 
und  Denken.    Audi  weiss  and  erklärt  an  einer  Stella  der  I 

.  ;nn.:i]>iell  ani  anderm    Boden  stellt  als   Kant,      Allein   TOI 
einer  VemchtleiBtnng   auf  die   vererbten  Vorurteil«  und 
von  einer  gründlichen  Selbstbeobachtung,  iii''  alle  elementaren  äcnwle 
rigkoitcti  gelöal  aabwn  würde,  bleibt  er  weil  entfernt.     Er  hangt  noch 
immer,  was  ;1«  <*  fallt,  an  der  Chiim 
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rem  Woge  gewonnen  werden  soll.     Es  ist  iltm  alwo  der  C 
kommen),    so   deutlich   es   auch    der   Ei 
■ 
■ 
(neu  Wissens  von  b  ■     .  .  ■  u   kauo,  i 

i)i"'rli.ni|'t  die  Oewissheit  <lcs  Anfang«    xn  >i'-;-  ■ 

bl    das    mindeste   heil  mit  der   Tatsache  de* 

Empfindung   niciits   besseres  anzufangen  ren:     Hier  i 

■  [bares,  niclil  erst  iIim-L  L'in^i i--i.h r nn -  im  h.-n:, 
dinglichen  Begriffe,  gewonnen 
tes,  rielmehr    im^ \\ . ■  i ?■  ] h;j i t--~  Wi-i.-i'n.     B<.-i    aller 
und  Selbstbeobachtung  ist   ihm  doch 
Tatsache,  als  dem   der  Erkenntnis«    badurftli 
Denkens  iiiul  dem  Wissen  von   der  Tatsache  entgangen.     Anstatt  i 

in  iliriT  l:i-i'iil].'ii  .■■.ii  Mmüreti .   seine 
in  bilden  »ml  dnreh  sie  /u  controlire-u ,   eilt  er   unr  •  '■■ 
ge wurzel  ton  Begriffen    unterzuordnen,  damit    aii 

saneti oniren   soll.     Diese   Eile   mach)    sich    in 
grtSabestimmungcn    sehr   beraerklieh.     1J-    hat    ■  ■ 
Üowusstwins  nicht  aufgefasst,   daher    scheint    ihm   Bewa 

n.      Ebenso  Hiesst  ihm  die  Wahrnehmung  mit  der 
Empfindung   zusammen,    Hier  ist   schon  der  vulgare  Srm 
(Cbttrfej  als   der   Philosoph.     Wir   nehmen    Dinge  wahr,    . 
Farben  um!  Töne.     -Mit  welchem  Rechte  mau  so 
ihm  freilich  cntg<  hen,  ivi  nu  er  ^huu  die  Eiupftndi 

an   ili'ii   Mii-.il, -.■iniM-,.    «'in    Wissen    numit,   niitllin    die   .■um     ,. 
forderlichen,  trausfonnirenden  Denkacti 

tanken  gcfus>t  hat  vor  allem  *Ji ■  ■  Grundbegriffe,  Ober  deren 
Inhalt  sich  das  geineine   Denkcu    keine  Reclieuscbafl  giebt 
ei-sler  Beeümnang  danke!  erscheinen,   die  aber  um  den  Phl 
der   historischen    Schule    aiic.b   nicht  erklärt,    sondern    in    Ii 
apriorisch   genannt    worden  sind,    zur  Klarheit  zn 
K&oii  trine  Tafel   der   Bogi  iffe  auf,  von  der  man 

berki ii,  an  der  man  keine  Spar  eiitdcbkt,  dass  er  du     i 

ndeu  Betrachtungen  irgeudwi<  I  ffllclf, 

und  manches,   b.  H   die  bautige,  jedesmal  ganz  massige  Citirunj 
. 
isioncn  an  den  Empirismus  bloss  den  / 
dasa    er  aber  dabei   nii  bl 
■     die  psychische  Gen 

-,  als  ob  ilim  auch  deren  <■■ 
malen  Logik  EorOokkchrcu  wollte,     Um  so  meli 

mkh'ii'cii.    (l«9ü    [i ■  ji '_■   Cinir.t'jsii.m.'i]    ik>''h 

sie  gering  sind  gegen   die   Übrigen  i  rn 


iill  CCL.  DJ 

:inf  welche  er  nicht  eingegangen  Ist  das!  er  also  den  Angriffen  nach 
vor  bloßgestellt  bleibt, 

In  der  Tat  /i'igt  sich  dann  auch  die  Behandlung  des  eigentlichen 
Themas,  der  mathematischen  Eramente,  ganz  unabhängig  von  dem 
emjnristischeu  Anflog.  Zuerst  sind  wol  hierzu  EU  rechnen  dl«  Be- 
griffe von  Zeit  und  Rann.  Zeit  soll  hier  sein  die  EhnpfinäuBg  als 
Farn  der  Ausdehnung,  nichts  weiter,  denn  alles,  was 
folgt,  bandelt  g*r  nicht  von  der  Zeit  Der  Verfasser  erkennt  also 
nichts  gneoifisohei  im  Zeithegriff,  dies«  wird  so  aufgefasat,  nls  wjirc 

ine  reine  Abatractiou  com  Ki 101  Gegenwart)  Unterschied   roa 

licit   nnd  Zukunft   nahen  darin  keine  Steile     Etwas  näher 
gebt  der  Verfasser  auf  den  Reumbegriff  ein.    Der  wnpirische  Raum 

n  rtigo  Et»* 
nftndung.     D  richtig,  nur  Fehlt  dabei  dan  SpBcifieehs, 

keinen  andern  Begriffe  untergeordnet  werden  kann,    Man  sieht, 

de   Logiki  i    mit    il.-m    ^j-i-r-iiist-ln-n    nichts   anzufangen 

s,  und  darum  davon  schwelgt.    Dass  er  auch  ohne  dasselbe  zu 
einer  ansrdchriulrti  '.  ■  ;oi,  wird  er  wohl  selbst  nicht 

beanspruchen  i  denn  es  sind  uur  schwache  Versuche,  mit  denen  er 

iolefae  anstrebt    Er  toitel  die  Mehrheit  der  DimenBh  ■ 
Zusammenwirken  mehrerer  Sinnesorgane   her   und   wählt   tn  diesen, 
nach  einem  Verfahren  das  er  Heimholt!  abgelernt  zu  habe 
zwei  Ohren,  deren  jedes  als  gleiebtOnead  empfände,   was  d 
verschieden  empfindet    Daraus  würde  in  der  Tai  eine  dop] 
Diohfaltigkelt  hervorgehen.    Er  irrt  aber  sehr,  neun  er  meint  dadnrefa 
Antlogon  dei    Raumes   iron  2  Dimensionen  dargestellt  in  nahen. 
Ganz  abgesehen  ran  manchen  andern,  wa*  nii  bt 

Bultireads  System  es  feste  Äsen  gnbuudou,  eine»   tfi    ■■ 

und    um  jeden  Punkt    drehbaren    Raum    kann 

nimmermehr  gowi in.    Während  unn  .  i    die  KOg- 

Hehltest  einer  gleichzeitigen  EinpfJodnns,  einer  beliebig  vielfachen 
Mannirlifaltijfkcit  folgen  wurde,  behauptet  er  im  Gegenteil  mit  jener 
Doduotion  bewiesen  so  haben,  dnsa  eine  mehr  als  dreifache  nicht 
denkbar  s.u.  und  fügt  imr  uoch  zur  (Jntoretutznng  hinzu,  i  Dänen- 
sionen  goatatteten   b  i  in   jeden   Sinne  mehr.    Was 

den  lebten)  ■  I  irand  betrifft,   so  >■■ 

Dimensionen,   nenn  keine  fünfte  dazukommt,  nicht  diu-,.!.  . 

rtanschnng  gelangen,  doch  die  Folge  ist  dann  bloss,  daea 
der  iiamn  von   t   Dimensionen  der  analogen  Beschränkung  nntedlegf. 
:  inen,  die  ohne  eise  liiert« 

die  Stellung  (3,  2,  1) 
int   der  Verfasser  diesen  Argun 

elinehr  das  Verfahren 


Ili 

aus  seiner  frulicnii    Schrift:    „Zeit    and  H  :   r  nnf/u- 

'.■in.  wo  er,  ohne  einen  Versucli  eine*  li  n  baten, 

den  Beweis  als  Titel   auffuhrt   um!  dann   in 

citirt,   wahrscheinlich  in  dem   Vertrauen,    dass  die  meisten    spatem 
Leser  das   Frühere   nicht  kennen.    Factisch  steht  auch  hier  nichts 
da,  was  sich  als  präsumtive  Beweisführung  deuten  liosse.     Allerdings 
kommt  die  Schrift  in  dem  Abschnitt:  „Die  analytisch«  Formelsprache 
in  ihrer  Anwendung  auf  Ranrnb 
grosser  Ausführlichkeit  zurück,   wo  sie   Iticmauu's 
will.    Allein  hierin  koniml  kein  neues  Argumcul 
enthaltene  reduciri   sieh    auf  da 

as,  ...  geometrisch   nnr   deuten  könne  als  Prodncte  einer  Zäh 
...   und  einer  Linie,   einer   Fläche  oder  eines   h" 
liehe  Begriffsbildung  von  «',  «*        nls  neuen  Räume  in  heilen  tii 

hauptnng  sich  auf  vorhergehenden  111 

ben  worden.     Ist  das  Gesagte  als  Beweis  gemeii 
eine    reine   petitui    prindpü.     Dennoch    bleib!    ■■ 
Verfasser  jene  Ausführung  als  bündig  erschien 
aus  der  Befangenheit  iu  der  formal  u 
teilen.     Nacli  ihnen  int    die  Vernunft  keiuer  Erweitern 
vor  dem   Betreiben   der  Wissen  schalten   den    Kreis  ihrei 
grenzte,  ist  ihnen  ewiges  Denkgesotz;    iu  denselben  Kn  i 
jede  Neubildung  eingepasst  werden ;  geht  diu  i 
Erat   mit   diesem    Abschnitt    schllcssl    dor    erste  Teil   A> 
zweite  soll  nun  die  mathematischen  Elemente  der  Bcilu 
dein.    Das  Inhalt sveivi-'ii.'liiiiss  verspricht    eine  v  ihl  n 

■  der  interessantesten   Fragen.    Doch   '■ 
hsroog  findet  man  sich  geradezu  In  kl      Uli  fang! 

IjraflJger  Breite  uud  ganz  nberllihlilidnT  Auffassung  werden 
aller  Zweige  der   Mathematik,    ihre  Einführungen  und  die   ■ 
Ihrer  Zeichen  durchgesprochen,   ohne   ein   anderes    Kesult&l 
■i.li  iox  Leset   daraus  zu   n<  ben  uichl  umhin  kann, 
der  Mathematik  sehr  fern  steht.     Gleit  i 
als   <>b   er  den    Malbeuialikeru    stets    neue  Wakrheileii    enth 
ilie  sie  nie  gedacht  hätten.     Yen  philosophische] 
elbst  die  „metaphysischen  C dusioneu",  die  di 
lassen  uns  iu  dieser  Beziehung  gänzlich   leer, 


■)  Litt,  !!■!.  OCXXXII. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analvsis. 

Theorie,  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  Jul.  Poter- 
a,  Docenl  u  der  Polytechnischen  Schule  in  Kopenhagen.  Kopcn- 
igen  1878,  Andr,  Freilr.  Host  u.  Sohu.    335  S. 

Diii  Ülh.'Ii  '-<  i'iuf  ^".'Hjstüiifjiyo  unii'icwink'  Dearbeiüiug  der  wich- 
jatdB  bis  jet/.(   ln-kiitiniL'n  Sät/''  niii.1  Methoden  aus  der  Tai 

lehangeo,  Der  Vortrag  ist  ausführlich  und  leicht  verständlich; 
f  UtsBt  nichts  vennisaen,  waa  sor  Anleitung  ohne  weitere  Halfhmittal 
[fordert  wird     Welche  SeiteB  der  Theorie  and  in  welcher  ■ 

i  .sind,  ergiebt  das  lüliiiltsverzeiclmiss;  es  wird  datier  zur 

aarakterisirung  genügen  mir  diesöa  vorzuführen.    Allgemein 

■haften  der  algebraischen  Gleichungen  (Lehre  von  den  Complesen), 

Mlehnngeo  zwischen  Wurzeln  und  Coeffieienten,  Elimination,  Trana- 

üim.    In  Betroff  der  Auflösung:  kubische,  biqnadxatiaohe,  bioo« 

i  Gleichung,  Beweis  der  Unmöglichkeit  algebraischer  AntKifiiu;.' 

er  Gleich ungen,  Zerlegung  riitiinuiler  Polynome  in  rationale  Fac- 

iren,  Ahoische   Gleichungen,   Bleichlingen  welche  mittels!  Qnadrat- 

id»  aufgelöst  werden  kennen.    Zur  numerischen  Auflösung]    Lfc* 

lerung    der  Wurzeln,    ßereebnung  der  Wurzeln.     Substitutionen, 

Gruppen,  Theorie  von  Galohl   und  deren  Anwendungen.  H. 


Zur  Integration  der  partiellen  Differential gleidiuug 

n  Dr.   Georg  Macher     Balle  a.  6.  LS78      Ums  Nobort     (". 

s. 

Es   ist    das   Ziel   der  gegenwärtigen    Arbeit    den    tili'   das    Innere 
es   Kreises  und  eini'r  Kugel  geltenden  and   bekannten  Potential- 
■.dz  aui  eine  «fache  ManaichFaltigkeii  zu  erweitern,  in  die» 

i  Fo liir.-u  nun  beweisen.     Der  erste  Schritt  bierm  isl  die  Her» 

altang  des  folgenden  S;»t/<--.    i".-,--'-i^f i   -  i-in«.:  reolle  Function  du 

.  reelloa  Terttulerlichea  ■   die  for  das  gesami 

,  deliuirt  durch   £x"  <--  Ra,  einschliesslich    dessen  Begrenzung,   eiu- 

!  und  Btetig  ist,  i  deren  erste  and  zweite  partiellen  i1  ■ 

■  das  Innere  des  Gebietes  bis  in  jede  Nihe  zur   Begrenzung  bin 
lenfafls  den   Bedingungen  der  Einwertigkeit  und  Stetigkeit 

utialgleichuug   befriedigen;   dann    ist   der  Wert 

.   -.  i'i".nil.ii;i!.eri  hestinimteti    ''  i 

.     : 
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LHtrraritthti     ! 


dir  die  Begrenzung  von  -S  annimmt.     Demnächst  wird  b 
n  für  alle  Punkte  im  Gebiete  8  nur  im 
mung  an  der  Grenzo  dos   Gebiets    and   von  der   Lag 
Es  wird  dargestellt  in  der  Fora 


S*i 


■ 


wo  t}0  du  Element  der  Begrenzung  vod  S,    ß  Acren  Ra 
lastend  des  laufende!)  T'nnH- 

.■■■!i    Coordinateu    hozeichm  i       Im    Fol 
ferner  geforderten,  oben  in  der  Voraus  sei 
Schäften  der  Function  »  nachgewiesen,  und  graeigi 

■  ilube  Functioti  geben  l; 

1! 


Astronomie. 

ivoguug    der    Uiirimelskilriier    um    ibre  Axen 
Qreiffonatein,  Distrietseimielnmr  zu   Gross-Umstiidt,      D 
18T8.    H.  I.    Schlapp.     12  s 

Der  Verfasser  bemüht   sich  die  iiiitiitiiHisyi-.L-MuiidiMkoiivu 
einzelnen   Planeten  und  Trabanten   theoretisch   abzuleiten, 
lUtEl   bt   sieh   einesteils  auf  ■  1  i ■:■    I,:i]it;n ■.(■'srlie    llyufithese 
I  des  Planetensystems,  mideniteib   aul 
■  Sudel   sich  nämlich  die  Oberfläche  <■'■■ 
it.iiiiinKi'lli]isi.ij(l-    in  ■ 
i  eutrifagalkrafl  für  den  Radius  -=  1   und  ljuoli 
castricital   des  Meridians  durch    die  halbe  Hol 
miilri-  bestimmt,  und  es  «eigl  sich,  <'::i~-.  wenn  letztere  ! 

in  Maximum  hat.     Die  Annahme,  dass 
«rirklicb   einstellt,  lieferl    dann  die  gesuchte  Bestimmt! 
-      lie    1 1 i 1 1 1 r 1 1 1 -l s  1; l ■  i] i ■  j-  utelil    I    ■ 

lieh  durch  Rodaetk-n  des  Fehler«  berttchaichtigi 


Physik. 

TbeOfio   dw   Wfirmo.     Von  J.  C.  Maxwell,    Professor  an    der 
UniversitaM    in  Cambridge.     Mach  der   vierten  Auflage  des  Originals 
in .  ii,  atsche  übertragen  von  Dr.  F.  Auerbach,  Assistent  am  physi- 
kalischen Kalrinet  der  Universität  in  Breslau-    Mit  ii  Holzschnitten. 
1 ,      Harnscbke  u.  Bercudt.    324  S. 

Seiten  wiril  «ol  die  Febert  ragung  eines  für  den  Unterricht  in 

einem  fremden  Tande  bestimmten  Buchs  ins  Denisehe  in  Deutschland 

guten  Erfolg  haben,  »'■■!  die  Lehrweüie  und  demgemäs»  dieAnforde- 

i  .in   Lehrbncb  in  rersetiedenen  9taten  und  Nationen  zu 

weil   um  einander  abweb  hen      Das  gegenwärtige  Ist  eine  von  jenen 

seltenen    Erscheinungen    des    Gegenteils:    es    unterscheidet     steh    nur 

'ii-i'li.iitcii.  dir  hei  uns  zwar  oft  bintangesetat,  aber  ron 
Allen,  denen  es  mit  einer  gr lind] i eben  Ausbildung  Ernst  ist,  geschätzt 
worden;  es  kann  daher  auch  unseren  Lehrbüchern  in  andern  Zweigen 
der  l'liviik  in  jeder  Beziehung  als  Muster  dienen.  Was  der  Debcr- 
Klnr  Im  Vorwort  zuerst  hervorhebt,  würde,  wenn  ee  zuträfe,  (Ion 
Wert  der  Arbeit  nicht  gerade  erhöhen.  Er  stellt  es  nämlich  als  eine 
grosse,  nur  schwer  zu  erreichende  Leistung  des  Buches  dar,  dass  es 
den  der  hohem  Mathematik  unkundigen  Leser  bis  auf  den  höchsten 
staml|iimkt  der  Wünnctheoric  führe.  Für  den,  welcher  mathematiaehe 
Physik  (reihen  will,  ist  es  nieht  zuviel  verlangt,  dass  er  der  höheren 
Mathematik  nicht  unkundig  sei.  in  allem,  was  er  von  jener  kennen 
leint,  wird  ilmi  diese  Unkundc  ein  ireaenüißher  Mangel  sein.  Allein 
jene  Berücksichtigung  Unkundiger  redodrl  rieh  in  Wirklichkeit  mir 
auf  folgendes,  Einesteils  sind  die  Wörter  „Differential"  und  „Inte- 
gral" durch  andre  ersetzt,  letzteres  durch  „Mittelwert";  ihre  Begriff] 
können  nielit  aus  der  Theorie  entfernl  werden.  Anderntclls  kommen 
keine  grossen),  auBgerohrten  Rechnungen  vor,  aber  bloss, 
das  Buch  auf  Grundlegung  der  Principien  beschrankt  EM 
dimg  der  Diagramme  endlich  ist  für  den  Kundigen  ebenso  wichtig, 
wie  für  deu  Vtikumü  ■  foder  dir  Rechnung,  noch  wtrid 

sie  durch  diese  ersetzt.      Dagegen  verdient  hervorgehoben 
die  sorgfältig  exaeto,  durchweg  correete  DarBteUangswek«  ohne  Um* 
schweife,    Hierzu  kOBuW  das  charahteri  ine  payri- 

kaiisrin.in  Voftamt&hse  roraiiBgesetal  werden,  vielmehr  diu  Erklärung 
alles  dessen,  waa  Ena  Verstftndnisa  der  Warmetbeorle  erfordert  wird. 
in  dem  Umfinge  gerade  in  dem  W  DQÜg  ist,  nicht  bloss  ans  der  ele- 
mentaren Warmatelira,  sondora  auch  .>ns  der  Dynamik,  Eloaticiutte- 
theorie,  lili  i  bt.     Illenmf  bezüglich 

■ 
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seine  eignen,  durchgreifenden  Untersuchungen  i 
.ilk-n  Zweigen  der  Physik  auf  einen  Standpunkt  ■ 
ein  einheitlich»  Ucburblick  iiIht  «lu> 

In.-sit    den    oben    angi  dentetcu    vorl 
geigen  folgende    die  Vielseitigkeit  der  Behandle 
Ifarmomi  trie,  Calorinn ! rii .   T.^. ■rlit-t-uif-n.  »ili.ikiti 
.    Relationen   zwisebi  n  \  olumcn  .   Dra  . 
Entropie,    latente  Warme,   Thermodynamik    der  Qi 
AequWabsnl  der  Wärme,  Straluog,  Strümungset  ■ 

..■  culartbeoric     Boi  i  Bachs  kenn 

ii.iiiirlirli  nient  das  gesammte  vorliegende  Materii  ■ 
iIit   Lehrstoff  enthalt  in  jedem  Punkte  nur  das    ■ 

a  Erörterung  geeignet,   von  allen  Geg< 
griffe  zu  gehen.    Auch  die  erforderlichen  nmnerischoa  Angaben,  I 
[ich  ohne  Nachweis,  sind  si-try  faltig  ,-iws  ).<_■;■_ ■ 


Theorie  der  Elastirität,  Akustik  und  Optik.     Von  Prof  Dr.  He 
.    ein,  Gymnasiallehrer  in  Dre 
zu  dem   Lehrbuch    der   Physik   von    Dr.   Paul  Reis.     Mit    104    Etoli 
Schnitten  im  Text     Leipaig  1877.     Quandl  n.  Handel. 

Der   Verfasser  uenul   das   !  ■ 
jeden   Lehrbuchs   de;-   Experimentalphysik   und    »;: 
an  das  von  Reis  bearbeitet  haben.     \\  ie  dies  mi 
v,,,\    ersichtlich.     Der   Gegenstand    ist    .  n    In  leroi 

m  Gebrauch  es  nur  liestimmt  sein  kat  ■ 
er  freilich  kein  Wort  sagt,  so  verschieden,  dass  Erweiterui  .. 

l.-ri  lim.i'i-  |..i.l.i':..-...i-.  Ii  didaktischem  (icsichtspni  .. 
:uil  die  niedere  Entwicklungsstufe,   in  der  Mail 

■    lliiili  .ni-vrldi..s.Jieii  mialytische  Rech  10 

lieh  daher  auf  jenes  nicht  stützen  und  i s  auch  factia  I 

Punkte   ku    tun    versucht.      Es   linden   sieh    nur  il 

Beta    ober  das  gleiche  Thema   ötirt,  mitunter  eine   Formal   tl&l 

entlehnt,  deren   Herlei ;■    gerade  hierher  gehOrl 

■  ■■■■nli.ir  ebenso  unnötigen  wie  unzu  treffe 
;il d   betrachten  die  Arbeit  gemäss  ihrer  wirkli 

■  bi  durfte  sie  wo!  eher  einer  Rechtn  rti 

■..  iscr  erwähn! ,   das«  in  den  hier   uh  i  i 
der  Physik  ausführliche  Bearbeitungen  existireii,   nii  ■ 
iiiuilitisi-heii   iiml'.i  ■"  n.li-ii  Welke,  niii    welchen   sehn 

;  r...  treff  der  Elasticitäl  und  Optik  wi  ni 
nicht    in   Abrede    stellen,   dass   wir  solche   berei 


: 


■    Btrkkt  CIL. 


liiljcr  tmmte  MM,  wenn  das  Buch  einen  /■ 
aetbodischen  FortachrUt  erwarten.    Von  den  Mangeln  dos  Rechnung* 
'erfahrene  brauchen  wir  gar  nicht  m  reden;  denn  man  vennisst  in 
■  [.■II   (richtigsten  Punkten   Ordnung  der  Gedanken   und  Klarheit  dop- 
messen,  dass  ts  nicht  lohnen  würde  in  einzelnen  so  bessern.    Dia 
Lehre  ron  der  Wellenbewegung  beginnt  in  den  ersten   succeesiTOB 
Teilen  über  getrennte  Gegenstände  jedesmal  mil  Formeln 
gäbe,  .ml'  welche  materielle  Basis  sie  sieb  bestehen,  oh  da 
eiu  Molecül,  ein  System  vieler  oder  cht  Contfnunm  ist,  Formeln  deren 
Sinn  kaum  erraten  werden  kann;  als  dynamische  Formt']  wird  eilin. 
was  an  Beiner  Stelle  (Seite  III  eine  statische  Formel  ist.     Nach  einem 
solchen  Anfang  in  der  Grundleguiig  der  Theorie  brauchen  wir  wo! 
■  .  hi  einzugehen.  II. 


tinnid/ilge    der     Fleet liät.itslehrc        Zehn    Vnrh' innren    gehalten 

vor  ii.'ii   Mitgliedern   des  ü  r/t  liehen   Vereins   in   München    von   Dr, 

i'Oii  Beet/.,  ord  Professur  dir  technischen  Hochschule  in  Mün- 
chen und  ord.  Mitglied  der  k.  llaier.  Akademie  der  Wissenschaften, 
Ehrenmitglied  des  ärztlichen  Vereins.  Mil  Hä  Eolzschnltten.  Stutt- 
gart   1*7*.      Meyer   a.  Zeller.     109   S. 

Diese   Verlesungen   geben    auf  kleinstem    Baume   das    Wichtigste 

aus  der  Elektrici  tat  sichre ,  die  Theorie  im  Anscbluss  au  die  Expart- 

.;    den    einfachst    denkbaren  Apparaten,    in   leiclit   f.isslichem 

Vortrage  und  derart  geordnet,  dass  eine  jede  einen  theoretischen  Al>- 

ichniti  /.um  Abschloss  bringt.     Die  9  ersten  botreffen  die  Beibnoga- 

elektrieitäl-  und   die  .^.'Wohnlichen  Verstarkungsapu&rate,  die   :i  folgen- 
den die  Contaetalektricital  und  die  Ströme,  die  ;>  letzten    ■ 
Beitigen    Wirkangi  ■  a    and   Chemlsmn 

M.e-IiietismUB.  H. 


Die  Messung  des  FeuchtigkeitsgehaJtea  der  Luft  mit  besonderer 

Bcrncksiebliguug  des  neuen  Procent hygrometers  mit  Justirvorrichtung 
Von   Dr.    Karl   Koppe   in   Zürich.     Mit   1    Hol/.scbnitl   ni 
graphirtan  Tafeln,    Zürich  1878.    Friedrich  Behultheaa,    57  8. 

Die  M    in    befriedigender  Vollständigkeit  das 

■■■!  du  Bygromctrie.    sie  erklär)  das  Verhalten  d 
dampfs.    bespricht    ihre    /.wei    Aufgaben:    das   Maximum   der   Dampf- 
spannung .als  Function  der  Tomporatnr  tu 

u 
. 
Dutwiekeluug 


■ 

gaunere  Resultate  tu  erhalten,  beschreib 
hon  sie  tu  meiden, 


Anaftlen  der  Physik  and  Chemie  heran 
mn  —  and 

Itter  ^u  iii'ii  Aiitinli'ii  der  Physik  und  Chemie 
von  Q.  and  E.  Wiedem&nn      Leipzig.    Johann  Ambrosien  Barth 

Von    dem  neuen  Jahre  an  Bollen  die  Beiblätter  m  den  Annali 
tlor  Physik  und  Chemie,  herausgegeben  vou  G.  und  E.  Wiedcmaa: 
deren  Zweck  es  ist,  eine  möglichst  vollständige  I  eberai 
;   Arbeiten  anf  dem  Gebiete  der  Pbysil 
.:  ir  die  laufende  periodische  Litteratar,  die  Pubticatioiia 
leartex  Gesellschaften,   Dissertationen,  Programme  u.  s.  f.  zu  gd 
Wiederum  eine  licreiclieruiig  dadure.li  erfahren, 
Öuros  Litteratnrbcrichtes  ranächst  auch  die  meteorologischen  und  nhj 

■    ■.•;;i',i|iliisi-lieii    Abhandlungen   "dl   aufnehmen    ■■■ 

In  wie   hohem    Maasse  die    „Beiblätter"  der  frestellti  i 
schon  jetzt  entsprechen,    durfte  schon  daraus  erhellen,  ds 

den    Inhalt    i i   bis  80,   der    Rcdaction    i- 

haftlichou  Fachzeitschriften   und  Akadcinicberichtcn   dorn 
■  teu  Kationen  regt  (massig  refbriron. 

Eine   reruoro,   den  Abonnenten  gewiss  willl imenu  E 

der  „Beiblätter"  wird  seitens  der  Verlagshaudlung  dadurch  angGu&fau 

ausser  jener  Revue  der  iieriodischen  Litteratui 
mich  Möglichkeit  vollständige  Bibliographie  d<  i 
Meteorologie  und  physikalischen  Geographie  berührenden,  neu  Bö 
neuen  Bücher,  Programme,  Dissertationen  u .  * 

ind   zwar   nach  den  in   Originalen   vorliegenden   i 
bringen  wird, 

Alle  Förderer   und  Freunde   der  Physik   sind  gebeten,   diese 
Btrebongen  in  die  weitesten  Kreise  m  tragen  und  durch  gefällige  Eiu 
toadang  der  roeisl  nur  in  *<■■■■■  enden,  oft  heim  besti 

Willen  sonst  nicht  zu  beschaffenden  Dissertationen  und  Gl 
schritten  zu  fordern  au 

die  Yerlacsbandlimg 
von  Job.  Atubr.  Barth  in  Leipzig. 
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Vermischte  Schriften. 

Atü  della  R.  Aceadcmia  dei  Liucei,  auuo  CCLXXV.   1877—78. 

Serie  tcrza.    Trausunti  volumo  II.     Borna  1«7^.    Satviucci. 

Der  Anfang  der  Traiistmti  ist  im  243.  litt.  Bericht  p.  35.  be- 
sprochen. Es  ist  hinzuzufügen,  da«  die  7  Monate,  Docember  bis 
Juni,  je  ein  Heft,  ilie  übrigen  5  Monate,  Juli  bis  November,  wo  keine 
Sitzungen,  stattfinden,  keins  erscheint,  Ans  dem  1.  Volum  ist  zu  K~ 
ganzen  der  Inhalt  des  7.  Hefts. 

G.  Bellavitis:  Urtier  die  Auflösung  der  numerischen  Congruen- 
>en  und  die  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen  für 
die  verschiedenen  Moduln  geben. 

G.  Battaglini:  Geber  Bewegung  auf  einer  Linie  2.  Ordnung. 
E.  fJaporali:  Sätze  über  Curveu  3,  Ordnung. 
.  Paoli:   Debet  Stuart  Mill's  ideologische  und  psychologische 
le  griffe. 

Da  Gasparis:  lieber  die  Berechnung  des  Parameters  in  den 
Planetenbahnen. 

Der  Inhalt  des  2.  Volums  au  mathematischen  Arbeiten  ist  fol* 
ander. 

Betti:  Heber  eine  Erweiterung  der  allgemeinen  Priucipieu  der 
Dynamik. 

Cerruli:  lieber  die  Transformation  einer  beliebigen  ijuadra- 
tiseben  Form  in  sieb  selbst. 

Cerruli:  Neues  allgemeines  Theorem  der  Mechanik. 

ßrioschi:  üeber  einige  Formeln  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen. 

G.  Ascoli:  Neue  Untersuchungen  über  die  Fourier'sche  Reihe. 

De  QasjNiiis:  Urtier  eine  bemerkenswerte  Relation,  welche  sich 
j  L'iiiiT  doppelten  Transformation  von  Variabein  zeigt. 


Nonvelle  Oorrespondanee  Idathematigue ,  redigeo  par  Eugene 
alalan,  Professeur  a  l'universite  du  Liege,  avee  la  colUbomtioii 
l  MM.  Mausion,  Lai.saut,  Brocard,  Neuberg  et  Edouard 
Tome  qnatrißme.     Liege  IS78,    E.  Deeq, 

■  Inhalt  der  letzten  Hälfte  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

Elementare  Bemerkungen   zum  PcU'acbeu  Pro- 
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metrle.    [Forte,  n.  Schluss.) 

H.  Po  B1  ii  ta:  Ueber  eine  arithmetische 

s.  ttealisj  Bemerkung  über  einen  ariü atisch 

E.  Lucas:  Ueber  die  Theorie  der  numeriseneu  einfach 

■  lionen.    (Forts,  u.  Schhm] 
0.  [.'■  Paige:  Ueber  eisen  Bäte  von  Datalan. 

F.  Proth:  Ueber  die  Reihe  der  Primzahlen. 
Uanneason:  Heber  den  Kreis  der  9  Punkte. 
P.   Mansion:   Ueber  die  haniumi.sehe  lineare  Trauafun 
II.   Fan  Anbei:  L\Ijc-c  einen  fieumefri  selten  Ort. 

De  T i 1 1  y :  lieber  die  Lösung  der  Aufgaben,  welche  i 
neu  im  Räume  erfordern,  mit  Lineal  and  Zirkel, 

0.  de  Longchamps:  Sätze  über  die  Normo 
Kegelschnitte. 

E.  Lucas:   Bemerkung  über  die  Aufgabe  280,   betreffend  ifl 
Triseetiuu  des  Winkels. 

F.  Oesaro:  Einige  Eigenschaften  der  durch  u  =  R 
gestellten  Carve. 

V.  Bouniakowski:  Neue  Fülle  der  Teilbarkeit  durZ 
der  Form  2"™+l. 

Tchebychef:  Ueber  eine  Transformation  nnmeriacher  Ki-iln  i 

Qonocchii  Geber  cdne  Formel  von  Libri. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Bintuufo 

B,  Itealis:   Bemerkung   aber    einige    unbestimmte   Gleichungen 
(Fem.) 

J.  Neuberg:  Ueber  die  Addition  der  elliptischen  Functionen. 

E.  Catalan:  Zerlegung  eines  Kubus  in    I  Kuben. 
H.  Vau   Anbei;    Zwei    allgemeine    Eigenschaften    der 

3.  Grades. 

Falk:  Ueber  eine  [Mgeiisi.'lial'l  der  Determinanten  null. 

F.  Proth:  Deber  einige  Identitäten. 
J.  Neuberg:  Ueber  eine  Transformation  der  Pigores. 
6.  Boston  Ueber  die  Summen  dornten  Potenzen  4er 


l  Zahlen. 


ii. 


Uli"-, 


Stricht  CLL. 


Vocabulaire  technique.    Technisches  Vokabular.    Für  b 
Lebnnstalten,  sowie  zum  Selbststudium  für  Techniker,  Siudirende 
und  Industrielle.    Vou  Dr.  Wershovon.    Leipzig,  1878.    Brockkaus. 
154  S. 

Nicht  blos  die  eigentlich  technischen  Gebiete,  wie  Maschinen- 
wesen, Eisenbahn  bau,  Hüttenkunde,  Keramik,  Zucke  rfabricaüon  et«. 
sind  in  dem  Werkchen  behandelt,  sondern  auch  die  Naturwissen- 
schaften: Physik,  Mechanik  uud  Chemie.  Die  in  diesen  licbieteii 
vorkommenden  technischen  Ausdrücke  sind  französisch  und  deutsch 
gegenüber  gestellt,  und  zwar  nach  den  Materien  —  nicht  alphabetisch 
—  geordnet,  tibnüch  wie  im  Vocabulaire  systematique  von  Ploetz. 
Diese  Anordnung,  ohne  heim  Nachschlagen  eines  einzelnen  Aus- 
druckes unbequem  zu  sein,  bietet  den  grossen  Vorteil,  dass  daiiim.li 
das  systematische  Erlernen  ermöglich)  wird  und  dass  man  die  techni- 
schen Ausdrücke  über  das  bestimmte  Canitel  beisammen  hat.  Wer 
also  beispielsweise  eine  französische  Abhandlung  über  elektrische  Be- 
leuchtung, über  Barometer,  Luftballon,  Akustik,  Brechung  des  Lichtes, 
Optisets  Instrumente.  Elektrisirmasehitieu,  Telegraphic.  Warmetbeorie 
etc.  lesen  will,  und  vorher  das  betreffende  Capitel  des  Buches  auf- 
merksam durchliest,  dem  wird  nicht  mehr  die  Lectiire  doli 
diges  and  oft  doch  vergebliches  Nachschlagen  in  WörterbUchera  ge- 
Stört  und  verleidet  werden.  Das  verdienstliche  Werkeheu  verdient 
auch  in  naturwissenschaftlichen  Kreisou  die  warme  Empfehlung,  welche 
es  in  technischen  Kreisen  bereits  gefunden  hat  Trotz  d< 
Umfanges  ist  es  äussere rdeittl ich  reichhaltig;  die  äussere  Ausstattung 
ist  vorzüglich. 

Breslau.  P. 


'  *  i 


ii 


Litterarischer  Bericht 

rci.l. 


: 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehr-  und  Uebuugsbucb  Kli i-  den  Unterricht  in  der  Algebra  au 
Gymnasien,  Kcal-  und  Gewerbes clmten.  Von  Dr.  II.  lleilerma  un, 
Director  der  Realschule  in  Essen,   und  Dr.  J.  Diekmann,    Obet- 

lehrer  am  Gymnasium  ia  Essen.     1.  Tbeil.     Die  vier  Gruu.lrechnun- 
gen.    Die  linearen  Gleichungen,    Essen.    G.  D.  Baedeker.     117  H. 

Die  Verfasser  finden,  wie  sie  im  Vorwort  als  Gesichtspunkt  für 
die  Bearbeitung  des  gegenwärtigen  Lehrbuchs  aussprechen,  dass  in- 
folge der  Fortschritte  dir  Wissenschaft  eine  Kluft  an  e;c  wachsen  sei 
eirinhen  der  mathematischen  Schulbildung  und  den  Anton 
t&a  Studiums  der  liübern  Mathematik.  Die  Schule  mit  einem  noch 
ausgedehnteren  Pensum  zu  belasten  sei  unmöglich;  wol  aber  IcOanfl 
die  Lehrweise  mehr  als  bisher  znr  Vorbereitung  für  das  Studium  ge- 
staltet worden.  Worin  besteht  nun  Jene  Kluft V  Die  EinbiUi 
der  Schritt  von  der  niederu  zur  hohem  Doelrin  ein  abschreckend 
grosser  sei,  wird  in  der  Tat  vielfach  gehegt;  sie  kann  sich  ober  nur 
anf  ungeschickten  oder  rücksichtslosen  Vortrag  der  Priucipieu  der 
Anaiysis  sttit/.Lii.  tu Vrirklicbktnl  betHtrfen  tetrtere  /u  Huret  Begrün- 
dung nur  einen  kleinen  l'eil  der  Sclniblocti-iu.  und  /war  gerade  den- 
jenigen, welcher  für  die  Schule  selbst  unbedingt  notwendig  ist.  Weit 
entfernt  eine  Lücke  zu  lassen,    ist  die   Analysis  vielmehr 

icni  Harmonie  willen  genötigt  vieles  eu  wiederholen,  was  die  Schule 
rausnimmt.      Am  wenigste«  kann  aber  eine  Klul'l 

enu  doch   die  Principieu    bei  allen    Foi 

ieaelben  bleiben    and   durch    Cullivirang   i 

iiher  und  näher  gerückt   werden. 


27  Litttrari 

Gleich» ol  kann  man  den  Verfassern  beistimmen,  wenn 
dass  das   Bedürfnis*  eines  näheren   Anschlusses  jot?t    mehr    fühfl 
wird  als  früher,    ferner  dass  eine  Schuld  auf  Seiten  des  Schshml 
rieht«    liegt,  nml  drittens  dass  derselbe  aneb 
Lehrstoffs   besser  als  es   gewöhnlich  geschieht  zur  Vorbereitung 
das  Studium  werden  kann:  mir  haben  Bio  wol  den  Gesichtspunkt  nö 
recht  ins  Klare  gestellt.     Wenn  irgend  ein  Hange!  im  Seht 
den  Bpltercu  liebergang  kui  hohem  Mathematik  enchwei 

■  isfl  den  Schulern  Begriffe  lieigcbrncht  worden  ■' 

lu-i  gründlicher  Betracbtnug  als  nicht  haltbar  erweisen,  denen  ■ 

aber  den  Vorzug  u>r  den  wissensdirm  :.:ili.    weil   ni 

meinte,  sie  waren  den  Anfängern  leichter  zug&nglich.     Di 

Praxis,  weblie  gcriiigs.r.luttzig  über-  du    i   irderun 

hinweggeht,  Rudel  in  der  Tal  jetzt,  wti  da«   Studium  der  Mathemai 

an  Bedeutung  nein1  gewonnen  hat,  viel 

■  Rechtfertigung  in  ihrer  gänzlichen  Nichtigkeit  i  ■ 

das*  ilir  ln.Lri-ilii'  Niie.Mii.-Mgki'ii   in  dfr  L-hnveise  als  Schädigung  c 
.    Ent wickelaug  zur   allgenieineD  Verurteilung  gelaugt,    m 
unser  Ziel  sein;  dürften  wir  hierin  den  Kern  ihres  Gcdan 
n  waren  wir  inil  den  Verfassern  eiu verstanden.     Die  Ausführung  n 
Mh«iuN  i  darüber,  nml  gerade  uieht  zu  ihren  gnnrten 

Der  jctxl  erschienene  i  Teil  ist  ein  ideell  .. 
sofern   er  genau  und  vollständig  die  rationalen  Operationen  uinfait 

a)   ist    dir'    rein    arithmetisrhe  mit  sinxessiver  Erweitern 

des  Zahlbegriffs.    Addition,  Multiplication,  Poten*irnng  folgen  einand 
anndttelbar;  auf  sie  erBl  die  iuvcrseu  Operationen  der  bei 

Ssbtraction  und  i>\\W> welche  einzeln  zur  Einführung  der  relatin 

eben)  Zahlen  sowie  der  Null,  nnd  der  Itrflchi    I 
dann  die  Gleichungen   1.  Grades.     Es    wird  beachtet,  daaa  diese 

len    doppelt    ausgeführt    '    je  eine    Operation  ■■ 

Anfan«  ist  die  Lehrweise  gründlich,  mact,  uimsiihtifi.   dabei 
und  leicbtfusslieh.     Zuerst   bei  der  Hlultiplicntimi  der  Negativen 
'■in  falscher  Beweis  auf,   welcher  sieh  auf  ViTlauscbbar]    ■ 
toren  stutzt,   obgleich  diese   nur  für  absolut«  Kahlen  bi 
Bliebe  dieser  Fehler  vereinzelt,  so  würde  mau  ihn  für  foi 
und    um'   dio    Ucherschrilt.    Beweis,   weglassen.       VUciu  i 
duss  die  IJegi'tiiulun^  ibi  Satze    in  ihrer  Auwenduug  auf  den 
terten  Zahlbegrill  von   da  au  durchweg  fühlt 
von  die    Bede,   dass  mit  dem   Zuullicgriff  auch  die    Bedeutung    d< 
Bachstabon  erweitert  werden  muss.   wie   ob  doch  die  AuhY.siiue  ih 
Gleichungen   nubediugl   erfordert       Gerade  hierin   hätte  :■■" 
bereitung    lur   das    bäliuro    Studium   gut    zeigen  kflniicu 
bloss  Hangel  nu  Erklärung  und  Begründung  isi 
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finden  sieb  auch  falsch",  hnniijn'iHk'h  widersprechende  S&tze  tot. 
„Eine  Zahl,  welche  kleine?  als  jede  angebbare  gebrochene  Einheit 
gedacht  wird,  hegest  unendlich  klein."  Da  nach  dorn  Vorausgehenden 
unter  Binar  Zahl  nur  eine  ganze,  gebrochene,  positive  oder  negative 
verstanden  verdau  kann,  so  kann  ohne  neue  Erweiterung  keine  Zahl 
gedacht  worden,  die  nicht  angebbar  sei;  die  in  Rede  A 
soll  ulao  kleiner  gedacht  werden,  ab  SJOgedacfal  Verden  kann.  Nach 
dieser  unfassbaren  Lehro  kann  es  dun  folgenden  Säteen  nichts  hal- 
fen, dass  sie  vorsichtig  genug  ausgedrückt  siud  um  keinen  ferstOM 
kuud  zu  geben.  So  kann  v„  B.  die  liege I  nichts  helfen,  dass  die  Null 
nur  als  Zeichen  für  eine  Unendliehhleine  Diviser  sein  kann .  wenn 
doch  der  Schüler  sie  nicht  als  unendlichklein  zu  denken  und  zu  be- 
handelu  versteht.  Wie  dir  Regel  hier  aufgestellt  ist,  ist  sfe  anrieh- 
Üg.  Wir  können  sehreiben  — Ü  statt  „ist  nneudüch  klein",  ab« 
zur  Mut i\ innig  würden  Erklärungen  nötig  sein,  die  sieh  furAnftngM 
nicht  eignen.  Die  EinwUang  der  Null  statt  der  Dnendlichkleinen 
hingegen  ist  nnr  in  stetigen  Functionen  erlanbt,  nicht  also  im  vor- 
liegenden Falle.  Endlich  ist  das  Symbol  ,',  in  Gebrauch  föi  ebM 
nicht  gefundene,  sondern  erst  noch  /.u  uiitcrsnclieudo  Grosse,  die  ent- 
weder n-f-ac    oder    —       os  ist.      Man   darf  dann   nur    sagen,    eine 

Grösse  habe  die  Form  ";  der  Satz.  (3),  wie  er  hier  steht,  ist  hin- 
gegen irreleitend  und  für  ein  Lehrbuch  überflüssig.  Je  mehr  es  zu 
wünsebon  ist,  dass  schon  Anfänger  iu  der  Algebra  mit  den  äsend* 
lohen  Grossen  Bekannt  werden,  desto  verwerflicher  ist  es,  wenn  Lehr- 
»Seher,  welche  dieselben  besprechen,  den  Gegenstand  in  der  alten, 
unklaren  Weiae  darstellen  and  dadnreh  die  L'ukenntuiss  noch  ver- 
mooren. In  I  LV.  p,  19  ist  gezeigt,  dass  die  Lehre  von  den  Un- 
endlichen kein  schwieriger  Punkt  i--t  und  sich  in  der  Ihr  F.lemeutar- 
lehrbücher  uütigeu  Kürze  befriedigend  behandeln  laset  Jetzt  hoci 
die  Schüler  mit  Andeutungen  abzufertigen,  die  für  das  I 
nmnrrekhend  sind,  laset  sich  durch  nichts  mehr  rechtfertigen. 


■ 

si. 


Koch  mochte  ein  anderer  im  Vorwort  besprochener  Punkt  nicht 
it  der  Ausführung  harmoDJien.  Ea  wird  /war  darin,  enl  ■ 
Absicht  den  Lehrstoff  nicht  zu  vermehren,  eingestanden,  dass  die  An 
wenduugeu  der  Algehra  an  einigen  Stellen  litier  den  hervorgebrachten 
Umfang  hinausgehen,  doch  hinzugefügt,  dass  dieselben  den  Bodeu 
elementarer  Itezcichnuiig  uie  verlassen.  Solehe  Ueberschreitungen 
sind  wol  die  unendlichen  ICeihen  und  die  Determinanten.  Für  die 
Aufnahme  beider  Themata  fehlte  [ödes  Motiv,  Sie  sind  in  Wirklich- 
st 2  neue  Einführungen,  dercu  Fruchtbarkeit  anmeglion  an  den 
'-].■■.■!. II. mi  li-i-niulua  it;. 
ntenlehre  L 


enn  spezielle  Kechnu 
Perspective  des  Anfängers  gesehen,  Im 
Ordnung?!!  ausgedehnt    werden  Bullen,  mir  einen 
Eindruck  machen  können.     Das«   die  Bezeichnungen  e4©jnoutar  » 

.  ■  ffeni 

Im  ganzen  giebt  die  Arbeit  mehr  als  gewöhnliche  ä«lbsUUKbfd 
nnii  Klarheit  kund,  bis  auf  gewisse  Orcnnen  ■■ 

Stofl  vrol  nicht  rechl   henältii  I  II. 

Leitfaden  im-  ■ 
aiiBlallen.    Von  11.  Kocatlor,  Oberlehrer.     Dri 
lichkeSl  der  Figuren     Mit  W  in  dtm  Toxi  wngwirncfcira] 
Hall.'  n,  s     |87S     Louis  Nebttt    4fl  S 

Wenn  wir  die-  lie-diiiununj;  des  Itnehi    darin  ■ 

und  /nr  I  L'liung  Gelegi  nheit  m  gehen,  so  empfi 
ilnrcb    l{i'ii'hh;illij<](i.!ii   ,m    Aufgaben       Der    Lohi 
Aufgaben  vorausgehend,  idchl  Mobs  niemlich  kür».  BOmfern  nncri  bi 

sichtlich  der  Defintli n  und  Beweise  nhno  Sorgfalt  behan 

nineusurabilitai   wird  mit  smi: 

lu'iiii  Bit  ausgeschlossen  m  sein,  weiterhin,  wo  dies  ine 
dankbar  ist,  bleibt  -i.-  uuiirrm'k-.ii-iitki .  .i-r  angefahrte  OiumI  fi 
Ate  Irrationalität  des   Verhalti  und   Durchmesser  I 

unrichtig,  il 

I.'k   ".  -  ■  t  ■  :■ . .  ■  i :  l  ■   .  i  ■  ■  J  ■  i  ■  ■  _■>  i  u  u:i  -  i  ii  iii^.     Von  W  übe  Im   Buukofei 
Professor  am   Progynioasium    in 
Tertia.    "Mit    n,  [I.  Tlieil:   Geometrie  der  Sekunda.    Mit  !i  lithrtßTa 
nbirten  Figurcntafeln.     Froiburg  i    Br.     1S70.     n 

Da»   Unch  üeiebnol   sieh,    wie  es  dem  [,1-ser  sogleich  im] 
ClttgCgeuiriU,  (innli   reiclu-  Ktit.falt.nn}:  des  ■  i  schöpfend 

Vielseitigkeit  und,  wenigstens  im   Anfang,    durch  corrcctcii 
und  klare  Auffassun  den  Eindruck  uutj 

Beherrschung   des  Lehrstoffs   macht,     Ifoinml   dann  raitb 
musterhaften    Darstellung    ein  Pnnkl    vor,    dessen    Behandlung 

kann,    so    «iitl    man    ^eneigl    sein    dorn    Vet 
tratton,     dasti  er    den    Mangel   im    Auge    behalten,    die    Schuld    i 
weitem    Verlaufe    abtragen,    kcinenfalls  aber    das    utuui 
stimmte   zur    Basis   wichtiger  Folgerungen   nehmen   wird, 
guten    Erwartung    findet     mau    sieb    sehr    gel  i  i 
einmal  au  Bündigkeit    fehlen,    so  schreitet   er  auf  demselben  We, 
fort,  der  Riss  erweitert  sieb,  und  bald  si  ■  ■■■■te  logische 

Kluft  unter  der  Decke  der  bestechenden  Syst;  ;,  . 
allgemeinen   Anschauung  versteckt.    Ein  solcher 


IM 
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griff  ihr  liii-hiuii^  ]>.<■■  dCrtribc  lieh  niobl  isoürt,  uameutlich  nicht 
ohne  Verbindung  mit  dem  Begrifl  der  Geraden  definireu  li 

man  leicht  eilt,  und  Wird  es  gern  :ils  mne  Sache  ohne.  Gcwichl  lnn- 
iichmeu,  dass  liier  di<'  Dutiuition  der  Geraden  sich  auf  den  noch  ganz. 
unbestimmten  Begriff  der  Richtung  stabil  Allein  trägem  Danas  man 
doch,  worauf  nun  diu  Vergleichung  der  Richtungen  beruht  Der 
Winkel  wird  lik-r  zwar  nicht,  wie  es  int'orri'ctenveise  oft  geschieht, 
aln   UicbtungsuiitiTM-hied   beMimmt,   llIi'T  il.ilnv  ein'-  ehmeso  niibraiii/h- 

barc  in  li..'  Bestfmmuugsweise  alt  Uaas  der  Menge  möglicher  Strahlen 
■wischen  beiden  Sohenkcln  eingeführt,  nud  demzufolge  mit  Zahlen  ge- 
rechnet, die  nicht,  exästiren.  In  der  Tat  Mithall  dor  Banse  Winkel 
alle  Strahlen,  die  dem  Toilwinkel  geboren,  und  jungen  lein  Strahlen, 
die  dieser  nicht  hat;  daraus  ralgl  aber  Dicht,  das*  er  mehr  Strahlen 
enthalt;  denn  soviel  man  im  ganzen  Winkel  Strahlen  sieht  !  am  man 
auch  im  TeJlwinkel  denen  Erst  erläutert  durch  anderweite  Betroea* 
tuug  kann  dir  relativ"  Slnthlimmen^o  einen  Sinn  erhalten  D« 
logiacbc  Connei  ^t  verkehrt  dargestellt:  die  (_irrisscn\rr::lM<-j!ine_-  der 
Winkel  uueste  vorher  ans  der  Lage  der  Schenkel  deutlich  sein,  und 
dann  war  die  Betrachtung  der  Strahlenmenge  nberthissig.  Snll  nmi 
der  Winkel,  dessen  Ekkhmtng  wir  einmal  voraussetzen,  zu  Unter- 
K  iin  l'ini'.:-  der  Bichtnngen  dienen,  so  geschieht  dien  uonittolbar,  rann 
nur  Richtungen  von  einem  Punkte  aus  verglichen  werden.  Wie  ver- 
gleich! nun  aber  Uichliingeii.  die  um  verschiedenen  Pun 
gehen?  Diese  Präge  Bbersprfngl  das  Lehrbuch  mit  folgendem,  an 
an  einem  Punkte  auf  einer  Linda  bewiesenen,  dann  als  allge- 
mein geltend  au/geeteHten  Satze:  Zu  jedorRicntung  gieht  es  nur 
ebne  einzige  senkrechte  Sichtung  Ans  ihm  folgt  dann  bald,  dass 
Winkel  von  gleichgerichteten  Sehenkeln  gleich  sind,  und 
lelenavinm  enstirl  nicht  mehr,  Nur  am  letxtere  IHnsion  tz 
also  nmssten  3  Begriffsbestimmungen  dunkel  und  lückenhaft  vollzogen 
werden,    zu    deren    vollständiger    l\!:n  le-uii^   i's   dem    \  irfassW    Redet 

an  Fähigkeit  noch   an    Raum  gefehlt    hatte.     Was  dt  Behandlang 

der  Wiukel.süt/e  den  weitern  lnlu.it  betrifft,  bo  scheinl   dieser  c-huo 
bindendes  Prindji  und   ohne  sichtliche  Begrenzung  so  ausgewählt  sn 
sein,   dasä   eine   recht   ansehnliche    l'ruilui'tmtal    an   Gebilden    durch 
DJabchn  Synthesen  tntnge  gefürdert  wird,  die  der  Schalet 
da*  Beispiel  den  Trieb  data  erweck!  hat,  lcicb.1   beliebig 
kann.     Wo]  Dar,  nin  eine  Sache  von  Bedeutung  nicht   mit  Stillschwei- 
gen w  übergehen,  wird  sehr  baM  die  Coordni&teninethede 
ein    Gebrauch    dWHlbou   komm!    nicht    ■ 
mit  der    Lehre    von    der    R  «dum  gidc  hin 

/weite    beginnt,    mit    der    UaiajBBnaM)Ctiun    n 
bis  z.ur  Krci 
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Lehrbuch  der  Elomentar-Matuematik      II    Theil.     1..  I 
Elementar-Geometric   für   den   Sehnlgebrnuch.    Von  Johann  Karl 
ckor,  Professor  der  Mathematik  und   Physik  am  Gymnasium  in 
W-Ttli.'iiii   um  Main.     Zweites   Buch ;    Das  Pensum  der  Oborsreund* 
Ebene  Trigonometrio  und  Planimetrie,  zweite  Stufe.     Mit   ■ 
uckten  Holzschnitten      Berlin  1878.     v. 

Der  Verfasser  hall  es    nach    eiguuer  Erfahrung    iu    30  jährigen 
l'nterricht.  für  höchst    förderlich ,   wenn  die  Seh« 
Banden  haben,   das  für  Selbstunterricht  vullkomni 

du  aus! 
bearbeitet     Es  enthnlt  nichi  bloss  di 
Heb  viele  instruetivo  Satze,  die  man  als  Anwi 
auffassen  könnte,  in  den  Lehrgang.    Diu  Ded 
den  Eindruck  der  Eleganz  und  der  Systematik  als  vielmehr  der  n 
liebes,  langsam  eil    Entwiekeluiig  mü  einer  Stufe,   »o  fJlgemeiM  1 
griffe  and  umfassende  Anschauungen  nicht  vorhanden  sin  l 
IM  iIit  I i<-:h-1ji.-i r <i hl; .  welche  schon  die  vorausgehenden   F 
nnuatwerka   auszeichnete,    eharakterisirl    auch    den    neui  i 
ras  :'  gesonderten  AliieilonLni,  ■liim  Themata     ■ 

ii  tri«  behandelt  der  Hiihe  j 
die  Goniometrie,  das  breieck,  des  Viereck  und   Vieleck 
gnheu   folgen.     Die   zweite   Abteilung  enthält  dii 
projeeti  vischen  Geometrie,  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mil  Uehungs- 
Lehranstalten.  Von  I)r.  Tb.  Spicker,  Überlebt 
U  Potsdam.  Mit  vielen  in  deu  Text  gedruckten  Höllisch 
zehnte,  verbesserte  Aurlage,     Putadam  1S77      Aug.  Stein 

In  der  neuen  Auflage  ist  au  einigen  Sollm  die  Wirtfassung  ti 
lindert,   einige  Aufgaben    und  Figuren  sind  hin/:; 
Rteres  von  der    Erklärung  des  Kreises  gilt,   so   «  i 
an  der  Zeit   gewesen   die    w»i   Euklid    vererbte. 
praktischer  Hinsicht  unvernünftige  Definition    dos  Kreises  als  Fll< 
Itatl  als  Linie  abzuschaffen.    Der  Laie  und  Auf 

eine  Linie,  in  der  Schule  wird  erst  von  ihm   rerl 
er  es  nur  für  die  Flüche  gehrauchen  soll,  doch  nur  in  der  Erklärung; 
h  deutet  Kreis    wieder    durchgfl 


Litt 
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gang  i.m  Schlüsse  der  Kreislehre,  bei  der  Inhaltsbureibnung.  kunimt 
ciomal  die  Kreisfläche,  vor,  und  hier  findet  es  jedermann  nötig  zur 
Deutlichkeit  Krefefbcke  tu  sagen.  Sc  wird  denn  gedankenlos  der 
Schüler  mit  einer  falschen  Correction  vexirt,  die  gleich  nachher  ausser 
Geltung  kommt.  Eine  wesentliche  Lücke  ist  bis  zur  neusten  Auflage 
stehen  gehlieben:  es  fehlt  die  Definition  der  Grösse  des  Winkels,  diu 
sieh  doch  sehr  leicht  geben  t&flBt,  indem  man  den  kleinem  Winkel 
zum  Teile  des  grossem  macht,  Dasa  die  Erklärung  des  Winkels  als 
Kiebtungsuuterschied  nur  das  Motiv  zur  Einführung  des  Begriffs  au- 
giebt,  nicht  aber  den  Liegriff  bestimmt,  Kann  doch  wo!  Keinem  ent- 
gehen, der  es  lieh  überlegt  Im  vorliegenden  Lehrbnche  dient  das 
Übet  dem Vflnkclbegriff  waltende  Dunkil  zur  Ersi_idcicimn:_<  eine-,  an- 
geblichen Beweises  lue  dm   l'aralleleiisat/  11. 


Dr.  t  erdinand  KommereU'*  Lehrbuch  der  Stereometrie, 
Vierte,  umgearbeitete  AuHajn-  Herausgegeben  von  Dr.  Guido 
Hauet,  Professor  au  der  König!.  Baa-Akademie  tu  Berlin.  MD  M 
iu  deu  Text  eingedruckten  Holzschnitten.     Tübingen  1878.     H.  Laupjj. 

■2i:>  3, 

Schon  die  2.  Auflage  ist  nach  dem  Tode  des  Verfiwsera  von 
Ilauck  herausgegeben,  doch  lial  derselbe  in  der  zweiten  und  dritte» 
noch  Grund  gefunden  von  tiefer  eingreifenden  Acnderungen  abzu- 
stehen, so  wtüueheniwert  ihm  auch  manche  gewesen  wäre.  Erst  in 
der  gegenwärtigen  Auflage  dorren  wir  die  Gestell  sehen,  wie  sie  in 
jeder  Hinsicht  der  Ansieht  des  Herausgebers  entspricht  Hervorge- 
hoben sind  die  Neugestaltung  der  Fignren  und  die  syal 
Ordnung  in  keinem  Stocke  Ist  letztere  w  notwendig  als  in  der 
Lehre  von  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen,  weil  mit  dieser  der 
Schüler  völlig  vertraut  werden  mnss,  woiu  die  vollkommenste  I  eher 

htlichkeit  unentbehrlich  ist      E-  war  daher  eine  durchaus 
orbesflerang,  die  Sitae  Ober  die  pnrallole  Lage  Buaaro u  voran  m 

dien  und  die  Ober  die  Benkrechta  and  geneigte  Lage  nachfolgen  zu 

,  eine  Anordnung  die  auch  den    Deductionsc im  erleichtert. 

Wenn  aussen  lern  Krlihn mi^in .  Lehrsätte  und  Aufgaben  iu  3  geson- 
derten  Abschnitten  reroiuigl  sind,  so  rechtfertigt  sich  dies  wol  da- 
durch, das?  man  jede  Aufgabe,  die  sich  au  einen  Lehrsatz  onscblieast, 
im  Unterricht  vorausnehmen  kann,  .Nur  kann  man  in  Betreff  man- 
cher Erklärungen  wo!  Bedenken  haben,   ihnen   einen    Platz   vor  den 

ihra&txen   anzuweisen,  die   ku  ihrem  V.rstiinduis«  notwendig   sind, 
zweite  Bach  handelt  von  den  krummen  flachen,   Umdj 

linder,  Umdrohungskegal  und  Kugel,  im  Siune  der  Placken  m  ver- 

'heu.   Jus  dritte  von  den  Polyedern.     D«r  grosste,  er  tc  Abscbnitl 
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!  ein  Anhang,   welcher  die  L'ibungsaufgahm  eotbJüt 
H 


Elemente  der  Mathematik  fttr  gelehrte  Schal« 
-tinliiiiM     Von  Dr.  .1.  Wor| 

Acadrime   nud    am    Friedrich- Word«  im    m 

Hefl  -  Stereometrie.    Mit  56  in  den  Ti  « 
Berlin  1878.     WeiönMUn 

Die  Anordnung  des  Lehrstoffes  ist   folgende.     Zuerst  winl  vi 
ständig    die,   Lehre   von  der  relativen   ! 

behandelt;  einig«  metrische  Coaacqiieniej]  schlie&aen  sich  durau. 
werden  Flachen  in  'S  Beziehungen  nach 
Kugel,  Kegel  und  ly  lind  er   zuerst  hinsichtlich  ihrei   Schi 
Uaaichtlicfa   der  Volumina  von   ihnen  begrenzter  Körper,    dann  I 
sichtlirb  des  Inhalt«  der  Oberflächen  letzterer,    Zu  den  an 
Körpern  werden  auch  Pyramiden  und  Prismen  liin?a  genommen. 
taste,  knrse   Capitel   behandelt  diu   Po  ien  ist  richt- 

Uafa  riel  Fielst  darauf  verwandt,  I ogi seh a  Erfordern 
der  Beachtung  entziehen,  m  enthüllen,  zum  Ausdruck  zu  bcil 

enugen       Das   bei   den    Foly  v erfahrt« 

vereinigt    deren    Eigenschaften     und    quantitative    BctthnmMwta    i 
emer  um  tan  senden  Theorie  mit  Umgehung  aller  Speeialbeiracbtonp> 

1! 


Lehrlmch  der  Physik      Mit    einem  h.  Hrhrvn 

d«  i  semio  and  der  mathematischen  Geographie.   Von  Petor  Hfl  neb, 

Dircctor  der  Realschule  erster  Ordnung  /u   Münster.     Mit  317  in   den 

uckten  Abbildungen  uud  einer  Spectraltafel  in  Fat 

vermehrt    und    verbesserte    Aullage.    Freiburg  i    Bi 

H'rdev      871   & 

Die   2.  und   3.  Autlage   sind    in   den    litt     Her.  817    und   Jll   haa> 
Bproehen,  4er  Anhang  in  241.     In  der  ; 
labten  der  mathematischen  Geographie  hin/n  gel 

Kracheinangen   au   Erde,    Sonne,    Mund,    Fi- 
Planeten,    deren   theoretische  Erklärungen  und    einige  Folgcruugu, 
alles  in  gröBSter   Kurze,  aber  mit  den  notwendigen   Zahlenangabi 
auch  werden   manche    Berechnungen  mit  Hülfe  sphärischer  Trigoi 
"  'o  gezeigt. 
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lulpbvsjk.     Bearbeitet   von   AHicrt  Trappe,    Professor    uud 
Pronator  an  der  Realschule-   am  Zwinger  zu  Breslau-     A<  I: 
■'  1(1-  rarbeasette   and   vermehrte  Auflage.    Mit  253  in  den  Text  ge- 
iruckten  Abbildungen.     Breslau  (1878)  Ferdinand  Hirt.     312  S. 

Die  7.  Auflage  ist  im  286.  litt.  Bericht  besprochen.  Im  Vorwort 
der  gegenwärtigen  rechtfertigt  sieh  der  Verfasser,  das«  er  namhafte. 
in  Reconsioneu  gemachte  Ausstellungen  nicht  berücksichtigt  habe.  In 
den  2  angeführten  PuuUten  handelt  es  rieh  um  Fragen  mathematischer 
Richtigkeit.  Hier  ist.  eine  Autwmt.  nie  sie  der  Verfasser  g 
uud  seine  Fachgenossen  hätten  keine  Unrichtigkeiten  entdecken  kön- 
nen, nicht  am  Orte.  Hatte  er  den  gerügten  Fehler  bezeichnet,  SO 
wäre  ilie  Frage  sofort  entschieden  gewesen.  Hätte  aber  der  Roceu- 
sent  eine  Darstellung  unrichtig  genannt  ohue  den  Fehler  anzugeben, 
hätte  der  Verfasser  (fiese  Unterlassung  rügen  können.  Da  8r  diel 
tobt  tut,  liegt  kein  Grund  vor  umnehmen,  d"89  er  den  gemeinten 
Fehler  nicht  gekannt  habe,  vielmehr  kann  mau  die  Antwort  nur  als 
eiue  ausweichende  ansehen.  Von  deu  im  Archiv  gemachten  Aus- 
stellungen wird  der  Verlasser  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  zu  unbe- 
stimmt ausgesprochen  Beden.  Der  bische  Sab,  dass  die  Centrifugal- 
kraft  die  Centripetalkraft  aufhöbe,  ist  in  der  Tat  weggelassen;  auch 
bat  fantiseh  der  Verfasser  ersten  als  Kraft  nirgends  in  Rechnung 
gebracht.  Aber  er  hat  es  mit  keinem  Worte  dein  Schüler  gewehrt 
diesen  Felder  zu  begehen  und  denselben  in  der  Meinung  gelassen, 
data  die  Ceu  tri  fugal  kraft  eine  Natur  kraft  sei,  während  sie  eine  blosse 
substituirte  Rech nungs grosse  ist  Im  Archiv  steht  nicht,  wie  der  Ver- 
fasser vermutlieb  aus  einer  andern  Reeension  citirt,  dass  .-<  ii 

die  Existenz  des  Schwerpunkts  auf  schwachen  Füssen  stehe;  viel- 
■hr,  dass  eiu  soleher  gar  nicht  versucht  worden  ist  und  sich  doch 
hätte  geben  lassen.  In  der  Tat  ist  mit  keinem  Worte  der  Frage  ge- 
dacht, ob  sich  die  vom  Aufhüngepuukte  gezogenen  Verticalen  bei 
allen  Lagen  des  Körpers  in  einem  Punkte  treffen;  daher  kann  von 
Reweis  nicht  die  Rede  sein  Fand  der  Verfasser  den  Beweis  üu 
schwierig,  so  musste  doch  der  Säte  als  ein  nicht  selbstverständlicher 
um  der  Klarheit  willen  ausgesprochen  werden  Ferner  ist  darauf 
hingewiesen  worden,  dass  die  Priiicipicn  der  Lehre  von  Bewegung 
und  Kräften  in  wesentlichen  Punkten  lückenhaft  sind.  Es  kann  nicht 
genügen  zu  sagcu,  dass  ein  Körper  aus  Ruhe  tu  Bewegung  und  aus 
■  ii  Ruhe  nur  vermöge  einer  Kraft  übergehe»  kann.  Für 
[es  I  ulkende  ist  der  Satz  notwendig,  dass  ohue  Kraft  kein  Be- 
cguugszustaud  geändert  »erden  kann,  es  muss  erklärt  werden,  was 
'guiigs/ustawl  ist,  es  muss  endlich  die  Abhängigkeit  der  Aeude- 
i  voporüonaliUt  mit  der  Zeil 
tum  Ausdrack^|        |SBfe^H^|iUltJ*j^Barbcitting  so  viele 
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inbeacbtet  geblieben  sind,  ^.-   wunle   ■ 
mitoro  VerbeMerangen  in   fm  il. 

Gnmdriss   der   mathematischen  Geographie.    Zum    fj< 
bfiberen  Lehranstalten  bearbeitet  von  Friedrich  Hofmami.   I 

'    Mathematik  im   k,  Gymnasium  tu  BayreuUl       Mil 
Btaiodnwktafabi     Zweit«,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,     Hay- 

l.r.i.i      88  S, 

i '.i     Buch  lehrt  in   zusammenhangendem  Vortrag   die 
■ttmHumgan  auf  der  Erde,  •  i» *_■  Himmelserschcintiugei),  sowi 
auf  (im  Eintiuss  uml  Anwendung  sind,  neust  popnlareu  Krkläruugcu, 
niiL  Voransse  t/un;;  der  sphiimeheu  Trigonometrie,  und  (Ui 
rechnung.     Dann    folgt    eine    reichhaltige    Sammlung    um    Anfgi 
[edtr   \ri     Vorzüglich  sin.!  ps  die  sphärisch  trigonomctrii 
gaben,  wclehe  in  der  neuen  Annage  vermehrt  word 
in  der  Bearbeitung  ial  sehr  anzuerkennen, 


Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  au 
mmhematiscbcB  I  nterrichts  au  Gymnasien  und  Itcais- hulen  entworleu 
..ui   Friedrieh  Hofuiauu,  Profestor  der  Mathematik  am  k.  Grin- 
■uitnn   m  Bayreuth.     Mit   436   Figuren    auf  38   Tafeln.      Hayrcvtfc 
1878.    Grau. 

Es  siud  dies  die  für    den   Schulunterricht    in    der    I  : 
Stereometrie,    Mechanik    und    mathematischen    Gcographii 
liehen    Figuren,    ferner    die    auszuschneidenden    Setze    um!    Modelle. 
Voraus  gebt  das  Verzeichnis«  aller  Masse  in  Millimeter,    a 
jene  übereinstimmend  entwürfen  werden   kennen.  H. 


Die  wichtigsten  Sülze    und  Aufgaben  der  FIanimetri> 
brascb   an   höheren   Lehranstalten  zusammengestellt  von  Friedrich 
Hofmaun,    Professor  der  Mathematik  ani   k.   Gymuaaiuu 
ronth.    Zweite,  vermehrte  Auflage.  Mit  17  Steindrucktafeln 
1877.    Heinrich  Grau.    66  8. 

Da»  liueb  enthalt  auf  den  ersten  L'V  Seiten  den  Inhalt 
miiieir-ir  in  Sülzen  forinulirt,  die  sowol  Anordnungen  als  I" 
und  Lehrsatze  ohne  Beweis  ausdrucken.     Die  eiu 

verdient    Anerkennung.    Ein  wichtiger  Säte,   den 

vermis&t,  i<.t  der,  welcher  die  Grosscnvcrgleictning  .; 
ingieU.  Der  übrige  Teil  ist  eine  geordnete  [leihe  von  Cun  I 
aufgaben  mit  numerischen  Uati«  U 


UtararüAtr  Bsrkk  CCIJ.  %$ 

Arithmetisches  und  nlgebraiflehea  Debnnguboch  mit  wsgeftthrtaB 
Musterbeispielen,  2000  Aufgaben  enthaltend.  Zum  Gebrauch  an 
Lehrerseminarien,  Mittel-  und  Gewerb«chulea,  wie  auch  u  höheren 
Lehranstalten  bearbeitet  vun  \V.  Adam,  Konigl.  Seuiinarhhrer  in 
Nen-Buppin.    Nen-Ruppin  1876.    Rnd.  Potrenz.    103  S. 

■lies  dieselben,  liier  bis  aut  die  genannte  Zald  vermehrten 
fgaben,  weiche  des  Verfassers  Lehrbuch   der  Buchstabenrechnung 
Algebra  enthält.     (8.  litt.  Bot.  281.  p.  30.).  H. 


Auf, 

... 


We  erste  Stufe  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  Reiben- 
folge  methodisch  geordneter  arithniütiM'hLT  und  fteumetrisehcr  Auf- 
gaben dargestellt  von  Christian  Harms,  Professor  an  der  Real- 
■chnje  in  Oldenburg.  11.  Abtlieihmg.  Geometrische  Aufgaben.  :'.  d- 
Auflage,    OMenburg  1877.    öerbard  BuiÜBg.    98  S. 

Die  erste  Abteilung  ist  im  litt.  Ber.  219.  besprochen,  in  der 
Anwendung  der  daselbst  für  die  Mathematik  entwickelten  Methode, 
welche  durch  Fragen  mr  Beobachtung  nod  zum  Verständnis«  binzu- 
lcilen  sucht,  auf  Geometrie  eröffnet  sieb  ein  noch  viel  weiteres  Feld. 

indem    die  Coustrnctiousfürdennigen    EU    den    Fragen    hiouukon U, 

L'eber  den  Erfolg  mögen  diejenigen    urti.'ilen,  welche  die   Antwort« 

HdiT  Schuler  zu  hören  Gelegenheit  gehabt  haben.  II 
Rechenbuch  für  Gymnasien,  Realschulen,  Gewerbeschulen,  höhere 
Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Christ  Harms.  Profei  
der  Realschule  in  Oldenburg,  und  Dr,  Alb.  Kallius,  Oberlehrer  am 
Kunigstadtiscbeu  Gymnasium  in  Berlin.  Sechste  Auflage.  Oldenburg 
IB7B,    Gerhard  Stalling.    26S  S. 

Das  Buch  ist  in  der  neuen  Auflage  uuveriiudert  geblieben.  Be- 
simderbeiten  .sind  nicht  zu  nennen,  als  etwa  dass  diu  lubaltshcreeh- 
nungeu  recht  reichlich  berücksichtigt  sind.  Den  Beispielen  gebt  keine 
Anleitung  vorher.    Die  Resultate  werden  getrennt  ausgegeben. 


Elemeuie  der  Mathematik.  Bearbeitet  von  Kur!  Sinne  in 
Friuistadt.  Erster  Tlicil:  Geometrie.  Zweiter  Ttioil:  Allgemeine 
Zahteßlehre.     Dritter  Thefls    Ebene  Trigonometrie.     Berlin  (I)   1878. 

IM  |  ist!'     Wiegudt,  Hempel  und  Pnrey.    138  S. 

■iii"i    i.  ii  dun  li   logische  Strenge  in  hohen  QnAc 
■  Kürze  ist  mit  üöcbsl  anerken  ■ 

um  gründlichen  Ver- 


■ 

sUtiJniBs  nctwwdigaa  Glied  fehlt.   Viel«  .\nsiokrai 

:.  aber  diu  gegebene  Weisung  ist  stets  derart,  du 
Weg  kein  Zweifel  sein  kann.     Der  I.  Teil  enthalt  die  G>.' 
Bbe&o,  vollständig  in  der  gewöhulichen  Ausdehnung.    Dil 
aufgabcu  sind  ani  Sehiuss  zusammen  behandelt.   Die  allgemeine  Zahl-  u 
lehre  Isl  d.uJi  der  rein  arithmetischen  Methode  beh&ndeM  bu 
■  :■■  7  Operationen.     Die   Rechntng  nK  BrOefa« 
wl    DioLc-hrc  M.ni  den  Gleichungen 
i  engem  Sinne  sind  ausgeschlossen,     In  diesen 
i  im  Gedächtnis*   zu  behaltenden  Formeln   /u   Anfang     ■ 

1! 


Bajnmlong  trigonometrischer  Aufgalieu.  Von  W.  GalKukamr 
Direktor  der  rYic^ricAs-Werdcrsckcu  Gewerbeschule  in  BerUn  Zweii* 
verbesserte  Auflage,    Berltn  i^th.    Pkdto.    99  S. 

inscbnltte  de«  Buchs  enthalten  nach  einander:    Aufgaben 
im   Einftbutig  der  numeri  sehen  trigonometrischen   Hcdiuuugen    mv4 
ihrer  einfachsten   Anwendungen  auf  Dreiecke  und  Vierecke,  trigono- 
metrische Behandlung  luaatnmengesetiter  Dreieck 
trteoiH  Relationen,  Aufgaben  aus  dar  snhärtacheu 
Schluss  stehen  die  Resultate   der  numerischen  Aufgaben 
gaben  sind,   ohne  den  Gesichtspunkt  des   Fortschritts  vom  leichter» 
i  Schwerem,  si>  gruppiit,  ilass  das  sachlich  nächst  Verwandte  zu- 
sammen gefasst  ist.     Es  wird  kein  bestii  n 
beispielsweise,  outhalte u   des  Verfassers   „Element 
(Iserlohn.     Iiädeker)  die  erforderlichen  Lehren  II. 


Lüfrmri'trhtr  Bericht  CCL1I. 


Litterarischer  Bericht 
com. 


Geschichte  der  Mathematik  und    Physik. 

Zur  Geschiclite  des  Mal  fatti' sehen  Problems.     Von  Dr.  Armin 
Vittstein.     Niirdliugen  IST«.     C.  II.  Book.     27  S.  «ml  2  Fig.  Tuf. 

Diese-  Schrift  sehliesst  sich  au  die  frühere  desselben  Verfassers 
icsehicbte  des  Malfatti'schcu  Problems.  München  1871.  Scburich" 
Letztere  enthielt,  wie  wir  aus  dem  Jahrbuch  BbeT  die  Pwt- 
schritte  der  Mathematik  entnehmen,  zuerst  die  Malfatti'seho  Lösung, 
die  algebraischen  und  trigonometrischen  Lösungen  von  Gorgonne, 
Lnverne.de,  Tedeiiot,  Lehmus,  Crclle,  Gruuurt,  Senefflef,  S<  -hellbadi, 
Cayley  und  Zorer,  dann  die  Lösung  Steiner's  nnd  eine  Kritik  dar  von 
Adams,  Zornow,  Plücker,  Quidde  und  Binde  dafür  gegebenen  Beweise. 
Das  Folgende  betraf  die  Sleiuer'sclie  Erweiterung  der  Aflflgibti  auf 
den  Kaum  und  die  darauf  bezüglichen  Arbeite«  TOB  Schollkuli,  Ciiyley 
und  Clebsch. 

Dio  gegenwärtige  Schrift  beginnt  mit  Nachtrügen  zur  ersten, 
welche  ausser  VurvoUMandigutigeii  der  Mitteilungen  eine  neue  Lösung 
von  Lecbinütz  nehst  verein  facht  er  Darstellung  von  Catala«  MUtfttMB. 
Der  liauptteü:  „Seit  dem  Jahre  1871  erfolgte  Bearbeitungen  itt  Hu- 
faelicren  und  allgemeinere,  ti  Problems  für  die  Ebene  nnd  ä 
—  besteht  ans  2  Abschnitten,  deren  erster  über  die  .imilytischon  Lfj- 
suugen  berichtet  Mertens  (Oclle.  J.  LXXVI.  1873.)  zeigt,  dass  die 
Malfatti'sche  Lösung  wörtlich  fhr  daB  sphärische  Dreieck  gilt.  Simons 
(Bruxelles,  Bull.  d.  Ac.  R.  (2)  XXXVIII  1871)  ; 
niiition,  welche   i 


■ 

i    Krei«  .hu  den  MalfnitiVien  Mterftllirt,     i  ,.uhn  t 
i'iufaclit   ilip   LeehmfltzVIi!'    I  ■"> 
7.   XXI.  297.  1876.)  wendet  mit  Vorteil 
-'.  Abicbnitl    berichtet   iiusfllljrlidi    nl»  i 

weise  der  Steiner'selioü    Coustiuctiow  n  ■  .n.  Mon.it 

(Ardi     LT,   211.    1873)    mil    Hnlle    P]  ■ 

■   Ite   von   SclirAtir   r<  r.M.-  .1    I. XXVii     ■ 
der  Bteiner'schen  Forderung  gerecht  geworden 
Zusammenhang  mit  den  von  Stein«'  «dlwl  von 
tarn  Sätzen  stobt      IflfolU'i  f<  !*•!>»«  h 
LTD    '-  1874.)  ist  der  erste,    welcher   eiunu   i   i 
■    Steiuer'sckcu   Coiistrnctiun    der   itwi  i 
Aufgabe  beigebracht  hat.     Ohne  dir  dabei  g<  Li- 
langt  Godt  (Crclle  .1.  LXXXIV.  259    11 
SeUngg  Bind  die  Hauptaiigabpu  über  das   Lehen    ii.ii.nin  Kram  Jow 

rar*,  nsainmengcstellt,     Hie  atiBfükrlh 
powxunpagai  Bull.  l.\    Ml,   1876 )  qIk-i  data  tb> 
IM  sein  Verzeichniss  dw  Schritten  über  die  Malfa 

unvollständig:  c-  foulen  darin  die  Arbeite a  fcfendthul 

(User  2  Arbeiten    von  Adams   l   die  Abhandlungen  \nn  l,txbm*u 

i  Afiolter 


iii-[  beginge]  der  kleinste  Werktag  ii 
tergeHjkingen   van   Ugrenge  on   Hamilton      loadsmisci 
van  A    Kenpe,    Leiden  1878. 

Die  vorliegende  Schrift  Iftsst    >itli  nl-  >-\ \<   ■ 

w-lirii   betrachten !  sie  stellt  die  Eutwii  In 
sten  Wirkung    ton   ihren  Auffingen  bis    iml  die  neuste  Zeh  mit  vol 

itandigcm .    ausführlichem   Einteilen    Icu   naclillcben 

Dm  erste  C'apitel,  „geschichtliche  Einzelheiten**,  bandelt  aar  um  ji 
■■"Uli.  ii.ii   Vm-güiigcn,  nämlich  zwischen  Hauperliu*  tind  K 
übrigen  I  Cftpitel  enthalten  einzeln:  die  frtllnm 

dps,  die  von  Lagrange,   die  von  Jacobi,  dos  Primel] I 

gungsglciehuiigcu  von  Hamilton.    Mir  Anfang  wird  hier  nicht  in  V.nUr 
amderu  in  Maapertuis  genommen,  und  zwar  wird  vondei 
dea    Princips  auf    Hcrleitnng  der   Gesetze  der  '  : 
gangen. 


i  i;iui  b.iti  ikU   Hiudi'gn.     I'ietru  Maggi.    muh 
?eroneBC  (1809-   1864).     Verona   187! 


40 

■:'  Tri!  des  l'iniis  lutluli.  die  Lebensbeschreibung  des 
twoite  stellt  Ihn  als  Mathematiker  und  Physiker, 
r  dritte  Bit  Biebtoi  dar  Geboren  1809  in  Verona,  empfii 
jolbsl  Unterricnl  nach  einander  imf  -  Gymnasien,  und  besuchte  dlUM 
las  Lycäum;  von  1827  an  stndirte  ur  Mathematik  zuerst  in  Padna, 
tann  in  Paria.  Die  ■  ■  i  ■  ü  Fnn-hi''  -=-L  m  t-  Studien  erschienen  i  H.H;' 
i  der  ZettBChrift  Poligrafo;  1635  ward  or  Mitglied  dei  Ika 
■iiiiii,  1844  itrs  Isiifuiii  Veneto;  1850  begann  er  Beine  Tätigkeit  an 
l!uiu'i-si!;if,  im  er  1858  ümn  ordentlichen  Professor  ern&uti 
hhi'i.L  l»io  vorausgehenden  Jahre  brachte  er  mit  eigenen  ätvdien  BB- 
.■haftigt  auf  BeJnem  Landgut  Teil  der  Erjslhlttög 

betrifft  diu  politischen  Begebenheiten,  welche  aui  isi*  folgten,  wäh- 
rend deren  die  Rimilie  Maj^i  knie  Schicksale  rrduhlcte,  und  Giuseppe 
M.,  ein  Bruder  des  I'ietre,  mehrjährigen  Leiden  im  Gefaug 
Vou  der  wissenschaftlichen  Tätigkeit  des  Pietro  Maggi  wird  im  -'. 
Teile  besonders  Beine  Beteiligung  an  der  Gründang  der  clefcbrady- 
uimisi'lieu  Theorie  neben  Ampere,  Faraday,  Nobili  u,  A.  ausfülir- 
iclin-  dargelegt      Beine  Aufstellung  ward  später   von   Bold 

i  gebogen,  von  Bellati  und  Totulinsou  auf  Grund  uener  Experi- 
mente autreelit  erholten,     Ferner  hat  er  nur  Erklärung  d> 
nwebweife  und  des  Nordlichts  litterarisch   mitgewirkt,    ü 
tor  ntoleeiilareii  Begründung  dei  Chemie.    Die  Elektrodynamik  fahrte 
i  auf  geometrische,  nämlich  HftchenthoorctiscJte  i  uterauohungen,  die 
weiter  und   weiter  verfolgte.    Auch  über  Töne  und  Farben  and 
■  Interferenzen  beid  ■  bachtnngen.    DatVci 

leitier  Schriften,   in   welchem  die  Fachet    hk-Ih    ■ 
lehr  mannichinltiyi    chuniktenstiseh    «t  wol,   dass  er  mit  einem  un- 
eingeschränkten Interesse   lieh  fremden  Bestrebungen  anschlieast,  iu 
tensobon  aber  selbständig  nroductii  niwcrke  geht.  H. 


Bulletin«  cÜ  blbliografla  o  di  rtoria  delle  seiende  ten ibe  e 

triebe    pnbblicato    dt)    II.   Botieompagiti.     Tom«  XI.     Ron 
"ipugratia  deUe  Bcionste  matematlcas  •■  fisrehe. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7  Heft,    D.  Bierons  de  Haan;    Notia  ober  ein  holländisches 
mathematisches  Pamphlet  betitelt:  ,,llril  voor  de  Amsterdam 
geometrieten". 


Losung  der  Quettion  391  iler  Noavelle  Corrapondanee  matliimwiqn" 
IV.  264.  gestellt  von  E.  Lucas. 


rni:    Historische    Notizen  tiber  & 


9.  lieft      Raffaello   Cav 
Kriimliinp  dei  Thermometers. 

1U.  Heft.     B.  Boneomnagni:    Ueber  2  Briefe  des  Abtes D« 
Beaedette  Castelli  au  D.  Ferdinande  Coearini.    Wertlaut  der  Briete, 
angedruckter  Artikel  aus  den  Werken  des  Conte  Giovanni 
Maria  Hazzncfeelli,  beutelt  ..Nie  BebriftsteUer  IttKeu^'. 

Jl.  Heft.    Antonio  Favaro:  Uebcr  du  Leben  und  die  malke- 
matisch-physikaliseucu  Schriften  von  Hermann  Grassmanu   —  A.  Fa- 
i.iiti:  Rudolf  Wulfs   Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland, 
neuere  Zeil.    Ifi,   Band.    Geschichte  der  Astronomie      Manol 
i:.  Oldenbourg,  \.    Favaro:    Grundlinien    der    mathei 

Geographie  und    elementaren  Asln nie   zum  Gebrauche  i 

■tittelachiilklasscn    und   bei   akademischen   Yoitrii«i  n       Von    Sugmui 
Günther     Manchen  I87K     I  heodor   Ukennant 

li'.  linl't.     Edouard    Lucas:    Leber  diu   recurrante  Reibe  1« 
Fermat.  Antonin  Fnvnro:  Ge«ehirbte  der  Mathematik  nu  di 

i  niversitftt    Padua,    Brief  an    D,    l;.    Bon* pagni  Giovani 

■■ ' ;    Elemente    der  Theorii    dei     l  «terminanten    mit    vieh 
PtfrtMgsaufgflbrii  von  1\  Maiisiun     Leipzig  1**7P.     B.  G 


l'ublirariinisvei 


■  'ii-lini 


ml  IS    II.  li 


Sinuoff  TOfüi 


lies kes    licraiisne^elii'n    i:-l    der    von    . 

Sokrolog   des  Joaepb    iwanowilwli   Snmon      Li 

i  Dorn  Otrada,    District  Klin,  Gonvernenieut  Moskflll, 
mOgendon  Eltern,  vom  Ynier  inr  den  Ahniiudicn-si  besiimi,  ■ 

dem  Gymnasium  de»  Gnus 'meuts  fuv  ihm  Eintritt  in  das  "  adettei 

Corps  vorbereitet,    wandte    sich    aber  ans  eigenem  Triebe  tl   ■ 

•utiachei]  Wissenschaften   ?,n    I    trat    in  dir   ph.vsil tatbemath 

IVidtäi    der  Luiveraitiil    Mosknn  ein,    die   ei    1835  i lern   < 

dos  ..i  andidaten"  vcrliess.   n-i,-i,  i xlinlh  die  ei 

-1-IiiiI'I-iHI.th,  he  Tätigkeit,  die   von   du   an  ituuillorlirocln  II    I 
Ergewnnn  zweimal  den  Preis  Deinidaf,  tttiswrdoto 
Arbeil*;«    verliehenen    Sl     Annen    Orden       Nach    seiin-i 
183!)  ward  er   Lehrer  an  der  Handelsschule.   1*1"  am     ,Iu  I 
in   Moskau.     Nachdem   er   i*ll    prontovirt   hallo,    ward   ei 
Petersburg  .iii  dir  ruivcrsilal  als  Professor  Adjutntits  berufen;  l^l 
mrd  er  ausserordentlicher.   I8ö(j  ordentlicher  Professor,    imu  1 
htns.   doch   ward  Ihm  das   Mandat  '.'■  mal  auf  -•  .labe    i 
t9SJ  ward  ir  corre«voaAvreviÄP&,  UW1  w&^icv&.<a.'%«gta&  «W J 


/;,nri,<  CCUl 


a 


i  Anlauf  seines  letzten  Lebensjahre»  verlangte  er  den  Ab- 
schied  lim!  nr«rd  tan  Ehronraitgliod  der  CnlTOrsiäH  ernannt  Ei'  starb 
Eide  April  i-7''.  Von  leinen  Schriften  sind  sufgefftbrt  10  besonden 
K'i'iiiis^i'^p.bfM  Werk«  in  magischet  Spracht  fftr  russische  Lcliran- 
Imarbeitct,  hüiI  36  Abhaud  langen  in  6  verschiedenen  Zeit- 
steifte*.    Der  obengenannte  Brief   ist  der   Ausgabe  beigefügt. 

n. 

Domonico   Cheünl,    conno    necrologico    per    Lnigi    Crenotm. 
uti  deüa  R.  Accademla  del  Lhicef.    Traneunti  III.    1879. 

Demonice  CheUni,   geboren    ISOä  in  Graguaao  a»J  dem  QebieH 
■  in    l,ii. vi(.  ward    vom  Vater   liir  die  neiMlirhe    (\irrieri:  au'erflebeii. 

ibraid  die  übrigen  Söl fas  Land  bauten,    nnd  lernte  in  Lncca 

Alain.    Sein  Lehrer,   Pater  Puccinelll,  erkannte  sein  wertvolles  IV 
nit,  und  hielt  ihn,  als  nach   dem  Tode  ileE  Vaters  die  Bruder  ihn 

lurflckforderten,  am  Studüun   Fett.     Er  ward  bald  in  i: Priuetea 

[die  Weihe  empfing  er  spater  1827),  studirtu  am  l'ollegia  Snzareno 
von  1818  Mi  1826  and  Seng  gleich  daran!  an  daselbst  m  lehren; 
isjT  ward  it  Professor  der  Rhetorik  In  Kami,  1828  Pi 
Ptdlosonbie  erst  in  Pievo,  dann  iu  ftlalri  Nach  einein  lufenthaltc 
in  Neapel  einer  Cur  wegen  ward  er  1831  nach  dem  Collogio  Naaa- 
reno  zurückberufen,  wu  er  den  l<ohr»tulil  der  Mathematik  erhielt  und 

30  Jahre  laug  inne  Itatte     Hier  irafen  ihn  Jecobi,  I  ..-ji t-Dirichlet, 

: rui .  N'bbii'lli  iiml  Borchardt.  Von  185]  bis  iSfid  war  er  Pro- 
■..i-  der  Uecbaxdfc  und  Hydraulik  in  Uelugna,  rail  1  nterbrcchiui| 
durch  die  politischen  Begebenheiten  Ungleich  seiner  Denkweise  nach 
AuhfiugiT  der  italienischen  Einheit,  fand  tr  sich  als  Prii  ■ 
pflfahtef  den  L8&4  von  Ihm  gefordert!-«  Staatseid,  von  dem  er  bis 
dahin  entbunden  worden  »ai  m  verweigern.  Sein«  Stolle  enthoben 
begab  er  sieh  nach  Rum,  wo  er  1867  die  Professur  fhr  m 
Mechanik  erhielt,  Doch  1871,  naclidcm  Köm  Hasptstadt  war,  mnl 
auch  biet  der  Eid  verlangt  Korne  Zeil  noch  setste  n  seine  Täiig- 
k.-ii  .in  il'T  sogenannten  Vaticaaiachoo  i  aiversitll  fort,  bis  diene  ge- 
schlossen ward.  Am  tö,  November  1878  starb  er  als  Privat-Gelehrter 
Von  1847  au  wai  n  Mitglied  der  Icadomui  dei  Lincei,  von  IBM 
Akademin  von  Bologna,  ron  1863  der  Soofetn  ItaUaau 

geborte  er  vielen  kleineren    Akademie id  Gesellschaften  im. 

leinen  Schriften   sind  52  Abhandlungen   in  ■-  Zeitschriften  und 
i  Werk  aber  rationale  Mechanik  aufgeführt  II. 

Piatons    Ideonlehre   und    die 
ii  luMi      RcctorabeiVo 

■  Iwerl      l"     :(l  S. 


B 


■ 


h)  in   UMi  i  zur  K- 

■ 

Hebte  im  voraus  aln  uek i  setzt,      Di 

.In:   \  crniitletany    bilden  «irischen 

■  Itichtung,  in  wdoliiT  ilio  deine  eil-. 

Bdnlcb!  »ic  fordere 

Mi)  niniii  man  wol  (reffender  die  Sankj 
Philosophie  geführt  hat.    Wir  brandicn   keiue   \ 
natik  die  uure,  lit< 
;■.  mi  !'■  ■■   [_Ttr.il    k'stimti 


Methode  und  I'rincipien. 

i,:- kric  ijur  tibeue  (Hai 'tri«)  hin A 

telcnlheorie.     \  i>u    r  Med  i  i 

ruphlscheu  Tafel.    (Abdruck  ■ 

Würüburg  für  dos  Stu  Henjabr  i«77  78  I  Wflixfai  r 

\    18  S 


Der   vorliegende  \  i-rsii'  li  ■ 
ml  -i,l,  durch  grosse,   doch    leider  nur  [■inseitig    . 
Ausführlich  keil   ans      I"    ■  I« -n   "i.  iii;,-.,i,n  1'nukten   tidilt   I»  : 
Verfasser    wül    ilimli    \rr.'uideiie    Fiiniinlinnig    -li  s    !»     I-.' 

dOras  (Das  Uanzi!   isi  grössi  i-  ;il-   sein  Teil)  ■  ti  n   ['ura.lL  I 
ttdsbar  machen.     An  d>  sseu  Stelle  tri  i    I 
heinur  mögliiheu  Luge  mit  Anderem  »£■  li  il 

■   einer    möglichen    Lage   das  Andere    ■ 
.  :-  sein   Teil".    Dies 
.  :m   Teile  -ein,  ihi  lull,   nol  ■ 

irklieli  eintritt,    »■cim   2  gl 

äthetikelu  '■■ 

■  \  i  Hassers  nntl   d jcwöhlitl»  u  ni< 

nniir  im   W  iderspnn  li    stuhl 

ii  n    ik'hiiiii.',    und-  ein    e.vacle?    Kriterim 

iebt  gesekebeu;  kein  S,M/  handelt  davon 

'■i  §.    in.   Lebrs.  I.  tKnli!.    I!     Axiom) 

.    n,   der  gegebenen   Lage  Wkl.   ■■    als  Teil  d< 

ein  Appell  au  die  vulgäre  AuüchaHiiu«.  ohne  Lrwtfhnui  ■ 

Kriteriums,  als  solcher  aber  unzulässig,   weil   ■ 


UmmtmoI«!  Bvkk  i  VI. U. 

■i'Aoliniii.'.ln'  i-(     im  wesentlichen  i»t  dabei  4« 
Si'tivjiiii.'vvi'is  geblieben  was  ep  war,   und  hiermit  du  ganze  Unter 
nehmen  verfehlt.  II. 


Begriflssehrift,  eine  4er  arithmetischen  nachgebildete  Formel- 
spräche  des  reinen  Denkens,  Von  Dr.  Gottlob  Frage,  Privat- 
doconteu  der  Mathematik  au  4er  Universität  Jena.    Halle  a.  B.  1*7:' 

I. unis,  Nähert.    88  S. 

Der  Verfasser  will  dir  mathematische  Logik  der  Unvollkommen- 
balt  der  Sprache  dadurch  e ni.ro issen,  dass  er  fllr  die  Begriffe  und 
deren  Beziehungen  Zeichen  setzt.  Die  Unvollkommenheit  »inj  aaueaj 
lieh  darin  gefunden,  äasa  in  der  Sprache  die  eigentlich  allein  zu  be- 
achtenden Elemente  mit  solchen,  welche  nur  der  SatzeenatrocÜna 
nischl  auftreten,  logisch  bedeutungslose  Unterscheidungen. 
Welche  die  Grammatik  fordert,  die  notwendigen  rerdeckon  und  VW* 
bulleu.  Der  Sedankeninhalt  wird  durch  je  I  Buchstaben,  die  Form. 
in  welcher  er  in  Beziehung  tritt,  i'i'1  Bejahung  und  Verneinung,  du 
Bedingtsein,  ilic  definitive  Behauptung,  gesondert  von  der  blossen 
Vorführung  des  Gedankens,  n.  -  «  ilm.li  Mt-iche  he/eie-huet  Fuuo 
lionsbueks  laben  dienen  d;i/u   die  Bubstitttirbarhftil   anzudeuten  und  im 

Argument  dasjenige  ni  beseJcI n,  was  Substitution  zulugst,    WoQun 

wir  das  Unternehmen  beurteilen,  so  »igl  sich  4er  eigentümliche  Um- 
itend,  cnas  sieb  die  iuafahrung  weil  günstiger  darstellt  als  der  ur- 
sprünglich gefasate  Hau  Schon  der  Titel  sprich!  von  einem  „reiueu 
Denken",  und  im  Vorwort  wird  der  reinen  Logik,  welche  von  dar 
besonderen   BeBchaffeuhcil   dei    Dinge  abseilend,   sich  alli  ■ 

runde,  mit  denen  alle  Erkenntnis«  beruhe,  oine  Stelle 
gerfumt  U*  scheint  hiernach  auianglicb,  als  betrachte  der  Verfeaser 
seine  getruUein'u  Anordnungen  als  gültig  für  das  (inhinkcnbereich  <le- 
ganzen  Lebens  und  wolle  eben  fnr  dieses  die  mathematischen  Denk" 
formen  verwarten,  Indes  jener  vererbte  Irrtum  der  formalen  Logik 
l.leiH  ganz  ausserhalb  4er  Arbeil  stehen  und  im  an!  dieselbe  V« 
keinen]  Einfluss.  Der  Verfeaser  gehl  uichi  uiil  vorgefassteu  Ideen, 
louderu  mit  der  onnkbÜgsteD  Beobachtung  nrwerkc;  er  beginnt  nicht 
mit  inhaltsleeren  Formen ,  sondern  beschrankt  sogar  »ein  gegenwär- 
tiges Ziel  auf  bestimmte  Zweige  der  Mathematik,  bo  dase  als 
stets  mathematische  bleiben  Oh  nun  durch  die  erfundene  Formal' 
spräche  selbst  etwas  geteistel  ist.  mochten  wir  iuvwidHu.  Viel  wert* 
voller  erscheint  im-  lue  Kritik  dei  Tiialheuiatischeu  Logik,  zu  welcher 
den  Verfeaser  tetne  Arbeit  geführt  hat.  Kr  ist  dadurch  belehrt  und 
.■■  ii  im  [hm  deutlich  geworden, 
thematischen  Urteil  die  Trennung  veu  Öubjecl  m 
siebt  ig  isti  denn,  wie  er  selbst  tiearbeitung 


Ihrkb    CCII1. 

■  ntgegeugeseute   Ansicht      So   nahe   auch    die  Bettttrl 
scheint   sie   doch   bisher   allen    Logikern   entgangen    2«   i 
Hau  her  z.B.,  dessen  Verdien  Logik 

iu  seinem  Aufsatz  T.  LVI,  p.  26  rühmt .  begehl  noch  iir>u  Felder 
dass  et  Snhject  and  Attribut  scheidet  Dieser  Fehler  «ird  vom  Ver- 
fasser allgemeiner  als  der  bezeichnet,  dass  die  Logik 
pjmar  noch  'ii  eng  an  Sprache  und  Grammatik  augeaclilotstTn  habe 
eine  Hfige  der  in  hohem  Grade  beizustimmen  ist,  sofern  i 
Esngaahei)  charakterisirt,  mir  ■■  i    ilir  Denken 

vuu  der  Sprache  abhängig  machen.  Der  Verfasser  giebt  durch  aefne 
Auffassung  seines  Gegenstandes  au  erkennen,  daas  er  zu  den  wenig« 
gehOrt,  bei  welchen  der  Gedanke  über  dem  w  i  . 

.  tritt  indes  Dicht  bloss  in  den  anfangs  entwickeHe«  Grund* 
nltrnTt,  sondern  anch  in  der  gcsammtcit  Ausführung  zutage.  Das 
Einzelne  übergehen  wir.  Im  gatiien  ist  die  Schrift  als  anregende 
1  bahnbrechende  eine  lohnende  Arbeit. 


Oi  I  qc  8.  Eine  mathematische  Studie.  Wissenschaftliche  Beilage 
roj)  IM  und  11.  Jahresbericht  der  König  Wilhclms-Schulo  zu  Ket- 
chenbach  in  Schlesien.  Von  deren  Director  Dr.  Karl  Uüiurich 
Lierscmann.    i".    77  S. 

Der  Verfasser  spricht  zuerst  von  Irrtümern  und  unnötigen  9afcwfa> 
:n  der  mathematischen  Doctriu.     Er  meint,  im  Bereich  da« 
Endlichen  kamen  solche  teils  bei  einzelueu  Autoren  v«r,   teils  setea 

verbreitet  j  immer  aber  beruhten  sie  auf  Unken) 
gosebick  und   nachweisbaren    Köhlern;    im    Bei 
hingegen   gäbe    es   ernstliche    Schwierigkeiten      Zur   Recht 
dass  wir  auf  die  lan^e  Exjiliciitidii.  iitif  die  Mittel  und  Einführungen, 
durch  welche  der  Verfasser  die  Schwierigkeiten  Überwunden  an  hakM 
glaubt,    nicht  eingehen,    wollen  wir  wenigstens  den  kurzen  Na  eh  weh 
fulirrit.  aus  er  sich  selbst  das  l'rti'il  K'-Sl",,-,,,1"'1 

Ungeschick  und  Fehler  sind,  was  ihn  in 
r  Lehre  vom  Unendlichen  Schwierigkeiten  schon  laast     Unkenntnis« 
I  i   es,  dasi  er  sich  bloss  auf  wenige  Autoren  bexicht,  die  gerade  im 
Punkte   des   Unendlichen   unklar  sind.      Im  Archiv  T.  I.V    p    49.  i„i 
gezeigt,  dass  nicht  einmal   für  Aulanger  der  Algebra  isin 
keit  iu  Begriff  und  Anwendung  des  Unendlichen  liegt.     Wenn  also  der 
Verfasser  voraussetzt,  dass  bisher  niemand  darüber  Klarheit  zu  geben 
versprochen  hatte,    s«  verrat  er,   dass  er  in  der 
Wickelung  der  Theorie  noch  weit  zurück  ist.     L 
geschick   ist  es,   dass  bei   ihm  das  Uncmllichk!. 
hudelt  wird,     Sei  es  dass  er  nicht  weiss,  dass  dassollie  vs 

i  (weiterhin    nennt  er  zwar  das    UneudlichgrOGse  variabel),   odtr 


UtMwtaft*  BtiH-ht  CCSJI. 


M 


das*  er  es  nicht  ah  variabel  zu  Imhanfluln  versteht,  er  halt  die  ■«- 
cndlich  kleine  Strecke  t'nr  unteilbar  und  behauptet ,  zwischen  einem 
Punkte  und  seinem  Niicbburpuukte  kuuiie  kein  Paukt  licgeu,  will  so- 
gar ciu  durch  falsche  Betrachtung  entstandenes  Paradoxon  dadurch 
lösen,  dass  er  die  Construetion  eines  Halbkreises  über  der  unendlich 
kleinen  Strecke  für  unzulässig  erklärt,  weil  der  Mittelpunkt  ein  Teü- 
!"iukt  sein  wurde.  In  der  Tat  ist  ciu  fester  Teilpunkt  nicht  mög- 
lich. Dies  ist  aber  weder  ausgesprochen,  noch  kann  es  der  letat  ge- 
nannten Anwendung  wegen  gemeint  sein,  weil  der  Halbkreis  selbst- 
verständlich  mit  der  Strecke  variirt.  Die  soeben  erwähnte  wider- 
spruchsvolle Aufstellung  einer  unteilbaren  Strecke  wag  ungleich  als 
Belüg  dienen,  dass  die  gesammto  Betrachtung  auf  logische  Felder 
basirt  ist.  11. 


Zahlenbüscbel.  Mittelpunkt.  Äquivalente  Vertretung  von  Punkt- 
systemen. Von  Wilhelm  Bunkofer,  Professor.  Beigabe  zum 
Programm  des  Progymnasiums  zu  Bruchsal.     1ST8.     -I".     28  S, 

Nach  den  Worten  des  Verfassers  ist  es  die  Aufgabe  der  gegen- 
wärtigen Schrift,  den  2  Begriffen  Uichtungszald  und  Mittelpunkt  in 
ihrer  eigentlichen  Heimat,  der  Geometrie,  /um  Bürgerrecht  zu  ver- 
helfen. Wie  er  sogt,  fnMeii  diese  Stiefkinder  der  RaumwiasensclttA 
ihr  Dasein  immer  noch  in  Gebiet  der  Statik  und  Mechanik.  Hier 
muss  es  zunächst  auffallen,  wie  der  Verfasser  den  zahlreichen  Schriften 
gegenüber,  iu  denen  sein  Gedanke  bereits  nach  verschiedenen  Hich- 
tungeu  hin  entwü-kcti  jur  lmrcbfitliriiiig  gekommen  und  in  Anwendung 
gebracht  ist,  namentlich  In)  Hinblick  auf  die  Geometrie  von  Bolla- 
vitis,  sich  als  den  erbten  betrachten  konnte,  der  von  der  statischen 
Zusammensetzung  der  Krihftc  Gebrauch  für  die  Priodpien  der  Geo- 
metrie macht.  Bei  allen  diesen  Unternehmungen  scheiut  man  indes 
i.w  übersehen,  dass  sie  vollständig  iu  den  l'iincipH  n  der  gOWÖhnllcBOB 
analytischen  Geometrie  enthalten  sind,  und  nur  durch  neue  Xanicn 
zu  anseheineud  neuen  Theorien  geetenqwlt  werden,  Durch  ProJL-ctiou 
einer  gebrochenen  Linie  onf  eine  willkürliche  Axe  wird  genau  tn  dem- 
selben Sinne  wie  dort  und  hier  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  oder 
des  Büschels  beliebig  iierichte-ter  Streiken  in  Addition  verwandelt, 
du  Vertretende  aller  übrigen  Einführungen  ergiebt  sieb  ohne  Schwie- 
rigkeit. Durch  jene  Namen  wird  zu  grossem  Nachteil  f» 
Ürung  ilie  Illusion  gepflegt,  als  erschlösse  sich  uns 
ischaft,  iu  welchem  mau  »ich  erst  zun. 
um  dann  neue    Fähigkeiten ,    neue  Centn  der 

rend   man   -i  h  ih  eh  Iu   H  i  I 
wohnlichen  Begriffe  bewegt,  diesell 


Liti-j-atitfM,    BtrUU 

Veraiisditc  Schriften,  Zeitschriften. 

American  Journal   of  Mathoniatics  pure  and  applied 
J     Svh  o*ter      Volum«  i 
248    litt    Ber,  i>-   12.  18.J 
Ausser  den  schon  mitgeteilten  eutliält  der  1    ü 
haiuUuugui     <•.  W.  Hill:    Untersuchungen   In    ■ 
P.  Fr,i  nklln:  Zweipnukt-l  oordinaten  \\     ! 

ohwttscu«  Potential  von  Krystnllen  V.    [,uen       '■ 

»erlschon    einfach    peilodiachen    K Honen     —    n    T 

elastische  Bogen  G.  ltrm 

Raums  und  der  nfchteuklidiseuiMi  Geometrie 

2  allgemeine,  reciprohi-  Methoden  der  graphisch  a 

sekitz:    Beweis    eines    Fundamentalaab 

ford:  Anwendung  von  GniMinumi's  Ausd  rh.  C'ratg 

eines  Punkt«  auf  oinem  Ellipsoitt.       !■' 
ein    Problem    ile«    [sitmerismus        ■    Sylvester:    Synopri 
der  Invarianten    und  (.'«Varianten    einer   binaren   I 
M.  L.  Holman   n.  E.  A.  Fnglcr:    Die   Tangente    Jai 
Ausserdem  Noten      Sylvester  (3    Aob 
(acnJtes  System  issocürWr  Formen"  ni  d 
i  -i  ■  i '  ■.  .    Zur  Theorie  der  Gruppen  n    graphisch 
J.  \V.  Mallot:  Zur  Atoinontbeoric     -  Franklin:  Urtier  uulmtiaimh 
BxpOUentiuI  formen      -      Histuriscln1    Pal; 
Vtiimii  Jt&Ugesetzi  -.    -       IIa  nun  11  ml:    Mechanische   Cunsti 
beu    Curvi .  Di*  uii:    Neue    Losung    biqus 

agen  -  Keudall:  Kurzes  Vorfahren  der  L0»i 
dttCJbelti  Falles  I  ardnuiüclii'r  Methode.  —  Glasbau: 
um  Taylor'scuen  Satzes.  --  C'ayloy:  Linb-work  rar  .■■-'. 
lips:  L-'iih-i-ui-i;  für  die  Leinniscate.  —  Loudau:  Kuler's  B 

■t  —  uml:  Bedingung  einer  Tangente  an  ehrt  Fläche, 
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